Sur la transformation
des intégrales des équations différentielles linéaires ordinaires
du second ordre.

Mémoire par O. BorUVEA {& Brno).

Résumé. - Le prdsent Mémoire contient la partie analytigue d'une théorie des transformations
des intégrales des équations différentielles linéaires ordinaires du second ordre. Il s'agit
des équations réelles (a), (A) (p. 327) et des questions de caractére global. La théorie
développde gravite autour des propriétés des équations différenticlles non-lindaires du
troisiéme ordre (b), (B) (p. 327). Soni donnés, en particulier, les théorémes sur Uexistence
et Vunicité ainsi que les expressions explicites pour les inlégrales des équations (b), (B).

1. Introduction.

1’ origine de la théorie des transformations des intégrales concernant les
équations différentielles linéaires ordinaires du second ordre remonte 2
I’ illustre géomeétre allemand E. E. KuMMER. Dans son Mémoire latin « De
generali quadam equatione differentiali lertii ordinis», inséré en 1834 dans le
programme de lycée i -Liegnitz et republié en 1887 dans le Journal de Crelle
(Vol. 100), KuMMER &' occupe de I’ équation différentielle du troisidme ordre

e 2
(1 22 _3(%) —z.r 4+ X =0,
(4

Z étant une fonction de z et X fonction de la variable indépendante ux.
Le point de départ du Mémoire de KUMMER constitue un probléme con-
cernant deux équations différentielles du second ordre

: &y ay _
d*v dv
(3) d”—zz‘l‘P'%—*— Q"D:O,

dans lesquelles, naturellement, les coefficients p, ¢ et P, @ sont fonctions
de x et 2.

Le probléme en question est le suivant. Soit v(2) une intégrale de I'équa-
tion (3). Il s’agit de trouver des fonctions w(x), #(x) de manidre que, la
fonction, y, composée suivant la formule

) Ylow) = wix) - vla@)),
soit une intégrale de I’équation (2). En d’autres termes, il s’agit de transformer,

les unes aux autres, de la facon indiquée par la formule (4), les intégrales
des deux équations différentielles (2) et (3).
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Le résultat principal de KUMMER consiste en ceci que, I’existence des
fonctions w, 2z étant sapposée, la fonction z vérifie |’ équation du troisidme
ordre (1) aux coefficients Z, X suivants

aP R ar .
Z_2Zi§+P e 46), X_2%~+p~4q,
en méme temps, la fonction w, appelée wmulliplicatenr, se trouve exprimée

par la formule

/‘sz e—— [pd‘r (}g:

da’
¢ étant une constante. De plus, @), ¢,(®) et $(2), ¢ (2) étant des couples
d’intégrales linéairement indépendantes des équations (2) et (3), la fonction
z(x) remplit identiquement une relation bilinéaire & coefficients constants

®) Ag(x)b(z) + Boa)h,(2) + Op,(@)b(2) + Do (@), (2) =0.

w=—=~c-e

Si 1'on connait les fonetions ¢, ¢,; ¢, ¢,, alors la relation (5), formée avec
d’ arbitraires constantes 4, B, C, D, réalise, d’aprés KumMmMER, 'intégrale
compléte de I’équation du troisidme ordre (1)

La théorie de KuMMER a trouvé d’extensions, au cours du XIXe sidcle,
surtout dans le domaine des équations différentielles linédaires ordinaires
d’ ordres supérieurs (*). Cependant, les raisonnements originaux de KuMMER
n’ ont pas été approfondis jusqu’ici, d’aprés ma connaissance, de maniére
A former une théorie satisfaisante du point de vue de théories. modernes;
¢'est la, probablement, la raison que, la théorie des transformations des
intégrales concernant les équations différentielles linéaires ordinaires du
second ordre ne se tronve pas contenue dans les livres récents s’ occupant
de ces équations. Pourtant, la nature de nombreux problémes classiques ef
modernes dont on s’occupe dans la théorie des équations différentielles
linéaires ordinaires du second ordre, p. ex. les questions autour de la théorie
classique de FLOQUET, les critéres concernant le caractére oscillatoire des
solutions, 1’allure asymptotique des intégrales, problémes aux limites, ete.,
laisse prévoir que, la méthode de transformer les integrales d’une équation
donnée aux cas beaucoup plus simples, méme aux intégrales des équations
telles que y” =0 ou bien y” = —Fk*y, peut fournir de grands avantages. Les
raisonnements de KUMMER se trouvent basés sur les seuls procédés de diffé-
rentiation et sur certaines opérations algébriques tandis que les questions
plus profondes d’intégration, surtout les théorémes précis concernant 1’ exi-
stence et 1’ anicité des intégrales de 1’ équation du troisidme ordre (1), y sont

(t) L ScuresiNgERr, Handbuch der Theorie der linearen Differentiaigleichungen, Leipzig
(1897}, T II, 1: p. 185,
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entidrement négligées. Voila les problémes de départ dont doit s’occuper toute
revision moderne de la théorie de KUMMER pourqu’ on en puisse espérer un
progrés essentiel de la fhéorie des équations différentielles lineaires du second
ordre et celles d’ ordres supérieurs.

Nous allons donner, dans ce Mémoire, les fondements de la théorie en
question. Il §’agit, bien entendu, de matiéres concernant le domaine réel et
de caractére global. La théorie présentée généralise, en grands traits, la
partie analytique de ma théorie des dispersions qui s’occupe des transfor-
mations des intégrales d’une équation différentielle linéaire ordinaire du
second ordre aux intégrales de la méme équation différentielle, sous condi-
tions particulidres (%)

2. Description de la situation de départ.
Nous partons des deux équations différentielles linéaires du second ordre
du fype de JacoBI

(a) Y = qdy; Y'=@T)Y, (4)

les fonetions ¢, @ étant supposées continues dans les intervalles ouverts j, oJ.
A c6té de ces équations nous considérons les deux équations différen-
tielles non-linéaires du troisidme ordre

— 1 I ., S 1
O VX[ G| + e =g Vil
ViX'| V ||
dans lesquelles les X, x désignent les fonctions inconnues.
Nous aurons aussi & considérer les cas particuliers de ces équations

}"+ gt = Q). (B)

_ e 1 1 —— 1 " . .
® VX [—m:} +aX X =qt); V lwt[ —.] + Qe = QT). (B)
VX' Vi|
En désignant par X, i, i T les dérivées schwarziennes des fone-

tions X, w,

x =L X8 X" =L a3 2

ST X AT T T T e gy T A ey
les équations (b), (B) et (b), (B) peuvent &’ écrire
() — X, U+ QXX =q); —ix, T+ gt =QI); (B
o — X, {4+ ¢X) X" = ¢); — ta, T+ Qajw’ = Q(T). (B)

% O. BOR%VKA, Sur les intégrales oscillatoires des éguations différentielles lindaires
du second ordre, Czech. Math. Journ,, 8 (78), 1953, p. 199255. (En russe. Résumé franeais).
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Ler équations (b), (B) sont évidemment de la forme considérée par
KumMmeRr dans son Mémoire mentionné dans le n° 1,

3. La transformation birationnelle %.

Nous commengons par considérer la transformation ponctuelle biration-
nelle, G, opérant dans I’espace & trois dimensions, qui fait associer 'un a
I'autre, deux points arbitraires X' (£=0), X", X" et x (F=0), 2, =, 4 aprds
les formules

, i 1
X :;: = xs
. w . b &
® X = =27,
nro__ 'fl“;s .é . PO X"‘? ‘X”,
X ——3;;—;:, m_?)f;“Xw;;.

Dans cette transformation, G, la fonetion K(X) définie par la formule

Y/lg
KX) =y,
résulte invariante:
, X" x
(6) c =
X’3 mS

La founction schwarzienne

A son tour, se transforme suivant la formule

SX) | S _
X, -+~ *’*a;"‘ = 0.

(0

On arrive & la notion de la transformation T en considérant les rela-
tions existant entre les valeurs de deux fonctions d’un argument, mutuel-
lement inverses, et celles de.leurs dérivées.

Soient X(f), «(T) deux fonctions inverses 1’une 3 1l’autre, définies dans
les intervalles #, I. On suppose, par conséquent, que les fonctions X, x sont
proprement monotones dans les intervalles i =a(l), T = X(J).

Nous appelons associés (par rapport aux fonections X, x) deux nombres
arbitraires, {€¢, T€ I, liés par les formules T = X({), { = «(T); nous disons
aussi que le nombre ¢ (T) est associé au nombre T ({).
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Supposons que les fonctions X, » possédent partout (dans les intervalles
i, I les dérivées du troisieme ordre. Alors, en vertu de théorémes élémen-
taires, les valeurs des dérivées X', X", X" de la fonction X et celles des
dérivées x, x, x, de la fonction wx, prises en deux nombres {€i, TET
associés quelconques, sont liés par les relations

X'z = 1,
X%+ X% =0; X + X" =0;
X% 4+ 3X"2% + 4 X' = 0.

On en dédnit facilement que, les valeurs des dérivées des fonctions X, x,
prises en deux nombres associés arbitraires, se transforment, les unes aux
aulres, par lo transformation G.

Ce résultat met en évidence la possibilité d’élargir la notion de la
transformation G aux espaces possédant un nombre arbitraire de dimensions.

4. Remarques sur la dérivée schwarzienne.
Nous allons indiquer rapidement quelques propriétés de la dérivée
schwarzienne dont nous aurons besoin dans la saite.

Considérons deux fonctions X(¥), «(T) mutuellement inverses, définies

dans les intervalles 4, J; nous supposons, que ces fonctions possédent
partout les dérivées du troisiéme ordre.

a) On démontre facilement qu’on a, en deux nombres quelconques,
t€i, TeI, les formules

X T 4X°%7 2
2, T} 1 & 1[1}'-

(X, 0 1 X" 1{1]”
b

z 4z 2
En prenant, en particulier, deux nombres associés et en appliquant les
formules (6), (7), valables pour les fonctions K, S, on voit qu’ on a en deux

nombres associeés quelcongues, t €4, T€ I, la relation syméirique

(Xt 1[1] iw, T 1l1‘--
8 '—’7»-+»-{~, LT B L
©) X 2X], - 2903

b) Soit Z() une fonction proprement monotone, définie dans I’ inter-
valle h. Nous supposons que les valeurs de la fonction Z appartiennent a
Uintervalle @ et que cette fonction posséde partout la dérivée du troisiéme
ordre.

Désignons par XZ la fonction composée X[{Z(f)], définie, manifestement,
dans Uintervalle /.
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Dans ces suppositions la fonction XZ admet en chaque nombre t<€h la
dérivée schwarzienne qui 8 exprime par lo formule )

) (XZ,t1=1X, 20 2% + 1 Z, t L.

5. Propriétés des intégrales des équations (), (B).
1. Soit X une intégrale de U’ équation (b). définie dans I'intervalle i C j.
Alors la fonclion inverse, x, définie dans Uinfervalle I = X(i), satisfait &
U égquation (B).
En effet, soit 7€ I un nombre arbitraire et {=a(T)€7 le nombre
associé. X étant une intégrale de 1’équation (b), nous avons, au nombre I,

| X, t _ 9@

En vertu de (7) et de la premiére formule (%), I’équation en question
8’ écrit
21 g
x x
On en tire la formule
—{x, T+ g = QI
conformément & la proposition.
2. Soient X, x deux intégrales des équations (b, (B), muluellement inver-
ses, définies dans les intervalles i Cj, [C.J. Alors on a, en deux nombres
associés quelconques, t€i, T€ I, les relations

, 1 i Xty -1 e, T
(1) QX)X —Q‘T—Q(w)m_g‘ T
1 1 " 1 1 .o
(12) QX)X+ [X’} g(x)c + i[—m} .
En effet, on a d’abord une relation telle que (10). On en ftire la formule
, 1 (X4 L {X, ¢
Q(X).X —g' X, —Q(W)w +é . X“—,

qui entraine, d’aprés (7), la relation (11).
La formule (12) est valable en vertu des ¢quations (11) et (8).
3. Soient X; y X y & arbitraires intégrales des _équations  respe-
ctivement (b); (B); (b) ). Alors les fonctions composées XX; yX; yy; Xy;
yX; Xy, en tant qu elles existent, vérifient les dquations respectivement (b);

b); (B); (B); (0); (B)

(®) V. p. ex. A. R. ForsyTH, Lehrbuch der Differentialgleichungen, 2. Aufl., Braunschweig
(1912), p. 232
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Supposons, p. ex., que les valeurs de la fonection X appartiennent 2
I’ intervalle de définition de la fonction X, de sorte que la fomection XX
existe dans le méme intervalle que X.

Les fonctions X, X étant intégrales des équations (b), (b, nous avons,
pour chaque valeur, #, située dans !intervalle de définition de la fonction X,

— X, t} -+ qXX" = ¢(t),
— X X!+ QXX)X"(X) = ¢X),
et en méme temps, d’ aprés (9),
(XX, =X, X1- X2+ X, t.
Ces formules entrainent les relations

— (XX, b = [— QXXXX) + ¢ X)X"* — X, £} = — QXXYXX)* 4 g(b).

11 en résulte

— { XX, 8} +QXXNXX)? = qlb),

de sorte que la Fonction XX vérifie 1’ équation (b).
Les autres propositions du théordme en question se démontrent d’une
maniére analogue.

6. Relation entre les intégrales des. équations («), (4), (b), (B).

Il y a, naturellement, des relations existant entre les intégrales des
équations en question qui gravitent autour de la relation telle que (4)
laquelle se trouve au début de la théorie classique de KuMMER.

Dans la suite nous aurons & considérer des intégrales des équations (a),
(4); il §’agit, bien entendu, des intégrales définies dans les intervalles j, J
toutes entiéres, s’il n’y a pas d’avis contraire.

Soit X une intégrale de I’ 6quation (b), définie dans un intervalle ¢ C j.
D’aprés 5,1, la fonction inverse, x, définie dans 1 intervalle I = X(/),
satisfait & I’ équation (B).

Choisissons un nombre arbitraire ¢,€¢ et désignons par X,, X, (F=0),
X,” les valeurs des fonetions X, X', X” au nombre t,; de méme, posons
T, = X{,) (=X, €I et désignons par x,, x, (% 0), aco les valeurs des
fonctions «, ®, x, au nombre T,. Les nombres X,, X,” et @, , m .se rattachent
mutnellement suivant les formules (%).

Les relations existant entre les intégrales des équations (a), (4), (b), (B)
peuvent se décrire par les théordmes suivants.
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1. Soit U une intégrale de I’ équation (A). Alors la fonction

(13) u(l) = UE@,

ViX'()|
définie dans U infervalle i, représente I intégrale de I’ équation (a), délerminde
par les conditions initiales cauchyennes

U(X,)
u(io) =
X,
e \IQ’(XO)I 1 UX)y X
wWit) = ——=2 o X, — e H
WEVETT T 2VET R,

En effet, la fonction u posséde pour chaque {€7 la dérivée premiére et
la seconde qui s'expriment par les formules

w(t) = __..U’<X) o X'+ U(X){—o—1 }

ViX'| vix|)’
(15) ) -
wir =9 X xn  TX) x4
ViX'| VIX'|

Les fonctions U ot X étant intégrales des équations (4) et (b), nous
avons, pour chaque {€ i, les relations

U'X)y = QXHYUX),
— X, = — QXOX" 4+ q(¥).

Il résnlte de ces formules

wity= %) gxyxn 4 Y& axxer 4 qu),
| VX'
et par conséquent
w't) = q(hyu(d).

La fonction u résulte ainsi une intégrale de l'équation (a). En vertu des
formules (13) et (15) cette intégrale vérifie les conditions (14).
2. L'intégrale U considérée au théoréme précédent s’ exprime, dans ! in-
tervalle I, au moyen de Uintégrale u, suivant la formule inverse

(16) U(ry= 2200
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cette intégrale U est celle déterminée par les conditions initiales couchyennes

UT) =

~Via,|

, w(a,) 1 uw,) 2,

U(TO)Z-"—*‘:::“BO——--————;T:_-.—.
Vie,| 2 Via,|®

En effet, d’aprés le théoréme précédent, la fonction

(17

— ulx(T))
Via)|

définie dans I’intervalle I, représente )’ intégrale de 1’équation (4). déter-
minéé par les conditions initiales cauchyennes

0T, = V“(‘“?")!,

Ly
¥F7r —_ ul(wo) 1 u(wo) a.:.n
U(TO)_“\/“'{;—Q lwo ""‘“’2 ]\/{——{;;—:5';;.

En tenant compte de ces équations et des formules (14) et (%), nous avons
uy 1 X))
Vie | Vie VIX/]

(T = % lU(X(,}_X, 1 UX) X,

Vi |
1 {Xo”

U(T,)=

U(-Xo) = U(To)*

r——

ViIX7 T 2 Vx| X

=U(X,) — 5 UX,)

&;ﬂ 1, 7
X7 w} = U'X,) = U(T,),

ou bien, en définitive,

U(T,) = U(T,),

U(T,) = U(T,).

Il en résulte V'identité U(T)= U(T) valable dans ’intervalle I, c’est ce
qui achéve la démonstration.



-1 .
334 0. Boruvka: Swr le transformation des indégrales des cquations, ete.

3. Les valeurs des intégrales en question, U, u, el de lewrs dérivées U,
w, prises en deux wmombres associds quelconques, TE I, t€i, remplissent les
équations suivantes

Uy _ wa)
VIXT Via|
peder L UX) 1 X' e e e 1w
E‘U(X)V{X i——;j: : : ‘:\—/—l-Xfl.X"-u(w}V ]«———o4 f.v_?:._:;}’
VIX] Via| Vil

o 'on a posé e =sgn X/ = sgn x, .
On obtient ces équations en se servant des formules (13), (16) et de leurs
dérivées et en tenant compte des formules (7).

7. Théoréme sur Pexistence et 'unicité des intégrales de Péquation (b).

Nous allons démontrer le théordme fondamental suivant:

Soient t,€5; X, €J, X, (F0), X" des nombres arbitraires. Il existe
précisément une intégrale X(1) de Uéquation (b), définie dans un inlervalle
ouvert, i, qui satisfait aux conditions initiales cauchyennes

Xl)=X,, X()=X/, XU)=X,/,

el qui est en méme lemps la plus large en ce sens que, foule intégrale de
I équation (b) vérifiant les mémes conditions initiales, en fail partie.

Soient U, V des indégrales arbitraires de I équation (A), linéairement
indépendantes, définies dans U intervalle J; soient u, v les intégrales de
U équation (a), définies dans j et déterminées par les condilions initinles

U(X,) UX, 1 X, X/

“(to> = = ) "”(to) = i Xo, =S YT
(18) VIX/| VX, 2 vix;]] X
V(X,) , V'(X,) , 1 V(X)) X

ﬁ(to):~—r—‘::; ’U(t):“-"t—._:" —— 8 e e e 73
VIX/] VXS T 2 VX X

finalement. soient P, o les premidres amplitudes de ces couples d intégrales,
P=VU*+ 1, o == Vu® + v
Alors Uintégrale X(I) en question coincide avec la plus large intégrale
(unigue) de Uéquation différentielle du premder ordre, & variables sépardes,
o 0.9
(G) X—SanO'—;z(T)',

qué prend au nombre §, lo valeur X, .
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DEMONSTRATION. - Désignons par W (w) la wronskienne du couple
ordonné d’intégrales U, V (u, v); nous avons, par conséquent,

W=U0V—-U7V; w=uv — u'v.
En vertu des formules (18) on a la relation
(19 w=s8gn X, s W.

I1 en résulte que les intégrales %, v sont lindairement indépendantes de
sorte que, la fonction p, définie dans 1’intervalle j, est toujours positive.
Nous remarquons que les formules (18) entrainent les relations

7 1 P2{Xﬂ) 1, 7 (74 1 XO”
(20) X/ = sgn Xo ‘ ’93(75‘ ' P(X())P (Xo) — 8gn X, et e’ () = QPQ(XO))'Z:/E .

1) équation (c¢) posséde précisément une intégrale, X, définie dans un
intervalle ¢ C 4, qui prend au nombre f{, la valeur X, et qui est la plus
large en ce sens que, toute intégrale de 1’équation (c), vérifiante la méme
condition initiale, en fait partie. Au sujet de 'intervalle i nous donnerons
une explication plus détaillée am n° 8. L’intégrale X appartient, évidemment,
a la classe C,.

Nous allons donner la démonstration du théoréme ci-dessus en s’assurant
successivement des trois propositions suivantes:

a) La fonction X satisfait, dans !’intervalle ¢, & I’ équation (b);
b) sont vérifides les velations X'()) = X'; X"(t,) = X,”;
¢) toute solution de Y équnation (b), X, vérifiant les conditions initinles
Xit)=2X,; X't)=2X,; X", =X/, fait partie de I intégrale X.
Nous passons & la démonstration de ces propositions.
a) Nous avons, évidemment, pour {€4, la formule

PX)
D=
=z

On en déduit facilement

y P"X) ¢ PX)
P(t):“—":Xg'—"—:::——_i y
VX' VX'

Les fonctions P, p satisfont, d’aprés leur définition, aux équations

” — W2
P"(X)= @X)P(X) +I";g(—X—)

.
X0

"y

p'(t) = q(Blp(f) +
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On a done, d’aprés les formules précédentes

P'X) v, PX)

"y = s X ,X,tf
PO=yx Tvx
PX) . w? .  PX)
=) XX A e X ),
vz & PYX)V| X'| vixl&

W2
o®’
ef finalement, en remplagant ¢”(f) par sa valeur indigquée ci-dessus,

e« [— 1 X, ¢ 4+ QX)H)X"” — qt)] = 0.

=p(f) - [QXX" — { X, t}] +

Or, la fonction p étant positive, cette formule montre bien que la fonc-
tion X satisfait, dans U'intervalle ¢, & 1’équation ().
b) On a, pour ¢€4, les formules

o — eon 3. P
X'($) =sgn X, - O
. PAX , , /
X7t = 2T (PO P(X) — sgn X+ elte0)

Il en résulte, d’ aprés (20),
X'ty =X, X"ty = X,".

~ ¢) Soit X une solution de 1 équation (b), définie dans un intervalle

i Cj, vérifiante les conditions initiales X({,) = X,, X'({,) = X,, X"{¢,) = X,".
D’aprés le théoréme 6,1 lés fonctions

UX) ol V(X)

(21) ul) = ===, ==,
VX' Vix'|

définies dans D' intervalle 4, satisfont & I’équation (a) et vérifient les mémes
condifions inifiales que les intégrales u, v:

wit) =ult,); w(t)=u();
ot =v(t,); V() = v({E,)

Il en résulte que, dans Vintervalle /, la fonction u (v) fait partie de u (v)

et par conséquent la fonction p = Vuz +v* fait partie de p. Les formules (21)
entrainent qu’on a, pour tout { €+, les équations

PAX) _ oy B

R G

X)=-sgm X, -
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On voit que la fonction X représente, dans V'intervalle 7, une intégrale
de Péquation (c). Comme cette intégrale X prend au nombre £, la valeur X,,
elle fait partie de I intégrale X.

Le théoréme se trouve ainsi démontré.

8. Les intervalles de définition de la plus large intégrale X et de son
inverse, oc.

Reprenons les notations du n® 7 et posons, pour abréger, ¢ = sgn X

Nous" allons établir les propriétés des intervalles 4, I, qui représentent
les domaines d’existence de la plus large intégrale de I équation (¢), X,
prenant au nombre £, €7 la valeur X €.J, et de son inverse, x.

D’ aprés le théoréme du n° 7 et les formules (18), (19), nous pouvons,
sans restreindre la généralité de nos considérations, particulariser les inté-
grales U, V; u, v des équations (a), (4) de maniére & satisfaire aux relations

(22) U(X,)=0, W=-—1; u(t,) =0, W= —E¢.

Cela étant, soient «: & les premiéres phases des couples ordonnés
d’intégrales u, v; U, V, s’annulant en ¢, X,. Nous rappelons que la fone-
tion « (€l) est définie dans I’intervalle j (J); elle est, dans cet intervalle la
seule fonction continue qui s’annule en {, (X,) et dont les valeurs sont celles
de convenables branches de la fonetion arc tg (u(?): v(f) (are tg (U(T): V(T)).

On se rend compte facilement que les fonctions ea, & sont toujours
croissantes. Ces fonctions prennent les valeurs =, 2=x,..(—=w, — 2m,...) préci-
sément aux nombres successifs conjugués avec {,, X, et situés & droit (a
gauche) de ¢,, X, dés qu’'il y a de tels nombres dans les intervalles j, oJ.
La fonoction sa () posséde partout la dérivée ea'(f) = 1:p%f) (&' T)=1:P¥T)
de sorte qu’on a, pour £€j4, T€J,

t T
Tdr Cdr
so(t) _/%), arT) _}!m .
by o

Nous désignons par I, K les intervalles (ouverts) formés par les valeurs
des fonctions «, . Leur intersection % N K représente, manifestement, un
intervalle ouvert contenant le nombre 0.

a) Il est facile & montrer que, Pinfervalle ¢ (I) est Uimage de Uintervalle
kN K effectude par la fonction inverse & a (&), t, (X,) élani en particulier
Uimage du nombre 0.

En effet, soient 4, I les images de I’intervalle k& N K effectuées par les
inverses aux fonctions «, . Envisageons !’ équation suivante

(23) a(t) = T

Annali di Matematica 43
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X étant 'intégrale de 1 équation (c), définie dans l'intervalle ¢ et pre-
nant au nombre ¢, la valeur X,, I’équation (23) admet, pour tout £€7, la
solution 7= X(#). On en tire t €4, X(H)€ I et a fortiori i Ci, I C 1.

D’ autre part, quelque soit £€4, 1’équation (23) admet précisément une
solution T€Z La fonction correspondante, T(f), définie dans ¢, satisfait,
manifestement, & 1’équation différentielle (c) et vérifie la condition initiale
T(,) = X,; par conséquent la fonction T fait partie de I'intégrale X. Il en
résulte i C i, IC1

On a donec é=1i, I =TI conformément & la proposition. La remarque
finale de la proposition est évidente.

b) Nous allons montrer que les intervalles #, I contiennent le méme
nombre de valeurs conjuguées avec les valeurs ¢,, X, et qu’ils &’ étendent,
dans un certain sens, jusqu aux extrémiiés des intervalles j, J.

Il &’ agit, bien entendu, des valeurs de l'intervalle j (J), qui sont conju-
guées avec la valeur ¢, (X,) par rapport & I’équation différentielle (a) ((4)).

Pour préciser, désignons par n, (N,) le nombre de valeurs de I’intervalle
7 (J), qui sont conjuguées avec la valeur #, (X,) et se trouvent & droit de
t, (X,); de méme, désignons par m, (N,) le nombre de valeurs analogues &
gauche de #, (X,). Les nombres en question peuvent éfre, naturellement, les
extrémes 0, oo. Finalement, posons v, = Min (n,, N,), v, = Min (»,, N,),
w, = Min(n,, N,), p, = Min (n,, N,).

Cela étant, nous allons établir la proposition suivante:

Dans le cas e = 1, les deux intervalles i, I contienneut précisément v, (v,)
valeurs conjugudes avec t,, X, qui sont supérieures (inférieures) o t,, X,. Ces
intervalles s’élendent aux extrémilés des inlervalles j, J dans le sens swivant :
Ou bien 1 extrémilé droite (gauche) de Iinfervalle i coincide avec celle de
Uintervalle j, ou bien Uexirémité droite (gauche) de Uintervalle 1 coincide avec
celle de U intervalle J ; ces dveniualités ne 8 excluent pas muluellement.

Dans les cas e==—1, les deux intervalles i, I contiennent précisément
p, (1, valeurs conjuguées avec t,, X, qui sont inférieures (supérieures) o i,
et supérieures (inférieures) & X,. Ces inlervalles § étendent aux exirémités
des intervalles §, J dans le sens suivani: Ou bien I extrémilé gouche (droile)
de Uintervalle i coincide avec celle de Uintervalle j, ou bien U exitrémilé droile
(gauche) de Uintervalle I coincide avec celle de I'intervalle J ; ces éventualités
ne s excluent pas mutuellement.

Nous nous bornons & établir la proposition pour e =1 et & droit des
nombres £,, X, car les autres situations sont analogues.

Nous allons distinguer deux cas suivants que coincident les extrémités
droites des intervalles & M K, & ou bien celles des intervalles £ N K. K.
11 est clair que ces eventualités ne s’ excluent pas mutuellement.

Dans le premier (second) cas coincident les extrémités droites des intervalles
i, j (I, J) Oun en tire successivement les conclusions suivantes: [intervalle
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i (I') contient précisément n, (N,) valeurs conjuguées avec {, (X,) supérieures
a ¢, (X,); Dintervalle & N K contient précisément », (N,) multiples naturels
de =; Vintervalle I ({) contient précisément n, (N,) valeurs conjuguées avec
X, (¢,) supérienres & X, (¢,). D’ autre part on a la relation ICJ ¢Cj) qui
entraine n, << N, (N, << n,), de sorte q'on a n, = v, (N, =v,). La proposition
4 démontrer est établie.

9. Expressions explicites pour Ia plus large intégrale X et son inverse, ..

Les considérations précédentes permettent d’établir, immédiatement, des
expressions explicites pour la plus large intégrale X et son inverse, wx.

Nous continuons & utiliser les notations précédentes et nous désignons
par a—*, &~ les fonetions inverses a «, .

Nous avons vu que, l’équation (23) admet, pour tout €/, la solution
T=X(t); par conséquent cette équation admet aussi, pour tout T€I, la
solution ¢ = a(T).

11 en résulte que, la plus large intégrale de Véquation (b), X, satisfaisant
aur conditions initiales X({,) = X,, X'(t,) =X, (£0), X"¢,)=X,", el son
inwerse, x, s expriment par les formules

Xty =387 a®)], oT)=a""[ET),

qui sont valables dans les intervalles i, I. Nous rappelons que, les o, d,
désignent les premidres phases, s annulant en t,, X,, des couples ordonnés
4’ intégrales linéairement indépendantes u, v; U, V des équations (a), (4), ces
intégrales étant soumises a remplir les conditions initiales (18), (22).

10. Transformation mutuelle de deux intégrales données des équations
(), (4).

11 se pose, naturellement, la question si I’on peut fransformer de la
manidre indiquée, I'une & l'autre, deux intégrales arbitrairement données,
u, U, des équations (@), (4), en choisissant convenablement une intégrale
X(#) de I'équation (b). La réponse & cette question résulte affirmative & moins
qu'on change, au besoin, le signe d’une des intégrales u, U. On peut méme
prescrire, largement & volonté, les valeurs initiales 7, €j. (X, =)X{,)¢€J.
Cependant, les données en quesﬁon ne peuvenft pas étre absolument arbi-
traires car, d’aprés les formules de transformation elles mémes

ll) = U[X ()] 0 = ulx(T)] ’

T VX0 T ViwD)]

les valeurs des intégrales #, U, en deux nombres associés quelconques, sont
de méme signe ou bien s’ annulent simultanément.
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Nous allons préciser la sitnation par le théordme suivant:

Soient données d arbifrairves intégrales u, U des équations (a), (4) ef, en
oulre, deux nombres quelconques, t,€j, X, €J, soumis & ln seule condition de
vérifier les relations ) ou bien b), & savoir

@) ut,)=+0F UX,) b  wlt) =0="UX,)

11 existe toujours de plus larges intégrales de U équation (b), X, qui pren-
nent en ¢, la valewr X, et transforment, dans leurs intervalles de définition,
les intégrales u, U d aprés la formule

UlXh
= 7 DX
VIX(@) |

Dans le cas a) il y a précisément une intégrale X qui est croissanie el
une qui est décroissante; dans le cas b) il y en a une infinité dépendant d’un
paramétre qui sont croissantes el autant de décroissantes.

On a désigné par v, dans les dewx cos, lo quaniité =1, d’aprés les
formules

@) = sgn u{t,)U(X,);
\  sgnw (i, )U'(X,) pour les intégrales X croissantes,

b o=
) | —sgnw'(t)U'(X,) pour les intégrales X décroissantes.

DuMONSTRATION. - Toute intégrale de 1’équation (b), X, s’il en existe,
remplit dans son intervalle de définition, ¢, les relations

5 = ok ,
o= VIXH |
(24) ’ )
(= [ LB gy L DX XAty
VIX'® ] 2 Vx| X'

On en voit facilement que les fonctions X, X', X” prennent en #,, dans
les deux cas a), b), les valeurs

T2 ?
a)y Xit)y=X,; X({t)=-¢ %f(—);‘;z c X't y=2 [1]4‘5{;) [O(X U X))~ eult,w'(t,)],
(25) o v 0
u”(t,)

b X{4)=X; X'(,)=¢ U/Z(XO) :
¢ étant ==1: dans le cas b) la valeur X"(f,) n’est pas déterminée par les
relations (24),

Si e = 41 (— 1) I"intégrale correspondante, X, est nécéssairement crois-
sante (décroissante) car la fonction X' est de méme signe dans toute 1’ inter-
valle 4.
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En se rappelant de I’unicité qui subsiste, d’aprés le théoréme du n° 7,
pour les plus larges intégrales de 1'équation (b), on voit, par conséquent, que le
nombre de plus larges intégrales X, satisfaisantes aux conditions du théoréme
ne surpasse pas le nombre indiqué dans ce théoréme.

Cela étant, soit maintenant X la plus ‘large infégrale de 1’équation (b)
déterminée par les conditions initiales (25) @) ou b); dans le cas b) on prend
pour X"(f,) un nombre arbitraire. D’aprds le n® 7, I'intégrale X en question
se trouve complétement déterminée. Nous désignons par ¢ (C j) son inter-
valle de définition.

D’ aprés le théordme 6,1, la fonction

ity = UIX)

IRTP-Glk

définie dans Vintervalle /, représente U'intégrale de 1'équation (o) déterminée
par les conditions initiales canchyennes

— U(Xn)
u(to) e T
ViX@,)
- U'(X,) -, 1 UR,) X'
W(t)= ol X'(},)) — 5~ 2000
e VI X') ] - VIX'(t) ] X'()

Or, en substituant dans ces formules les valeurs X'({,), X"({,) correspon-
dantes (25), on obtient, dans les deux cas a), b),

ull) = ult), Wit =mn-ut)
Par conséquent on a toujours, pour {€ 7, la relation

¢’est ce qui achdve la démonstration.

Il parait utile de souligner que la possibilité de transformer, de la fagon -
congidérée, deux intégrales données u, U, par les intégrales X de 1’équa-
tion (b), ne concerne pas les intégrales u, U toutes entiéres, mais seulement
leurs pidces, dont les intervalles de définition possédent le méme nombre
de valeurs conjuguées avec f,, X,, conformément avec le théoréme du n° 8 b).
Ainsi p. ex., foule intégrale d’ une équation différentielle linéaire du second
ordre, possédant vers les dewx extrémilés de son intervalle de définition une
infinité de racines, peut étre transformée d’une infinité de maniéres considérées
dépendant & un paramélre (X,) & la function sinus ou bien cosinus dans
Uintervalle (— oo, + oo).
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11. Transformation des dérivées du premier ordre des intégrales des
équations (), (A).

On peut appliquer la théorie précédente & transformer les dérivées (du
premier ordre) des intégrales d’une équation (a), (4) aux intégrales oun bien
aux dérivées des intégrales de 1’antre equation.

Supposons que les fonetions ¢, @ soient toujours différentes de zéro et
possédent partout les dérivées continues du second ordre.

Posons, pour (€4, T€J,

14 _b....,.__\ 1 ¢t
f) = t T = T T et mmmomm
@) = ;+\/lq()l{w T ] 0T = QT + VIOl )1[\/1@@”]

et envisageons les équations différentielles
(@,) " =gty Y'= @Dy, (4,

définies, manifestement, dans les intervalles j, J.
On se rend compte facilement que, pour foufes intégrales wu(f), U(T) des
équations (@), (4), les fonctions

w(t) _ v

(@ v =Y
“O=wr " = Ve

sont des intégrales des équations (a,), (4,).

Par conséquent, la théorie précédente, appliquée aux équations {(a,), (4)
et (a,), (4,) représente une théorie de transformations des iniégrales et des
dérivées des intégrales de 1’ équation (4) aux dérivées des intégrales de
I’ équation (a). Les formules de transformation sont de la forme

u t,’ == V t) )
( d IV}X{(t)f L!QX(t ; WX'(t)g
X,(%) et X,(f) étant solutions des équations du troisidme ordre
ﬂ‘:Xl’ tl: + Q(Xi)Xli:-QK(t)? ‘_-§X27 g + Q ‘XIZ—"QI( )

Ainsi p. ex., les formules exprimant les dérivées des dispersions centra-
les des différentes espéces ('), apparaissent, en relation avec la théorie pré-
cédente, comme formules de transformation des infégrales et des dérivées
des intégrales d’une équation différentielle linéaire du second ordre en elles
mémes.

{*) O. BorUuvKa, loc. cit.,, p. 210211,




