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~[6moire par O. BORUVKA (~ Brno). 

R~sum(i. - Le prdsent Mdmoire contieat la pat t ie  analytique d'une thdorie des tramstormatixms 
des intdgrales des dqttations diffdrentielles lindaires ordinaires du second ordre. I1 s'agit 
des dquations rdelles (a), (A)  (p. 327) et des questions de caractdre global. La  thdorie 
ddveloppde gravite autour des propridtds des dquations diffdre~qtielles non-lindaires du 
troisidme ordre (b), ( B)  (p. 327). Song donnds, err particulier, les thdor~es  sur l'existence 
et l'unicitd ainsi  que les expressions explicite, s pour les intdgrales des dquations (b), (B).  

1. Introduction. 
L' origine de la th6orie des transformations des int6grales concernant  les 

6quations diff6rentielles lin6aires ordinaires  du second ordre remonte  "~ 
l ' i l lus t re  g6ombtre al lemand E. E. KU~MER. Darts son M6moire latin <( De 
generali quadam equatione dif ferentiali  tertii ordinis )), ins6r6 en 1834 darts le 
programme de lyc6e h 'Liegnitz et republi6 en 1887 dans le Journa l  de Crelle 
(Vol. 100), KU~MER s 'oeeupe de l '6quat ion diff6rentielle du troisibme ordre 

(1) 2 ~- \z' ] - -  Z .  z '~ -4- X ---- 0, 

Z 6tant une fonction de z et X fonetion de la variable indfpendante  x.  
Le point de d6part du M6moire de KU~I~tEn eonsti tue un problbme con- 

cernant  deux 6quations difffrent iel les  du second ordre 

d2Y ~x (2) d~c. ~ --F-p • ~ q ,  y - -  O, 

d% dv -+- Q. v - -  0, 
(3) dz-- ~ + P .  

dans lesquelles, naturel lement,  les coefficients p, q et P, Q sont fonctions 
de x et z. 

Le probl~me en question est le suivant. Soit v(z) une int~grale de l'~qua- 
tion (3). I1 s 'agi t  de t rouver  des fonctions w(x), z(x) de mani~re que, la 
fonction, y, compos~e suivant la formule 

(4) y(x) ---- w(w). v[z(x)], 

soit une int6grale de l '~quation (2). E n d '  autres termes, il s 'agit  de transformer,  
les unes aux autres, de la fa¢on indiqu6e par  la formule (4), les int~grales 
des deux ~quations diff~rentielles (2) et (3). 
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Le r(isultat principal de K U ~ E R  consiste en 
fonctions w, z ~tant suppos~e, la reaction z v~rifie l '~quation du 
ordce (1) aux coefficients Z, X suivants 

Z----- 2 d P  P~ - -  4Q, X - - 2  dP  + ~ + p-' - -  4 q ;  

en mSme temps, la reaction w, appel6e multiplicateur, 
par la formule 

ceci que, l ' ex is tence  des 
troisi~me 

se trouve exprim6e 

--  fpd.r dx ,  
• e . • - -  

d z  ' 

%(x.) et ,0(z~, ~,(z) ~tant des couples c ~ta, ut une constante. De plus, ~{~c), 
d ' int5grales l inSairement ind~pendantes des ~quations (2) et (3), la fonction 
z(~) remplit  ident iquement  une relation bilin~aire "~ coefficients constants 

(5) A~(x)+(z) + B~(x)~p ,(z) + C%(x)+(z) + D% (x~)~p ~(z) --- O. 

Si l 'on connait  les fonetions % ~,; ~, ,.~, alors la relation (5), form~e avec 
d 'arbi t ra i res  constantes A, B, C, D, r~alise, d 'apr~s KU~M]~R, l ' intdgrale 
complSte de l '~quation du troisi~me ordre (1). 

La th~orie de KUMMER a tr0uv~ d 'extensions,  au cours du XIX e si~cle, 
surtout duns le domaine des ~quations diff~rentielles lin~aires ordinaires 
d 'ordres  sup~frieurs ('). Cependant, les raisonnements originaux de KUM~[ER 
n ' on t  pas ~t~ approfondis jusqu ' i e i  , d 'apr~s ma counaissanee, de mani~re 
'~ former ane  th~orie satisfaisante du point de rue  de theor ies  modernes;  
c 'es t  1'~, probablement,  la raison que, la th~orie d e s t r a n s f o r m a t i o n s  des 
in t~grales eoncernant  les ~quations di[f~rentielles lin(iaires ordinaires du 
second ordre ne se trouve pus contenue dans les livres r~cents s 'oecupant  
de ces ~quations. Pourtant ,  la nature  de nombreux probli~mes classiques et 
modernes dent on s 'occupe dans la th~orie des ~quations diff~rentielles 
lin~aires ordinaires du second ordre, p. ex. les questions autour  de la th~orie 
classique de FLOQUE% les crit~res coaeernant  te caract6re oscillatoire des 
solutions, l ' a l lure  asymptotique des int~grales, probl~,mes aux limites, etc., 
taisse t)r~voir que, la m~thode de t ransformer ]es integrales d ' une  (iquation 
donn~e aux cas beaucoup plus simples, m~me aux int~igrates des ~quations 
telles que y " :  0 ou bien y " : - - k " y ,  peut fournir  de grands avantages. Les 
raisonnements  de KU~IER se trouvent  bas~s sur les seals precedes de diffe- 
rentiation et sur certaiaes op6rations alg~briques tandis que les questions 
plus profondes d' int~gration, surtout  les th~or~mes precis concernant  l' exi- 
stence et l 'uniei t~ des int~grales de l '(fquation du troisi~me ordre (1), y sent 

(i) L SC~ILESZNGm¢, H a n d b u c h  der  T h e o r i e  der  l i n e a r e n  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n ,  Leipzig 
(1897), T I I ,  1; p. 185. 
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enti6rement n4glig6es. Voil~t les probl6mes de d6part dent doit s 'oeeuper route 
revision moderne de la th4orie de KUI~MER pourqu'  on en puisse esp6re.r un 
progr6s essentiel de la th6orie des 6quations diff6rentielles lineaires du second 
ordre et celles d' ordres sup4rieurs. 

Nous allons donner, duns ce M6moire, les fondements de la th4orie en 
question. I1 s'agit, bien entendu, de mati6res coneernant le domaine r~el et 
de earaet6re global. La th4orie pr6sent6e g6n6ralise, en grands traits, la 
par tie analytique de ma th4orie des dispersions qui s 'occupe des transfor- 
mations des int~grales d 'une  6quation diff6rentielle lin4aire ordinaire du 
second ordre aux int6grales de la m~me 6quation diff6rentielle, sous condi- 
tions particuli~res (2). 

2. Description de la si tuation de d6part. 
Nous partons des deux ~quations diff4rentielles lin4aires du second ordre 

du type de JACOBI 

(a) y" ---- q(t)y; Y" "- Q(T)Y, (A~ 

les fonctions q, Q 6rant suppos6es continues duns les intervalles ouverts j ,  J .  
A c5t4 de ces 6quations nous consid6rons les deux 6quations diff~ren- 

tielles non-lin6aires du troisi~me oxdre 

q- QIX)X ''~-- qit); V ~  q(m)g' - -  Q(T). (B) 

duns lesquelles les X, x d6signent les fonctions inconnues. 
Nous attrons aussi g consid6rer les cas particuliers de ces ~iquations 

v I x ' l  + (a) 

En d4signant par iX, t}, ix ,  T} les d6riv4es schwarziennes des 

3 
a 

4 T) ' 

tions X ,  x ,  

1 X'"(t) 3 X"2(t) 1 x(T) 
i x ,  x'(t) 4" ' { x ,  

les 6quations (b), (B) et (b), (B) peuvent s '4crire 

(b) - -  { X ,  t } + Q(X)X" : q(t); 

- -  { X, t} + q(X)X''2 = q(t); 

fo rIO - 

- -  { a~, T }  + q(x)~" ~ Q(T); (B) 

- -  { x,  T t + Q(a~)~ ~ - -  Q ( T ) .  (B) 

('2) O. BORUVKA~ SU~" leS intdgrales osciUatoires des dquations diffdrentielles lindaires 
du second ordre, Czech. Math.  Journ. ,  8 (78), 1953, p. 199-255. (En russe,  l~4sum4 franqais).  
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Ler  ~quations (b), (B) sont ~videmment de la forme consid~r~e par  
KUZ,~I~ER dans son M~moire mentionn~ dans Ie n ° 1. 

3. La transformation birationnelle ~7. 
Nous eommen¢ons par  eonsid~rer la t ransformation ponetuel le  birat, ion- 

helle, ~,  operant dans l ' espaee  "~ trois dimensions, qui fair assoeier Fun  'h 
F autre, deux points arbitraires X'  (=]=0), X", X"' et m (=l=0), x,, x, d' aprils 
les formules 

1 1 
X '  - -  x ~ ,  

• " Z l? 
(~) X "  = - -  - -  ~ - -  

~ , X , . ~  , 

X " ' =  3'~ x "'" x ~ 3  
XflO. XI?I 

X f 5  X t 4  * 

Dans eette transformation, ~ ,  la fonction K ( X )  d6finie par  la formule 

X / t~  

K ( X )  -= X~-  , 

rdsulte invariante: 

(t;) X tr~ ~ 

X ,  ~ - -  ~ .  

La fonetion sehwarzienne 

1 X'" 3 X "~ 
S(X) = ~ X '  4 X ' ' '  

h son tour, se transforme suivant la formule 

S(X)  8(x,) _ O. 
(7) X '  + ~ - -  - -  

On arrive '~ la notion de la t ransformation ~ en consid6rant les rela. 
tions existant  entre les valeurs de deux fonetions d' un argument, mutuel.  
lement inverses, et eelles de . l eu r s  d6riv6es. 

S0ient X(t), x ( T ) d e u x  fonctions inverses l' une "~ l 'autre ,  d~finies dans 
les intervalles t, I. On suppose, par  cons~quent, que les [onetions X, x sont 
proprement  monotones dans les intervalles i--~ x ( I ) ,  I - - X ( i ) .  

Nous appelons associds (par rapport  aux fonetions X. ~) deux nombres 
arbitraires,  tE i, TE  I ,  li6s par les formules T :  X(t), t ~ x(T); nous disons 
aussi que le hombre t (T) est assoei6 an hombre T (t). 
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Supposons que les fonctions X, m poss6dent parlour (darts les intervalles 
i, I) les d4riv6es du troisi6me ordre. Alors, en vertu de th6or6mes 416men- 
taires, les valenrs des d6riv6es X',  X ' ,  X "  de la fonction X et celles des 

• , ,  . .  

d4riv6es ~, x, x, de la fonetion x, prises en deux hombres t e l ,  T E l  
associ6s quelconques,  sont li6s par les relations 

X'm - -  1, 

X " x  + X " x  : 0; x X '  + ac'X" - -  0; 

+ 3 x " g  + ' '  = o, 

On en d6duit faoilement que, les valeurs des ddrivdes des fonctions X,  m, 
prises en deux non~bres assoeids arbilraires, se transforment, les unes aux  
autres, par  ta transformation ¢g. 

Ce r6snltat met en 6vidence la possibilit6 d'41argir la notion de la 
t ransformation ¢~ aux espaces poss4dant tin nombre arbitraire de dimensions. 

4. Remarques sur  la dt!rivt!e schwarzienne. 
Nous allons indiquer  rapidement  quelques propri6t4s de la d6riv4e 

schwarzienne dont nous aurons besoin dans ta suite. 
Consid6rons deux fonctions X(~), x(T) mutuel lement  inverses, d4finies 

dans les intervalles i, 1; nous supposons, que ees fonctions poss6dent 
parlour les d6riv6es du troisi6me ordre. 

a) On d~montre faci lement  qu 'on  a, en deux nombres quelconques, 
t E i, TE I, les formnles 

X, t 1 X ''~ 
X '  ~ 4 X '3 

x , T  1 x '  

1117 
LX-'l ' 

1 
. .  

En prenant,  en particulier,  deux nombres associ6s et en appliquant les 
formules (6), (7), valables pour les fonctions K, S, on volt qu 'on  a en deux 
nombres assoeieds quelconques, t E i, T E f ,  ia relation symdtrique 

 -2tx  

b) Soil Z(t) une fonction proprement  monotone, d4finie dans l ' inter-  
valle h. Nous supposons que les valeurs de la fonction Z appar t iennent  
l ' in terval le  i et que cette fonetion poss6de parlour la d4riv4e du troisi6me 
ordre. 

D6signons par X Z  la fonction eompos4e X[Z(t)], d6finie, manifestement,  
dans l ' in terva | le  h. 
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Dans ces supposi t ions la fonetion X Z  admet en ehaque hombre t E h 
ddrivde schwarzienne qui s' exprime par  la formule (~) 

(9) i XZ, t } = { X, Z(t) } Z'~(t) + { Z, t }. 

la 

5. Propridtds des intdgrales des dquations (b), (B). 
1. Soit X une intdgrale de l'dquation (b), ddfinie dans l'intervalle i C j. 

Alors la fonction inverse, x, ddfinie dans l'intervalle I =  X(i), satisfait 4 
l' dquation (B). 

En effet, soit T E I un  nombre  arbi~raire et t - - x ( T )  Ei  le hombre 
associ6. X 5tant une int~grale de F~quat ion (b), nous avons, au nombre t, 

<10) { X~,t } ÷ O(X)X' ----- q(2!. 

En vertu de (7) et de la premii~re formule (~), l '~quat ion en quest ion 
s' ~erit 

{ x,, T____~} -~- Q(T) 1 __ q(x)x. 

On en tire la formule  

- { x, T! + q(x.)x: = Q(T), 

conform~ment  ~ la proposition. 
2. Soient X,  x, deux intdgrales des dquations (bl, (B), mutuellement inver- 

ses, ddfinies dans les intervalles i C j ,  I C ,L Alors on a, en deux hombres 
associds quelconques, t E i, T E I, les relat ions 

1 { X , t }  1 Ix, T} 
(~l) Q ( x ) x ' - -  ~ .  x '  - q ( x ) ~ - - ~ "  ~c ' 

1[1  ]" 1 [11'" - -  q(x)x + (12) Q(X)X' ÷ 4 ~ ,  ~ 

En effet, on a d ' abord  une  relat ion telle que (10). On en tire la formule 

i {X,t}  I {X, t{  
Q ( X ) X ' - - ~ .  X '  - -q (x )x  + ~ .  X '  ' 

qui entratne,  d ' apr~s  (7), la relat ion (11). 
La formule (12) est valable en ver tu  des 6quations (11) et (8). 

3. Soient X ;  y; X;  y d'arbigraires intdgrales des dquations respe. 
ctivement (b); (B); (b); (B). Alors les fonctions composdes X X ;  y X ;  yy;  X y ;  
yX;  Xy, en rant qu'elles existent, vdrifient les dquations respectivement (b); 
(b); (B); (B); (b); (B). 

(3) ~ .  p. ex. A. R. FORSYTIt, Lehrbuch tier Differentialgleichu~gen~ 2. Aufl., Braunschweig  
(1912), p. 232. 
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Supposons, p. ex., que les vaieurs de Ia fonction X" appar t iennent  "~ 
l ' intel.valle de d6finition de la fonction X, de sorte que la fonction X X  
existe dans le m6me intervalle que X. 

Les fonetions X, X 6rant int6grales des 6quations (b), (b, nous avons, 
pour chaque valeur, t, situ6e dans l ' in terval le  de d6finition de la fonction X, 

- -  1 X ,  t ! + q(X)X'*  = q(t), 

- -  I x ,  2 !  + Q ( x x ) x ' - ( ~ )  = q ( ~ ) ,  

et en m8me temps, d 'apr6s (9), 

i x x ,  t ! = { x ,  X" ! ._t '~ + { ~ ,  e }. 

Ces formules entra tnent  les relations 

- -  t X ~  t } - -  [ - -  Q(XX)X '~ (X)  + q(X)]X"-' - -  { x ,  t } = - -  Q(XffY)(xffY) '~ . ,-  q(t). 

I1 en r6sulte 

- -  i X X ,  t t + ' Q ( X X ) ( X X )  '~ : q(t) ,  

de sorte que la fonction X_.Y v6rifie l '6quation (b). 
Les autres propositions du th4orbme en question se d~montrent d ' une  

mani~re analogue. 

6. Relation entre  ies intdgrales des ~quations (a), (A) ,  (b), (B) .  
Il y a, naturel lement ,  des relations existant entre les int4grales des 

6quations en question qui gravitent autour  de la relation telle que (4) 
laquelle se trouve au ddbut de la th4orie classique de KUMM~R. 

Dans la suite nous auroffs "~ eonsid6rer des int6grales des 6quations (a), 
(A); il s 'agit, bien entendu, des int6grales d6finies dans les intervalles j ,  J 
routes enti6res, s ' i l  n ' y  a pas d 'avis  eontraire.  

Soit X une int4grale de l '4quation (b), d6finie dans un intervalle i C j .  
D'apr6s 5,1, la fonetion inverse, x, d4finie darts l ' in terval le  I ' - - X ( J ) ,  
satisfait k l '6quation (B). 

Choisissons un hombre arbitraire t o E i e t  d~signons par Xo ,  X o' (=~=0), 
Xo" les valeurs des fonetions X,  X ' ,  X "  au hombre to; de m6me, posons 
To- -~X( t , )  ( =  Xc,)E I et d6signons par x0, ~o (:~=0), ~0 les valeurs des 

, .  ° , ,  

fonetions x, ~, ,~, au nombre T O . Les nombres X0', Xo" et 'x0, w0se ra t tachent  
mutuel lement  suivant les formules {~). 

Les relations existant entre  les int~grales des 6quations (a), (A), (b), (B) 
peuvent se d6erire par les th6or6mes suivants. 
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1. Soit U une intdgrale de l'dquation (A). Alors la fonetion 

(13) u(t)-- u[x!t)] 
Vlx'(t) l' 

ddfinie duns l' intervalle i, reprdsente l'intdgrcde de t' dquation (a), ddterminde 
par les conditions initiales cauehyennes 

(14) 

U(Xo) 
U(to) - -  vv~ol 
u'(to)  U ' ( X o )  . X o '  -- I U ( X o )  . X o "  

ViXo'I ~ vlxo'l Xo' 

En effet, la fonction u poss6de pour chaque t 6 i la d6riv4e premi6re et 
la seconde qui s ' expr iment  par les formules 

(15) 

U ' ( X  ) 
u'( t )  - -  - -  

Vlx'l 
_ _ .  X '  + U ( X )  

u"(t~ U'(X) X,o U(X) . { X,  t 
VIx'I VTx'I 

Les foncfions U et X 6taut int4grales des 6quadons (A) et (b), nous 
avons, pour chaqne t 6 i, les relations 

~ ~ Q ( x ) u ( x ) ,  

- .  { x ,  t ! = - -  Q ( x ) x ' " -  + q( t ) .  

II r6sulte de ces formules 

U(X) Q(X)X, 2 + U ( X ) [  Q(X)X" + q(t)], 

et par cons4quent 

u"(t) - -  q(t)u(t). 

La foncfion u r6sulte ainsi une int4grale de l'4qua, tion (a). En vertu des 
formules (13) et (15) cette int6grale v4rifie les conditions (14). 

2. L'intdgrale U considdrde au thdor~me prdcddent s' exprime, dans l' in. 
tervalle L au moyen de l'intdgrale u, suivant la formule inverse 

u[~(T)] 
(16) U<T>- VI~" ~-~(T) f 
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cette intdgrale U est celle ddterminde par les conditions initiales cauchyennes 

(17) 

U(~o) . 
U(To) = V l ~ , i '  

. °  

u'(Xo) x 1 u(~o) ~o O'(To) = ~ o . . 
Vl~ol 2 Vl-;. i ~, 

En effet, d' apr/~s le th4or~me pr6c4dent,  la fonction 

U(T) = u[x(T)] 
Vt- 71' 

d4finie dans l ' in terval le  f ,  repr4sente l ' in t4grale  de l ' .4quation (A). d4ter- 
min4e par  les condi t ions init iales cauchyenDes 

U(Xo) 
~(To) = Vt;oI' 

-,.,.,. u'(xo) 1 u(xo) x° 
U t z o ) - - : , /  . ~ o - - ~  _ _ - ' = - "  

V l ~ o t  V I ~ o l  ~o 

En tenant  eompte de ces ~quations et des formules (14) et {g), nous avons 

U(To) = u ( t ° i  = 1 r](Xo) _ U ( X o ) =  U(To), 
I vtx0'  

xo [ U ' ( X , , )  1 U(X.) X / '  t 1 1 x'~ U(XD 
V'(T,.)=Vl~o~eVlXo, r x,/  2 v l x / i X / ]  ~ V l & [  xo v l x / I  

= u'(Xo) -- ~ U(Xo) ~ + = u'(Xo) = U'(To), 

ou bien, en d{~finitive, 

if(To) = U(To), 

U'(To) - U'( To). 

I1 en r~sulte l ' ident i t~ T_7(T)----U(T) valable dans l ' in terval le  /-, c 'es t  ce 
qui  ach6ve la d~monstrat ion.  
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3. Les valeurs des i~tdgrales en question, U, u, et de leurs d&ivdes U', 
~(, prises en deux hombres associds quelconques, T E I, t ~ i, remplissent les 
dquations suivanles 

U(X) u(x) 

¢lx ' t  ¢l s 

- -  I U ( X )  . 1 X "  ' , - -  e u~x , ) .  1 x 

e ' U ' ( X ) V [ X ' I  4~-R-~I Y l X ' l  " x ' = u ' ( x ) V t ~ l  4"~/t~,1 ¥l-~x-/ x '  

o~. l' on a posd ~ --- sgn Xo' --- sgn x,,. 
On obt ient  ces 6quat ions  en se se rvan t  des fo rmules  (i3), (16) et de leurs  

d~riv~es et en t enan t  compte  des  fo rmules  (~). 

7. Thdor~me sur l 'existenee et l'unieit6 de~ intdgrales de l'6quation (b). 
Nons  al lons d~montrer  le th~or&ne fondamen ta l  su ivan t  : 
Soient to C j ;  Xo E J,  X~( (:4:0), Xo" des nombres arbitraires. Il existe 

prdcisdment une intdgrale X(t) de l'dquation (b), ddfinie dans un intervalle 
ouvert, i, qui satisfait aux conditions initiales cauchyennes 

X(to) = Xo, X'(to) = Xo', X"~t,~ = Xo". 

et qui est en ,m&ne temps la plus large en ce sens que, toute intdgrale de 
l'dquation (b) vdrifiant les m~mes conditions initiales, en fait partie. 

Soient U, V des intdgrales arbitraires de l'dquation (A), lindairement 
iJ~ddpendantes, ddfinies dans l'intervaUe J ;  soient u, v les intdgrales de 
l' dquation (a), ddfinies dans j e t  ddtermindes par les conditions initiales 

u ( to ) -  U ( X ~ .  u'(to) = U'(Xo) 1 U(X°) Xo" 
Vl xo'l' ViXo' l Xo' - ~. Vl xo--~-I ' ) t7  -' 

~18) 
V(Xo) . v'(to)= v,(xo) 1 V(Xo) Xo" 

V(to) = vtx ' Xo'- 

finalement, soient P, o les premieres amplitudes de ees couples d'intdgrales, 

P = V U  s +  V ~, ~ = V u  ~ + v ~. 

Alors l'intdgrale X(t) en question cogncide avec la plus large inldgrale 
Oenique) de l'dquation diffdrentielle du premier ordre, ?t variables sdpardes, 

P~(X) 
(c) X '  = s g n X o ' .  ~(t) ' 

qui prend au hombre t o la valeur X , .  
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D~MONS~RA~ZO~. - D6signons par W (w) la wronskienne du couple 
ordonn4 d ' int6grales  U, V (u, v); nous avons, par cons(iquent, 

W - - - U V - - U ' V ;  w - - u v ' - - u ' v .  

En ver tu  des formules (18) on a la relation 

(19) w - -  sgn Xo'. W. 

I1 en r4sulte que les int6grales u, v sent l in6airement ind6pendantes de 
sorte que, la fonction tg, d4finie dans l ' in terval le  j ,  est tonjours positive. 

Nous remarquons  que les formules (18) entra lnent  les relations 

P~(X.) 1 , Xo" 
(20) X.,' = sgn Xo'. ~ ; P(Xo)P'(Xo) - -  sgn X.'  . o(to)o'(t ,) ---=- ~ P (Xo) ~7,~ . 

L'6quat ion (c) poss~de pr6cis4ment une int4grale, X, d6finie duns un 
intervalle i C j ,  q u i  prend au hombre t,, la valeur X o e t  qui est la plus 
large en ce sens que, route int4grale de l '6quat ion (~), v6rifiante la m~me 
condition initiale, en fair partie. Au sujet de l ' intervalle i nous donnerons 
une explication plus d4taill4e au n ° 8. L'int4grale X appartient,  6videmment, 
i~ la classe C~. 

Nous allons donner la d6monstration du th4or6me ei-dessus on s 'assurant 
successivement des trois propositions suivantes:  

a) La fonction X satisfait, duns l ' in terval le  i, k F4quat ion (b); 
b) sent v6rifi6es les relations X'(0)--= Xo'; X"(to):-= Xo"; 
c) toute solution de t '6quat ion (b), X~ v6rifiant les conditions initiales 

X(to) = Xo ; X ' ( t )  --~ Xo' ; ~-¥"(to) -= X/ ' ,  fair partie de 1' int6grale X. 
Nous passons "~ la d6monstration de ees propositions. 

a) Nous avons, 6videmment, pour t E i, la formule 

p ( t )  _ - -  

On en d6duit faci lement 

~"( t )  - -  P ' '  ( X )  X "  

Vlz'i 

P(X ) 
V I x ' I  

P(X) i x ,  t ~. 
V l x ' l  

Les fonctions P, ~ satisfont, d 'apr6s  Ieur d6finition, aux 4quations 

P"(X)---  Q(X)P(X) + -  
W, 

P~(X) 

W ~ 
~ "(t) = q( t )o( t )  + ~(t---) " 
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On a donc,  d ' a p r 6 s  les fo rmules  pr6e6dentes  

~"(t) P"(X)  X ,  ~ P ( X I  IX ,  t } 

Vl x '  I VTR-q 

P(X)  Q(X)X,. 2 -~ W" 
vl x ' l  P~(x)Vl x ' i  

W * 
= g t ) .  [Q(X)X '~ - { x ,  t }] + 7~(t-~, 

X,~ 
P(X)  
vV-x, it x ,  ~ ~ 

et f ina lement ,  en remplaQant  ~"(t) pa r  sa va leur  indiqu~e e i -dessus ,  

~(t). [-- i X,  t I + Q(X)X"-' --  q(t)] = 0. 

Or, la fonct ion  ~ ~tant posi t ive,  cet te  fo rmule  mont re  b ieu  que  la fonc- 
tion X sat isfai t ,  darts l ' i n t e rva l l e  i, h l ' ~qua t ion  (b). 

b) On a, pour  t Ei ,  les fo rmules  

P~(X) 
X'(t) = sgn Xo' .  ~(t) ' 

P' (X)  
X"(t) = 2 ~ [P(X)P (X) - -  sgn X ( -  ~(t)~'(t)]. 

I1 en r6sul te ,  d' a prbs  (205 

X'(to) - -  Xo';  X"(to) = Xo". 

c) Soit  .X une  solu t ion  de l ' 4qua t ion  (b), d6finie  dans  un in terva l le  
C j ,  v4r i f iante  les condi t ions  ini t ia les  X(to) --- Xo, ~:'(t0) = Xn', X"(to) - -  Xo". 

D ' a p r 6 s  le th6or6me 6,1 l e s  fonct ions  

e l )  ;~(t) U(~)  v ( t ) - -  v ( 2 )  
Vl~' I VI2 '  ] 

dOfinies dans  l ' i n t e rva l l e  i, sa t i s font  a~ l ' ~qua t ion  (a) et v~rif ient  les m6mes  
condi t ions  ini t ia les  que  les int~grales  u, v :  

uct0) = u(t,,) ; 

v(t0) = v(C); 

~i'(to) - -  u'(to) ; 

v'(to) = v'(to). 

I1 en r4sul te  que,  dans  l ' in terval le  )~ la fonet ion  u (v) fair pa t t i e  de u (v) 

et pa r  consequen t  la fonct ion  ~ ~---V~d + v  ~ fair pa t t i e  de p. Les  fo rmules  (21) 
en t ra tnen t  q u ' o n  a, pour  tout  t E i, les 6quat ions  

_ , p 2 ( ~ )  sgn Xo ' .  . X'(t) - -  sgn Xo . ~ t ~  ,°~(t) 
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On voit que la fonction X repr4sente,  dans l ' in terval le  i, une int6grale 
de l'4qui~tion (e). Comme cette int4grale X prend au hombre t o la valeur  Xo, 
elle fait pa t t ie  de I' int6grale X. 

Le th4orbme se trouve ainsi d6montrG 

8. Les intervalles de d4finition de la plus large int4grale X et de son 
inverse, x.  

Reprenons les notations du n ° 7 et posons, pour  abr6ger, ¢ = sgnXo'. 
Nous 'a l lons  4tablir les propri6t6s des intervalles i, I ,  qui repr4sentent  

les domaines d 'ex is tence  de la plus large intdgrale de l '4quat ion (el, X, 
prenant  au hombre t o E j  la valeur  Xo 6 J ,  et de son inverse, x. 

D 'apr6s  le th~or6me du n ° 7 et les formules (18), (19), nous pouvons, 
sans restreindre la g6n4ralit6 de nos consid4rations, par t icular iser  les int6- 
grales U, V; u, v des 4quations (a), (A) de mani6re /~ satisfaire aux relations 

(22) U(Xo) - "  O, W - -  - -  1 ; u(t,) = O, w - -  - -  ¢. 

Cela 6taut, soient a :  Ct les premi6res phases des couples ordonn6s 
d ' in t4grales  u, v ;  U, V, s ~annulant en to, X 0. Nous rappelons que la fonc- 
tion a (~) est d6finie dans ] ' interva[le j ( J ) ;  elle est, dans cet intervalle la 
seu!e fonction continue qui  s 'annule en t o (Xo) et dont les valeurs  sont celles 
de convenables branches de la fonction arc tg(u(t) :  v(t)) (arc t g (U(T) :  V(T))). 

On se rend compte facilement que les fonctions ~a, C~ sont toujours  
croissantes. Ces fonctions prennent  les valeurs z% 2u, ... ( - -  ~:, - -  2u, ...) pr4ci- 
s6ment aux hombres successifs  conjugu~s avec to, X o et situ4s ~ droit ('h 
gauche) de to, X0, d6s qu ' i l  y a de tels nombres dans les intervalles j ,  J .  
La  fonction ~a (~) poss6de par tout  la d~riv6e ~c¢'(t) - -  1 : p'~(t) (~'(T) - -  1 : P"(T))  
de sorte qu ~on a, pour  t E d, T 6  J ,  

t T 

= T & a( )-- . 

to 

Nous d6signons par  k,  K les intervalles (ouverts) form6s par  les valeurs  
des fonctions a, ~ .  Leur  intersection k N K repr6seate,  manifestement,  un 
intervalle ouvert  contenant  le hombre 0. 

a) I1 est facile ~t montrer  que, l ' intervalle i ( I )  est l ' image de l 'intervalle 
k N K effectuge par  la fonction inverse ~ a (~),  to (Xo) grant en partieulier 
l ' image du nombre O. 

En effet, soient i, I les images de l ' in terval le  k C1 K effectu6es par  les 
inverses aux fonctions a, ~ .  Envisageons l '4quat ion  suivante 

(23) a(t) = ~t(T). 
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X ~tant l ' in t~grale  de l '6quation (c), d~finie dans l ' in terval le  i e t  pre- 
nant  au hombre to la valeur Xo, l '~quation (23) admet, pour tout t e l ,  la 
solution T ~- X(t). On en tire t Ei: X(t) E I e t  a fortiori i C i, I C ]. 

D'au t re  part, quelque soit rE i-, l '~quation (23)admet  pr6cis~ment une 
solution T E L  La fonctien correspondante,  T(t), d~finie dans i, satisfait, 
manifestement,  "h l'~iquation diff6rentielle (c) et v6rifie la condi t ion  initiale 
T(to) " - X 0 ;  par consequent  la fonction T fait pat t ie  de l ' in t6grale  X. I1 en 
r~sulte i C  i, I C l .  

On a done i - - i ~  I - - 1 -  conform~ment a la proposition. La remarque 
finale de la proposition est ~vidente. 

b) •ous allons montrer  que les intervalles i, I contiennent  le m~me 
hombre de valeurs conjugudes avec les vateurs to, Xo et qu ' i l s  s '~tendent,  
dans un certain sens, j u s q u ' a u x  extr~mit~s des intervaltes j ,  J .  

I1 s' agit, bien entendu, des valeurs de l ' in terval le  j (J),  qui sont conju. 
gules  avec la valeur  t o (Xo) par rapport  k l '6quation diff6rentielle (a) ((A)). 

Pour  pr@iser,  d~signons par n~ (N~)le nombre de valeurs de l ' in terval le  
j (J), qui sont conjugu~es avec la valeur t o (Xo) et se trouvent "~ droit de 
to (X(,); de m~me, d6signons par n~ (N~) le hombre de valeurs analogues fi, 
gauche de to (X0). Los nombres en question peuvent  ~tre, naturel lement,  les 
extremes 0, c~. Finalement,  posons v~ : Min (n~, N~), v., --- Min (n:, N2), 

Cela ~tant, nous allons ~tablir la proposition suivante:  

Dans le cas ~ - - 1 ,  les deux intervalles i, I contienneut prdeisdment v~ (v.2) 
valeurs cortjugudes avec to, Xo qui sont supdrieures (infdrieures) ~ to, Xo. Ces 
intervalles s'dtendent aux  extrdmilds des intervalles j ,  J darts le sens suivant : 
Ou bien l'extrdmitd droite Oauche) de l'intervalle ~ coi:ncide avec celle de 
l'intervalle j ,  ou bien l'e~ctrdmitd droite (gauche) de l ~nter~alle I coi;ncide avec 
celle de l' intervalle J ;  ces dvenlualilds ne s' excluent pas muluellement. 

Darts tes cas ~ - - -  1, les deux inlervalles i, I conliennent prdcisdment 
~ (~.~) vale'urs conjugudes avec to, X~, qui sont i~fdrieures (supdrieures) a to 
et supdrieures (infdrieures) ~t Xo. Ces intervalles s'dtendent aux exlrdmitds 
des intervalles j ,  J dans le sens suivant : Ou bien l' extrdmild gauche (droile) 
de l 'intervalle i co~:ncide avec celle de t 'intervalle j ,  ou bien l'extrdmitd droite 
(gauche) de l'intervalle I coinc:tde avec celle de l'intervalle J ;  ees dventualitds 
ne s' excluent pas mutuellement. 

Nous nous bornons "~ ~tablir la proposition pour ~-----1 et "~ droit des 
hombres to, Xo car  les autres situations sont analogues. 

Nous allons dist inguer deux cas suivants que co;'neident les extr~mit~s 
droites des intervalles k ~ K,  k ou bien celles des intervalles k ~ K. K .  
I1 est clair que cos eventualit~s ne s ' exc tuent  pas mutuellement.  

Dans le premier  ~second) cas co]'ncident les extr(~mitds droites des iutervalles 
i, :] (I, J) .  On en tire successivement les conclusions suivantes:  L' intervalle 
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i ( I ) c o n t i e n t  pr4cis6ment n~ (hr,) valeurs conjugu6es avec t,)(Xo) sup4rieures 
• h t,, (X,)); l ' in terval le  k ('1 K contient pr6eis6ment n~ (2¢~) multiples naturels  
de 7:; l ' in terval le  I (i) contient  pr6cis6ment n~ (N~) valeurs conjugu6es a~vee 
X 0 (to) sup6rienres "~ X~ (to). D 'au t re  part  on a la relation ! C J  i C j )  qui 
entraine n~ ~ hrt (2V, ~ n,), de sorte qu'on a, n~ == v~ (hr ~.  v~). La proposition 
• ~ d6montrer  est 6~ablie. 

9. Expressions explieites pour la plus large intdgrale X et son inverse, x. 
Les eonsid6rations pr~c~dentes permet tent  d ~(itablir, imm~diatement,  des 

expressions explicites pour la plus large int~grale X et son inverse, w. 
Nous continuous "~ utiiiser les notations pr~c~dentes et nous d~signons 

par :¢-~, ~ -~  les fonetions inverses ~t a, ~,. 
Nous avons vu que, l '~quation (23) admet, pour tout t E i, la solution 

T - - X ( t ) ;  par consequent  eette ~quation admet aussi, pour tout T E I ,  la 
solution t - -  x( T). 

I1 en r~sul~e que, la plus large intdgrale de l'd(Iuation (b), X,  sat is fa isant  
aux  conditions initiales X(t(,) ~ Xo, X'(to) - -  Xo' (:$: 0), X"(to) ~ Xo", et son 
inverse, x, s' ewpriment par  les formules 

X(t) = 6t-'[c,(t)], = 

qui sont valables duns les intervalles i, I. iNous rappelons que, les ~, C~, 
ddsignent les premieres phases, s ' a n n u l a n t  en t,,, Xo, des couples ordonnds 
d' intdgrales lindairement inddpendantes u, v;  U, V des dquations (a), (A), ces 
intdgrales dtant soumises ~ remplir les conditions initiales (18), (22). 

10. Transformat ion  mutuel le  de de'ux intdgrales donndes des dquations 
(A). 
II se pose, naturel lement ,  la question si l 'on  peut t ransformer de la 

mani~re indiqu~e, l ' une  ~t l '~utre,  deux int~grales arbi t ra i rement  donn~es, 
u, U, des ~quations (a), (A), en choisissant eonvenablement  une int~grale 
X(t) de l '~quation (b). La rSponse "~ eerie question rdsulte affirmative ~t moins 
qu'on change, au besoin, le signe d ' une  des int~grales u, U. On peut m~me 
prescrire~ largement  ~ volont~, les valeurs initiales toE j ,  (X , - - )X( t~ , )EJ .  
Cependant, les donn~es en question ne peuvent pus ~tre absolument arbi- 
traires ear, d 'aprbs [es formules de transformation elles mSmes 

u(t)  = .  u [ x ( t ) ]  V ( T )  - -  __u[x_( T)] 
Vl X'(t) I' Vl £ (r )  i 

les valeurs des int6grales u, U, en deux nombres associ6s quelconques, sont 
de mfime signe ou bien s ' annulen t  simultan6ment.  
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a) 

b) 

D~:MO~STRATIO~.- Toute int~grale de l '~quat ion (b/, 
remplit  dans son intervalle de d~finition, i, |es relations 

Nous allons pr6ciser la si tuation par le th6orbme suivani :  
Soient donndes d'arbitraires intdgrales u, U des dquations (a), (A) el, en 

outre, deuzc nombres quelconques, t,, E j ,  X .  E J ,  soumis dr, la seule condition de 
vdrifier les relations a) ou bien b), ~t savoir 

a) u(t,~) =4= 0 :~ U(Xo) b) u(to) = 0 - -  U(Xo). 

II existe touiours de p lus  larqes intdgrales de l' 5quation (b), X,  qui preu. 
nent en to la wdeur  X,, et lransforment,  dans leurs i-ntervalles de ddfinition, 
les intdgrales u, U d' apr~s la formule 

u[x(t)] 
u( t) - -  

v t x'(t) 1 
Darts le cas a) il  y a prdeisdment une intdgrale X qui est croissante el 

une qui est ddcroissante ; dans le eas b) il y e n  a une infinitd ddpendant d 'un 
param~tre qui sont eroissantes et autant  de ddc'roissantes. 

On a ddsignd par  ~, dans  les deux eas, la quantitd + 1, d'apr~s les 
formules 

- -  sgn U(to)U(Xo) ; 

sgn u'(to)U'(Xo) pour  les intdgrales X croissantes, 

= i - - s g n  u'(to)U'(X o) pour lea intdgrales X ddcroissantes. 

(24) 

X, s ' i l  en exis~e, 

u[x(tl] 
u(t) = ,~ Vl-2;~1'  

[ U'[X(t) t u[x(t)] x"(t)] 
x'(t) 2 Vix'(t) l x'(t)]" 

On en voit facilement qae les fonctions X, X', X"  prennent  en to, dans 
les deux cas a), b), les valeurs 

(25) 
U~( X°) ~ )  [ U ( Xo) U'~ Xo) - -  ~U( to)u' ( t,) ], a) X( to)=Xo; X'( to)=a  u.~(t,~-~: X"(to)=2 u (to) " 

u'~(to) 
b) X(to)= x0; X'(t0)=~ Ui~(X~), 

~tant + 1: dans le eas b) lu valeur X"(t o) n 'es t  pas d6termin6e par les 
relations (24). 

Si ~ - - +  1 ( w  1) l ' int6grale correspondante,  X, est n~c~ssairement crois- 
sante (d6croissantet car la fonction X' est de m~me signe dans toute Finter-  
valle i. 
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En se rappelant  de l 'uniei t~ qui subsiste, d 'aprbs le th6orbme d u n  ° 7, 
pour les plus larges int6grales de l '~quation (b), on voit, par consequent, que le 
hombre de plus larges int6grales X, satisfaisantes aux conditions du th6orbme 
ne surpasse pas le hombre indiqu~ duns ce ih6or~me. 

Cela ~tant, soit maintenant  X la plus 'large int(~grale de l '6quat ion (b) 
d6termin6e par  les conditions initiales (25) a) ou b); duns le cas b) on prend 
pour X"(to) un nombre arbitraire.  D'apr/~s le n ° 7, l ' int6grale X en question 
se trouve complbtement d~termin~e. Nous d~isignons par i (C j )  son inter- 
valle de d6finition. 

D'aprbs le th6orbme 6,1, la fonction 

u(t) = u [ x ( t ) ]  
v[ x'(t) l ' 

d~finie duns l ' in terval le  i, repr~sente l ' int~grale de l '~quation (a) d~termin~e 
par les conditions initiales cauchyennes  

U(to ) - -  U(Xo) 

u'(to) u'iXo) z'(to) 1 u(x.) x"(to) 
Y] x'(to)] 2 Vlx'(to)] x'(to) " 

Or, en subst i tuant  dans ces formules les va leurs  X'(to), X"(to) correspon. 
dantes (25), on obtient, duns les deux cas a), b), 

U(to)--~ .u(t0), u'(to) = ~  . u ' ( t o ) .  

Pax eons6quent on a toujours, pour t E i, la relation 

u ( t )  - -  ~q • u(t), 

e 'es t  ce qui achbve la d6monstration. 
I1 parait  utile de souligner que la possibilitfi de transformer,  de la fa9on 

consid6r6e, deux int6grales donn6es u, U, par les int~grales X de l '6qua- 
tion (b), n e  coneerue pus les int6grales u, U routes entibres, mais seulement  
leurs pii~ces, dont les intervalles de d6finition possbdent le m~me hombre 
de  valeurs conjugufies avec to, Xo, conform~ment avee le th6orfime d u n  ° 8 b). 
A ins i  p. ex., route intdgrale d 'une dquation diffdrentielle lindaire du second 
ordre, possddant vers les deux extrdmitds de son intervaUe de ddfinition une 
infinitd de racines, peut ~tre transformde d'une infinitd de mani~res eonsiddrdes 
ddpendant d 'un  param~tre (Xo) ~ la function sinus ou bien cosinus duns 
l' intervalle ( ~  cx~, + co). 
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l l .  Transformat ion des d6riv6es du premier ordre des int6grales des 
~ q u a t i o n s  (a) ,  (A) .  

On peut appliquer la th~orie pr~e~dente ~ transformer les d~riv~es (du 
premier ordre) des integrates d ' une  ~quation (a), (A) aux int~grales ou bien 
aux d6riv~es des int~grales de l ' au t re  equation. 

Supposons que les fonctions q, Q soient toujours diff~rentes de z~ro et 
possi~dent partout |es d6riv~es continues du second ordre. 

Posons, pour t C j ,  T E J ,  

[ 1 ]" " . . . . .  !_ ...... ]" 
q,( t ) --q( t ,  + V~q(t)l [ ~ ]  , Q,(T) = Q ( T ) ÷  V/-0(T~ [ V 

et envisageons les 6quations diff~rentielles 

(a,) y" = q,(t)y, Y"  : Qg T) Y, (A,) 

deffinies, manifestement, dans tes intervalles j~ J .  
On se rend compte facilement que, pour toutes int~grales u[t), U(T) des 

¢~quations (a), (A), les fonctions 

u'(t) U'(T) 

sont des int~grales des dquations (a,), (A~). 
Par  consequent, la th(iorie pr~c~dente, appliqu~e aux ~quations (a~, (A) 

et (a~), (A~) repr~sente une th6orie de transformations des int~grales et des 
dPriv~es des int~grales de I' ~quation (A) aux d6riv6es d e s  int~grales de 
| 'dquat ion (a). Les formules de transformation sout de la forme 

U[i,(t)] u'(t) = /i [q(t) t U'[X~(t)] 
= Vl q(t) l Vl I, vl t' 

X~(t) et X~(t) ¢!tant solutions des ~quations du troisi~me ordre 

- - i X , ,  t! + Q(X,)X'~"-q,(t), - - i X ~ ,  t }+Q,(X~)X '~=q, ( t ) .  

Ainsi p. ex., les formnles exprimant les d6riv~es des dispersions centra. 
les des diff(~rentes espbces ('), apparaissent, en relation avec la th4orie pr~- 
c~dente; comme formules de transformation des int~grales et des d~riv~es 
des int~grales d' une ~quation diff~rentielle lin~aire du second ordre en elles 
m~mes. 

{4) O. BORUVKA~ |OC. cir., p. 210-211. 


