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Kapitola 1

LINEARNI ZOBRAZENI NA
VEKTOROVYCH PROSTORECH

V této kapitole si prfipomeneme pojem linedrniho zobrazeni mezi vektorovymi
prostory v rozsahu skript [Ho07] nebo u¢ebniho textu [HoJa20|. Zvlastni pozor-
nost budeme vénovat invariantnim podprostorim a tém pojmim, které budeme
pozdéji potfebovat pii zobrazeni bodovych prostori.

1.1 Linearni zobrazeni vektorovych prostort

V této casti predpokladame vSechny vektorové prostory nad télesem T. Pokud
budeme potiebovat zduraznit dimenzi vektorového prostoru, oznac¢ime ji jako
jeho index, t.j. V,, oznacuje n-rozmérny vektorovy prostor.

Definice 1.1.1. Budte V a W vektorové prostory nad T. Zobrazeni ¢ : V. — W
nazveme linedrnim zobrazenim vektorového prostoru V' do vektorového prostoru
W (nebo homomorfismem vektorovgch prostori) pravé tehdy, kdyz pro libovolné
u,v € V a libovolné A € T plati

1) p(u + v) = ¢(u) + o(v),
2) 90()\"/11) = Aw@(u)-

Je-li ¢ bijekce, nazyva se izomorfismus vektorovych prostori V-a W.

Poznamka 1.1.1. 1. Uvédomme si, Ze operace + a - na levé strané rovnosti 1)
a 2) jsou na prostoru V a stejné operace na pravych stranach patii k prostoru
W. Pokud nemiize dojit k zaméné, nebudeme vyznacovat, ke kterému prostoru
operace patii a operaci nasobeni - nebudeme znacit vibec.

2. ¢ zachovava obé operace + a -. Proto se se nékdy nazyva homomorfismem
vektorovych prostorii.
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3. Plati ¢(oy) = ow. Opravdu, z ¢(—u) = —p(u), dostaneme p(oy) =
plu—u) = p(u) +p(—u) = p(u) - p(u) = ow.
4. Podminky 1) a 2) v Definici 1.1.1 jsou ekvivalentni s rovnosti

k k

e Nivi) =Y Npvi), k>2, (1.1.1)

i=1 =1

kde v; € V a A\; € T. Muzeme tedy v Definici 1.1.1 nahradit podminky 1) a 2)
jedinou podminkou (1.1.1).

5. Je-li ¢ : V — W linearni zobrazeni a U C V vektorovy podprostor, potom
zazeni p|U : U — W je linearni zobrazeni. &

Poznamka 1.1.2. Uvédomme si, Ze téleso T je samo vektorovym prostorem nad
T. Potom linearni zobrazeni ¢ : V' — T se nazyva linedrni forma na V. &

Véta 1.1.1. Budte V, W a U t7i vektorové prostory a ¢ : V. —W atp: W — U
linedrni zobrazeni. Potom o @ :V — U je linedrni zobrazeni.

Diikaz. Dukaz je ziejmy. ]

Pripomenme, [Ho07, HoJa20], ze tplny obraz (V) = Im(p) = {w € W|3Iv €
V i p(v) = w} je vektorovy podprostor v W a podobné jadro Ker(yp) = {v €
V]p(v) = ow} je vektorovy podprostor ve V. Pfitom

dim(Im(¢)) + dim(Ker(y)) = dim(V).

Definice 1.1.2. Hodnosti linedrniho zobrazen? rozumime dimenzi vektorového
podprostoru Im(y). Znacime ji h(p).

Poznamka 1.1.3. Je-li linearni zobrazeni ¢ injektivni, je h(p) = dim(V) =
dim(Im(y)) a je-li surjektivni je h(p) = dim(W) = dim(Im(yp)). Je-li ¢ izomor-
fismus je dim(V') = h(yp) = dim(W). &

Jsou-li ¢, 1 : V' — W dvé linearni zobrazeni a A € T, miizeme definovat soucet
¢ + 1 a nasobek A ¢ predpisem

(e+)v) =0(v)+o(v),  Ap)v)=Are(v). (1.1.2)

Mnozinu v8ech linearnich zobrazeni z V' do W oznacujeme Hom(V, W) a vzhledem
k operacim s¢itani a nasobeni prvky z T, definované v (1.1.2), jde o vektorovy
prostor nad T dimenze dim(V') - dim(W). Nulovym prvkem v tomto prostoru je
nulové zobrazeni, p(v) = ow, Vv € V| a opaénym prvkem k prvku ¢ je (—1) ¢.

Véta 1.1.2. Linedrni zobrazeni ¢ : 'V, — W je uréeno, zndme-li obrazy ¢(v;)
vektori V = (vy,...,v,), které tvoii bazi V.
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Diikaz. Necht V = (vy,...,v,) je libovolna baze V,,. Potom kazdy vektor x € V/
mizeme psat jako x = Y ' | x; v;. Potom z Poznamky 1.1.1 4) dostaneme

p(x) = Z i (Vi)

a tento vektor je jednozna¢né uréen, zname-li obrazy ¢(v;). O

Véta 1.1.3. Necht' V = (vyq,...,V,) je bize vektorového prostoru V, a W =

(W1,...,Wp) je baze vektorového prostoru W,.
1) Necht ¢ : V,, — W, je linedrni zobrazeni. Potom existuje jednoznacné
uréend matice A, = (aj;) typu m/n nad T takovd, Ze vektor x = (x1;...;2,) € V,

se zobrazi na vektor

n n

y = p(x) :(Zauxi;...;Zamixi) e W,,.

i=1 =1

2) Necht A = (aj;) je matice typu m/n nad T. Potom zobrazeni ¢a, které
vektor x = (x1;...;x,) € V, zobrazi na vektor

y =pa(x) = (Zalixi;...;Zamixi) e W,,,
i=1 i=1

je linedrnd.

Diikaz. 1) Vyjadieme nejdiive vektor y = p(x) € W,, jako linearni kombinaci
vektora baze W = (wq,...,wy,), t.j.

y:Zijj. (1.1.3)
j=1

Na druhou stranu je, podle Véty 1.1.2, vektor y = ¢(x) dan jako linearni kom-
binace y = > », x; p(v;). Kazdy vektor p(v;) € W, ale mizeme vyjadrit jako
kombinaci ¢(v;) = >_" | a;;i w;. Dosazenim tak dostaneme

j=1
y:Z%ZaﬁWj (1.1.4)
=1 j=1

a porovnanim (1.1.3) s (1.1.4) tak dostaneme

n

yi=> ajxi, j=1...,m. (1.1.5)
i=1
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2) Na druhou stranu predpokladejme, Ze je dana matice A = (aj;) typu m/n

nad T. Snadno se vidi, Ze zobrazeni, které zobrazi vektor x = (z1;...;2,) € V,
na vektor
n n
y=0 auwi.. ;) amizi) € Wiy,
i=1 j=1
je linearni zobrazeni w4 : V,, — W,,. O]

Rovnici (1.1.5) budeme ¢astéji psat maticové

Y1 air - Qip 1
=1 : N (1.1.6)
nebo symbolicky
(y) = A, (x), (1.1.7)
Ty
kde (x) = | : | oznacuje sloupcovou matici soufadnic vektoru x vzhledem k bazi
Tn
Y1
VveV,a(y)=| : | oznacuje sloupcovou matici soufadnic vektoru y = ¢(x)
Ym

vzhledem k bézi W v W,,,.

Definice 1.1.3. Rovnice (1.1.5) — (1.1.7) nazyvame souradnicovym vyjddienim
(rovnicemi) linedrniho zobrazeni ¢ vzhledem k bazim V ve V,, a W v W,,.
Matici A, = (a;;) nazyvame matici linedrniho zobrazeni ¢ (vzhledem k bazim

VveV,aWvW,).

Poznamka 1.1.4. Pii pevné zvolenych bazich V ve V,, a W v W,,, je vztah mezi
linearnimi zobrazenimi ¢ : V,, = W,,, a maticemi A, typu m/n nad T vzajemné
jednoznacny, coz plyne z Véty 1.1.3. Tedy zobrazeni F : Hom(V, W) — Mat,,,,(T)
definované : F(p) = A, je bijekce. Dale plati

Apryp = Ay + Ay, resp. Ay, =AA,. &

Dusledek 1.1.1. 1. (Hom(V, W), +) a (Mat,, +) jsou izomorfni grupy.
2. Hom(V, W) a Mat,,, jsou izomorfni vektorové prostory.

Poznamka 1.1.5. 7 dikazu Véty 1.1.3 vyplyva, jaky je geometricky vyznam
matice linearniho zobrazeni . Ve sloupcich matice A, jsou sourfadnice obrazi
©(v;) vektori v; baze V, v daném poradi, vyjadiené vzhledem k bazi W. O



1.1. Linearni zobrazeni vektorovych prostorii 5

Poznamka 1.1.6. Je-li o : V — W izomorfismus, je také inverzni zobrazeni o' :
W — V izomorfismus a A, je regularni ¢tvercova matice fadu dim(V') = dim(W).
Proto se nékdy ik, ze linearni izomorfismus je requldrni zobrazeni. Navic plati

Apr = A o

Poznamka 1.1.7. Bazi V vektorového prostoru V,, mizeme chapat jako linearni
izomorfismus V : V,, — T" (zde T" chapeme jako n-dimenzionalni vektorovy
prostor nad T), ktery je dan tak, Ze obrazem vektoru v; baze V je uspofadana
n-tice (0,...,1,...0), ve které je 1 na i-tém misté. Potom souradnicové vyjadieni
linearntho zobrazeni ¢ je linearni zobrazeni f : T" — T™ takové, ze komutuje
diagram

-1
V., 14 T
@ f &
w
W, T

Véta 1.1.4. Necht ¢ : V,, — W, je linedrni zobrazeni, potom existuji baze V ve
Vi, a baze W v W, takové, Ze ¢ md souradnicové vyjadrent

Y = Zq, Z:L,h(@),

Diikaz. Staci zvolit libovolnou béazi V = (vy,...,v,) ve V takovou, aby Im(y) =
L(p(vi), ..., 0(Vh))), abazi W = (wq, ..., Wy,) v W, takovou, Ze prvnich h(yp
vektora w; = ¢(v;). O]

Poznamka 1.1.8. M¢jme linearni zobrazeni ¢ : V,, — W,, a ¢ : W,, — Ui a
béze V ve V,,, W v W,, ald v Uy. Potom

Aoy = Ay A, . O

Véta 1.1.5. Necht jsou ddny dvé bize V a V' ve V,, a dvé baze W a W v W,,.
Necht A, je matice linedrniho zobrazeni ¢ : V,, — W, vzhledem k bdazim V a W
a B, je matice téhoZ zobrazeni vzhledem k bdzim V' a W'. Potom

B,=K'A,L, (1.1.8)

kde K je matice prechodu od baze W k bazi W' ve W,, a L je matice piechodu od
baze V k bazi V' ve V,,.
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Diikaz. Pro x € V,, ozna¢me (x) sloupcovou matici soufadnic vzhledem k bazi V
a (x') sloupcovou matici soufadnic vzhledem k béazi V'. Potom piechod od baze V
k bazi V' ve V,, je dan matici L, t.j. (x) = L (x’). Podobné, necht (y) je sloupcova
matice soufadnic vektoru y € W, vzhledem k bazi W a (y’) sloupcova matice
souradnic vzhledem k bazi W'. Potom piechod od baze W k bazi W' v W,, je
dan matici K, t.j. (y) = K ().

Podle (1.1.7) je vzhledem k bazim V a W linearni zobrazeni ¢ dano rovnici
(y) = A, (x) a podobné, vzhledem k bazim V' a W', je ¢ déano rovnici (y’) =
B, (x'). Dosazenim transformacnich rovnic pfechodu od bazi ¥V a W k bazim V'
a W dostaneme

K(y')=A, LX),

t.j.
(y) =K 'A, L(x),

a porovnanim s rovnici ¢ v bazich V' a W dostaneme B, = K~ A, L. ]

Disledek 1.1.2. Jsou-li matice A, respektive B, dvé matice téhoz linearniho
zobrazeni o : V,, — W,, vyjadfené v ruznych bazich V, respektive V', ve V,, a W,
respektive W, ve W,,, potom existuje takova regularni matice K typu m/m a
regularni matice L typu n/n, ze B, = K~' A, L. Pfitom K je matice pfechodu
od baze W k bazi W' v W,, a L je matice piechodu od baze V k bazi V' ve V,,. ©

Disledek 1.1.3. Hodnost linearntho zobrazeni je rovna hodnosti jeho matice
vzhledem k libovolnym béazim. Opravdu, z Poznamky 1.1.5 vyplyva, ze h(p) je
rovna hodnosti matice A, vyjadrené v libovolnych bazich. Pti pfechodu k novym
bazim se hodnost neméni, protoze matice B, = K ' A, L ma stejnou hodnost
jako matice A,. o

1.2 Invariantni podprostory

V této ¢asti budeme studovat linearni zobrazeni vektorového prostoru V' na sebe.

Definice 1.2.1. Linearni zobrazeni ¢ : V' — V nazyvame linedrni transformace
(endomorfismus) vektorového prostoru V. Je-li navic ¢ izomorfismus, nazyva
se automorfismus vektorového prostoru V.

Poznamka 1.2.1. Automorfismus vektorového prostoru V,, je bijekei, jeho ma-
tice je ¢tvercova matice fadu n, t.j. regularni matice. Rikdme nékdy proto, ze
automorfismus na V,, je requldrni zobrazeni na V,,. &

Poznamka 1.2.2. Podle uvah v predchozi ¢asti 1.1 mtuzeme lineérni transformace
vektorového prostoru V' secitat, nésobit prvky z télesa T, ale také skladat, viz
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Véta 1.1.1. Opravdu, slozenim dvou linearnich transformaci na V' je opét linearni
transformace na V. Navic, mnozina vSech automorfismii vektorového prostoru V
je grupou vzhledem k operaci skladani zobrazeni. Tuto grupu budeme nazyvat
obecnd linedrni grupa vektorového prostoru V. &

Poznamka 1.2.3. Podle Véty 1.1.4 bylo mozné zvolit baze vektorovych prostort
tak, Ze matice linearniho zobrazeni ¢ méla koeficienty a; = 1,7 =0,...,h(p), a
zbyvajici koeficienty byly nulové. V ptipadé lineadrni transformace na vektorovém
prostoru V' vyjadiujeme vzory i obrazy vzhledem k jedné béazi V = (vy,...,v,)
vektorového prostoru V,,. Matice A, je potom ¢tvercova matice fadu n a obecné
nemuzeme volit bazi V tak, aby byla tvofena pouze jednickami (na diagonéle) a
nulami. V néasledujicich uvahach si ukdzeme, jak zvolit bazi vektorového prostoru
V tak, aby v ni méla dana linearni transformace co nejjednodussi rovnice. K tomu
budou slouzit invariantni podprostory vzhledem k lineédrni transformaci. &

Poznamka 1.2.4. Uvazujme nyni ve V dvé baze V a V'. Je-li A, matice li-
nearni transformace ¢ v bazi V a B, matice ¢ v bazi V', je podle Véty 1.1.5,
B, = S"1A,S, kde regulérni matice S je matice prechodu od baze V k bazi V'.
Znamena to, Ze matice A, a B, jsou si podobné. &

Definice 1.2.2. Necht ¢ je linearni transformace vektorového prostoru V. Vek-
torovy podprostor U C V' se nazyva invariantni podprostor vzhledem k linearni
transformaci ¢, je-li o(U) C U, t.j. pro libovolny vektor u € U je p(u) € U.

Poznamka 1.2.5. Definice invariantniho podprostoru zavisi v podstatné mire na
dané linearni transformaci. Jediné podprostory, které jsou invariantni vzhledem
ke v8em linearnim transformacim, jsou cely prostor V' a nulovy podprostor {o}.

&

Priklad 1.2.1. Necht V = T? a U = {(x1;0)|z; € T}. Potom U je invariantn{
vzhledem k linearni transformaci ¢((z1;22)) = (z1 + 22;0) ale neni invariantni
vzhledem k linearni transformaci ¢ ((x1;22)) = (z2; x1). Y%

Piiklad 1.2.2. Necht V' = Rs[z] a U = Ry[z]. Derivovani je linearni transformace
na Rs[z| a podprostor U je invariantni vzhledem k této linearni transformaci. ©

Véta 1.2.1. Nechl ¢ je linedrni transformace V. Pak Im(yp) a Ker(yp) jsou in-
variantni podprostory.

Diikaz. Mame
¢(Ker(p)) = {o} € Ker(p)

Im(p) CV = p(Im(p)) C p(V) = Im(p). 0
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Véta 1.2.2. Necht ¢ je linedrni transformace V a Uy, ..., Uy jsou invariantni
podprostory. Pak Uy N ---NUg a Uy + - - - 4+ Uy jsou invariantni podprostory.

Diikaz. a) Necht ue UyN---NU, tjueU,i=1,...,k Pak p(u) € U;, Vi, a
tedy <,0(11) eUin---NU.

b) Necht u € Uy +- -+ Uy, t.j. u =u; +- - -+uy, u; € U;. Protoze p(w;) € U,
Vi, mame p(u) = p(uy +---+u,) = () + -+ p(ug) €Uy + -+ - + Ug. O

Pfipomenme, Ze ¢tvercovou matici fadu (k +m), k,m > 1, nad T tvaru

a1; -+ Ak Ci1 cr Cim
V@ - Gk Ck1 cc Ckm

A= (12.1)
0o --- 0 bp1 -+ b

nazyvame polorozpadlou matici nebo matici v polorozpadlém tvaru, zatimco matici

ay - ay 0 - 0
e o a0 -0
A= 0 oo 0 by - by (1.2.2)
0 - 0 bp - bum

nazyvame rozpadlou matici nebo matici v rozpadlém tvaru. Rikdme také, Ze roz-
padla matice je v blokové diagondlnim tvaru. Submatice

a1 - Alg bii - bim
, Bt = : (1.2.3)

ag1 -+ Qgk bml e bmm

AT =

nazyvame bloky matice A a fikdme, Ze matice A se rozpada na dva (diagonalni)
bloky A" a BT.

Véta 1.2.3. Necht ¢ je linedrni transformace vektorového prostoru V a necht
dim(V) =n > 2.

1) Ve V ezistuje netrividlni podprostor dimenze k invariantni vzhledem k
transformaci ¢ prave tehdy, kdyZ existuje takovd bdze V prostoru V, Ze v ni md
© matici v polorozpadlém tvaru (1.2.1).

2)V je piimy soucet dvou netrividlnich podprostori dimenzi k a m, k+m = n,
wmvariantnich vzhledem k ¢ prdvé tehdy, kdyZ existuje takovd baze V prostoru V,
Ze v ni md ¢ maticit v rozpadlém tvaru s bloky Tadiu k a m.
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Diikaz. 1) Necht Uy, je k-dimenzionalni podprostor V,,, ktery je invariantni vzhle-
dem k linearni transformaci ¢. Zvolme bazi V = (vy,...,v,) prostoru V, tak, aby
Ur = L(v1, ..., V). Snadno se vidi, ze v takové béazi je matice A, v polorozpadlém
tvaru (1.2.1). Naopak, necht je matice A, v né&jaké bazi V = (v, ..., v,) prostoru
V,, v polorozpadlém tvaru (1.2.1). Protoze ve sloupcich matice A, jsou soufadnice
obrazi vektort p(v;), i =1,...,n, je (v;) € L(vy,...,vg), i =1,...,k, a tedy
podprostor Uy, = L(vy,...,Vvg) je invariantni vzhledem k ¢.

2) Necht V,, = Wy @ U,, a W, a U, jsou invariantni podprostory vzhle-
dem k ¢. Potom zvolime bazi V = (vy,...,v,) tak, ze Wy = L(vy,...,vg) a
Upn = L(Vit1, ..., V). Snadno se vidi, ze v takové bazi je matice A, v rozpad-
lém tvaru (1.2.2) s bloky fadi k a m. Naopak, necht je matice A, v néjaké bazi
V = (vy,...,V,) prostoru V,, v rozpadlém tvaru s bloky rada k a m. Protoze
ve sloupcich matice A, jsou soufadnice obrazui vektoria op(v;), i = 1,...,n, je
o(vi)in L(vy,...,vg), i =1,...,k,a o(v;) in L(Vit1,..., V), i =k+1,...,n,
tedy podprostory Wy = L(vy,...,vg) a U, = L(Vgy1,...,Vy,) jsou invariantni
vzhledem k ¢. [

Dusledek 1.2.1. Je-li V,, pfimy soucet n jednodimenzionalnich podprostori,
které jsou invariantni vzhledem k ¢, potom existuje takova baze V,,, ze vzhledem
k ni je matice A, diagonalni. o

Na zakladé Dusledku 1.2.1 hraji jednodimenzionalni vektorové podprostory,
které jsou invariantni vzhledem k linedrni transformaci ¢, vyznamnou roli. Bude-
me se tedy zabyvat takovymi podprostory L(u), u # o, ze ¢(L(u)) C L(u), musi
se tedy vektor u # o zobrazit do L(u), t.j. pro n&jaké A € T je ¢(u) = Au.

Definice 1.2.3. Charakteristicky (vlastni) vektor linearni transformace ¢ vek-
torového prostoru V' je takovy nenulovy vektor u, pro ktery plati

p(u) =Au, MeT. (1.2.4)

Cislo A nazyvame charakteristickym (vlastnim) cislem (hodnotou) linearni
transformace ¢ piislusnym vlastnimu vektoru u.

Charakteristickym (vlastnim) vektorem a charakteristickym (vlastnim) ¢islem
(hodnotou) ¢tvercové matice A fadu n rozumime charakteristicky (vlastni)
vektor a charakteristické (vlastni) ¢islo (hodnotu) linearni transformace @4.

Poznamka 1.2.6. Necht u je vlastni vektor linearni transformace ¢ prislusny
vlastnimu ¢islu A, potom jeho libovolny nenulovy néasobek je také vlastni vek-
tor pfislusny vlastnimu ¢islu A. Opravdu, je-li v = au, 0 # a € T, je p(v) =
plau) = ap(u) = alu = Aau = Av. Jsou tedy v8echny nenulové vektory
jednodimenzionalniho podprostoru (sméru) L(u) vlastni vektory linearni trans-
formace ¢ prislusné vlastnimu ¢islu A a hovorime o vlastnim sméru linearni trans-
formace ¢ prislusném vlastnimu ¢islu A. &
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Véta 1.2.4. X\ € T je vilastni hodnotou linedrni transformace ¢ na V,, prave tehdy,
kdyz splnuje rovnici
|A, — AE,| =0, (1.2.5)

kde A, je matice ¢ v libovolné bdzi ve V,, a E, je jednotkovd matice Tddu n.

Diikaz. Predpokladejme, Ze A je vlastni hodnotou které prislusi vlastnimu vektoru
u linearni transformace . Potom ¢(u) = Au a v soufadnicich A, (u) = A (u),
coZ upravime na

(A, — AE,) (u) = (o). (1.2.6)

Rovnice (1.2.6) je maticovym zapisem soustavy homogennich linedrnich rovnic
a z predpokladu, zZe u je nenulovy vektor, vyplyvé, Ze tato soustava musi byt
zévisla, t.j. determimant |A, — A E,| matice této soustavy musi byt nulovy. O

Poznamka 1.2.7. Uvédomme si, Ze jednotkovd matice E, je matici identické
linearni transformace na V;, vyjadiené v libovolné bazi. Je tedy matice (A,—\ E,,)
matici linearni transformace (¢ — Aidy, ) a vlastni vektory linearni transformace
© prislusné vlastnimu ¢islu A patii do jadra Ker(¢ — Aidy,). &

Ve Véte 1.2.4 jsme predpoklédali souradnicové vyjadieni linedrni transformace
¢ vzhledem k néjaké zvolené béazi. V nasledujici véte si ukadzeme, ze feSeni rovnice
|A, — A E,| =0, a tim i vlastni hodnoty linearni transformace ¢, jsou na zvolené
bézi nezavislé.

Véta 1.2.5. Necht A a B jsou dvé podobné ctvercové matice Tddu n. Pak
|A—AE,|=|B—-\E,|. (1.2.7)

Diikaz. A a B jsou podobné matice, t.j existuje regularni matice S fadu n takova,
7e B=S"1AS. Pak
|IB—AE,|=|ST"AS - AS'E,S|=|S"'(A—-\E,) S|
=[STH[A = XE,||S| =|A - AE,|. O

Poznamka 1.2.8. Rovnice (1.2.5) se nazyva charakteristickd rovnice linedrni
transformace ¢ (piipadné matice A,). Snadno se vidi, ze charakteristicka rovnice
je polynomialni, proto hovoiime o charakteristickém polynomu linedrni transfor-
mace ¢ (pfipadné matice A,). Opravdu

|A, = AE,| = (=\)"+ /i (=) Ty (=) 2 (1.2.8)
++Jn—l(_)\)+t]na
kde J; jsou soucty hlavnich minorii fadu 7 matice Ay, specidlné tedy J; je soucet

prvki na diagonale matice Ay, takzvana stopa matice Ay, a J, je determinat
matice A,. &
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Disledek 1.2.2. Protoze linearni transformace na V,, mé v riznych bazich ma-
tice, které jsou si navzajem podobné, je charakteristickd rovnice line4rni transfor-
mace jednoznacné urcené linearni transformaci nezavisle na jejim soufadnicovém
vyjadreni.

Podobné i koreny charakteristické rovnice, t.j. vlastni hodnoty linearni trans-
formace, jsou jednozna¢né urceny linearni transformaci nezévisle na jejim soutrad-
nicovém vyjadieni. o

Véta 1.2.6. Necht ¢ je linedrni transformace vektorového prostoru V,, a A € T
je vlastni hodnota p. Pak vlastni vektor u prislusny A vyjddreny v soutadnicich
vzhledem k néjaké bdazi V' je feSenim homogenni soustavy rovnic

(Clll — )\) U + 19 U + ... + A1p Up =0 s
(91 U + (ag — MNug + ... + Aoy, Un, = 0, (1.29)
Q1 Uy + Apa U + ... + (awm—Nu, = 0,

kde A, = (a;;) je matice ¢ vzhledem k bdzi V' .

Diikaz. Vlastni vektor prislusny vlastni hodnoté A musi byt feSenim rovnice
(1.2.6), coz je pravé maticovy zapis homogenni soustavy rovnic (1.2.9). [

Poznamka 1.2.9. Ve Vété 1.2.5 jsme ukazali, zZe charakteristicka rovnice, a tim
i jeji kofeny, linearni transformace ¢ jsou nezavislé na bazi, ve které vyjadiime
linearni transformaci pomoci soutfadnic. Soutfadnice vlastniho vektoru jsou ovsem
na pouzitych souradnicich zavislé. Opravdu, jsou-li matice A, a B, matice ¢ v
ruznych bazich V a V' a S je matice prechodu od prvni baze k druhé, transformuje
se homogenni soustava rovnic

(B, — AE,)(u') = (o) (1.2.10)
do soustavy
S~ A, — AE,)S() = (o)

t.j., po vynasobeni matici S zleva,
(A, — AE,)(S(u')) = (o). (1.2.11)

Je-li tedy vektor (u') feSenim homogenni soustavy (1.2.10), je vlastnim vektorem
linearni transformace ¢ prislusnym vlastni hodnoté \ a vyjadfenym v soutadni-
cich vzhledem k béazi V'. Regeni homogenni soustavy (1.2.11) je ale potom vektor
o soufadnicich S(u’), coz je tentyz vlastni vektor jen vyjadfeny v soufadnicich
vzhledem k béazi V. &
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Poznamka 1.2.10. Posloupnost vlastnich hodnot linearni transformace ¢ se na-
zyva spektrum linearni transformace . &

Priklad 1.2.3. Jestlize hodnost line4rni transformace ¢ na V,, je mensi nez n,
potom Ker(y) je netrividlni vektorovy podprostor (dimenze n — h(p)) a kazdy
nenulovy vektor u € Ker(y) je vlastni vektor ¢ pro vlastni hodnotu A = 0,
opravdu p(u) =0-u=o. @

1 4 ) Urcete

Uloha 1.2.1. Linearni transformace na R? je dana matici (

jeji vlastni ¢isla a vlastni vektory.

Resent: Charakteristicky polynom je A2 — 12\ + 27 = 0 a jeho kofeny jsou
A1 =9 a Ay = 3. Potom vlastni hodnoté A\ = 9 odpovidaji vlastni vektory, které
jsou Tesenim homogenni soustavy rovnic

—U1—5U2 = O,
—U1—5U2 = 0,

a podobné vlastni hodnoté Ay = 3 odpovidaji vlastni vektory, které jsou resenim
homogenni soustavy rovnic

5’LL1—5U2 = 0,
—U; +us = 0

Jsou tedy prislusné vlastni vektory u; = k(—=5;1) a uy = [(1;1), kde £, jsou
libovolna nenulova reélna d&isla. A

Véta 1.2.7. Necht ¢ je linedrni transformace na V. Pak vlastni vektory ¢ pri-
slusné navzdjem riznygm vlastnim hodnotdm jsou linedrné nezdvislé.

Diikaz. Necht A1, ..., A\, jsou navzajem ruzné vlastni hodnoty a uy,...,u, pri-
slugné vlastni vektory linearni transformace ¢. Necht uy, ..., u,, 1 < k < r, je
maximalni posloupnost linearné nezavislych vlastnich vektorii.

Dale budeme postupovat sporem. Pfedpokladejme k < r, pak

k
Up+1 = E G u;.
i=1

Aplikujeme na tuto rovnost linearni transformaci ¢ a dostaneme z linearity ¢

(Upy1) = Z cip(u;) .

=1
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Protoze jsou vektory u; vlastni vektory pro A;, e = 1,...,r, dostaneme

k
>\k+1 Uiyl = E Aiciua;
i=1

a soucasné musi byt
k
Nkl g1 = E Ak1 G U;.
i=1
Porovnanim koeficienti u u;, i = 1, ..., k, dostaneme
i Ci = Apg1 Gy

Tato rovnost je splnéna budto pro \; = Api1, coz je spor s predpokladem, Ze

vlastni hodnoty byly rizné, nebo pro ¢; =0, Vi = 1,...,k, ale potom uy,; = o,
coz je spor s definici vlastniho vektoru. Musi tedy byt k& = r a vSechny vlastni
vektory uy, ..., u, jsou linedrné nezavislé. ]

Disledek 1.2.3. Necht ¢ je linearni transformace vektorového prostoru V,,, které
mé n navzajem ruznych vlastnich hodnot v T. Pak V,, je pfimym souc¢tem n jed-
nodimenzionélnich podprostorti, které jsou invariantni vzhledem k ¢ a ve vhodné
béazi prostoru V,, je matice A, diagonélni. Rozklad V;, na pfimy soucet invariant-
nich podprostort je jednozna¢ny, az na jejich poradi.

Diikaz. Jestlize m& charakteristickd rovnice ¢ celkem n navzijem riznych ko-
fend Aq, ..., A\,, potom podle Véty 1.2.7 ma n odpovidajicich linedrné nezavislych
vlastnich vektort wuy, ..., u,, které tvoii bazi V,,. Matice A, ma v této bazi dia-
gonalni tvar, kde na diagonéle budou vlastni hodnoty Ay, ..., A\, v tom pofadi, v
jakém pouzijeme vektory v bazi uy,...,u,. O

Véta 1.2.7 hovori o vlastnich vektorech linearni transformace, které ptislusi
riuznym korfentim charakteristického polynomu. Jaka situace ale nastane pro stejné
koreny, t.j. kofeny s nasobnosti vyssi nez jedna? Predpokladejme, Ze charakteris-
tickd rovnice méa k-nasobny kotfen A, kde k£ > 1. V tomto pripadé homogenni
soustava rovnic (1.2.9) pro vypocet vlastnich vektort muize mit jako feseni pod-
prostor dimenze 1 az k. Ze mohou nastat viechny moznosti si budeme demon-
strovat v nasledujici tuloze.

Uloha 1.2.2. Linearni transformace na R? jsou dany maticemi:

111 1 01 300
a) A;=(0 1 1], b)A;=[0 1 1], ¢)A3={0 3 O).
0 01 0 01 0 0 3
Urcete vlastni ¢isla a vlastni vektory linearni transformace p4,,7=1,2,3.
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Resent: a) Charakteristicky polynom je |[A; — A E3| = (1 = A\)?, t.j. Ad123 = 1.

011
Matice pro vypocet vlastnich vektori je potom [0 O 1] a odtud je kazdy
000

vlastni vektor nenulovym nésobkem vektoru (1;0;0), t.j. dimenze prostoru obec-
ného feseni homogenni soustavy rovnic pro vypocet vlastnich vektori je jedna.
b) Charakteristicky polynom je |[A;—\ E3| = (1-\)3, t.j. A1 2.3 = 1. Matice pro

001
vypocet vlastnich vektort je potom [0 0 1| a odtud je kazdy vlastni vektor
0 00

linearni kombinaci vektora (1;0;0) a (0;1;0), t.j. dimenze prostoru obecného
feSeni homogenni soustavy rovnic pro vypocet vlastnich vektori je dvé.

c¢) Charakteristicky polynom je |As — XA B3| = (3 — A\)?, t.j. A;23 = 3. Matice
pro vypocet vlastnich vektort je nulova, t.j. dimenze prostoru obecného reSeni
homogenni soustavy rovnic pro vypocet vlastnich vektoru je tii. A

Poznamka 1.2.11. Zvlastni roli mezi vicendsobnymi koreny charakteristického
polynomu hraje nulovy kofen. Z Piikladu 1.2.3 vime, Ze TeSeni homogenni sou-
stavy rovnic pro vypocet vlastnich vektort prislusnych vlastni hodnoté A = 0
je jadro linearni transformace . Ma-li jadro dimenzi k, £k > 1, je 0 nejméné
k-nédsobnym kofenem charakteristického polynomu. Opravdu, protoze v tomto
piipadé je hodnost h(p) = h(A,) = (n — k), jsou vSechny hlavni minory fadu
vétstho nez (n — k) matice A, nulové a z Poznamky 1.2.8 vyplyva, ze 0 je
nejméné k-nasobnym korfenem charakteristického polynomu. Naopak, je-li 0 praveé
k-nasobnym kotenem charakteristického polynomu, je jadro linearniho zobrazeni
netrivialni podprostor, a jeho dimenze je mensi nebo rovna k. To, ze dimenze
jadra muze byt ostfe mensi nez k si ukdzeme na néasledujicim piikladu. Necht
4 =5 2
mé linedrni zobrazeni v néjaké bazi matici A, = [ 5 —7 3| . Kofeny charak-
6 —9 4
teristické rovnice |A, — A E3| = —=A* + A2 = 0 jsou \; = 1 a Ay3 = 0. Nula je
tedy dvojnasobnym vlastnim ¢islem a zobrazeni ma netrivialni jadro. Protoze ale
hodnost h(A,) = 2, je dimenze jadra 1 < 2. &

Obecné, pro k-nasobny koren charakteristického polynomu linearni transfor-
mace plati véta, jejiz diikkaz presahuje ramec tohoto textu a uvedeme si ji proto
bez dikazu. Dikaz viz napt. [Sl].

Véta 1.2.8. Necht \ je pravé k-ndsobnym koienem charakteristického polynomu
linedrni transformace ¢ na V,, n > k > 1. Potom ezistuje k-dimenziondlni vekto-
rovy podprostor Uy prostoru V,,, ktery je invariantni vzhledem k . Navic existuje
takovd bdze V,,, Ze maticovy diagondlni blok prislusny podprostoru Uy je horni
trojuhelnikovd matice, kterd md na diagondle hodnotu \. U
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Poznamka 1.2.12. Je-li £ = 1, je trojthelnikova matice tvofena jedinym prv-
kem. Pro k£ > 1 je horni trojihelnikova matice v predchozi Vété 1.2.8 matice, ktera
mé viechny prvky pod diagonélou nulové. Viechny tii piipady v Uloze 1.2.2 byly
tohoto typu, pfitom v piipadé c¢) je prislusny 3-rozmérny invariantni podpro-
stor pfimym souc¢tem jednodimenzionalnich invariantnich podprostori. To plati i
obecné, t.j. k-dimenzionalni vektorovy podprostor Uy, ktery prislusi k-ndsobnému
kotfeni A charakteristického polynomu, £ > 2, mize byt pfimym souctem inva-
riantnich podprostorti nizsich dimenzi. Tento rozklad uZz ale neni jednoznacny.

%

Popisme nyni (bez dukazu), jak lze nalézt invariantni podprostor Uy prislusny
k-nédsobnému koteni A charakteristického polynomu linearni transformace ¢ na
V.. Mame U, = Ker(¢ — Nidy, ), kde (¢ — Aidy;,)* je linearni transformace,
ktera vznikne slozenim transformace (¢ — Aidy, ) samé se sebou k-krat. Dikaz
toho, Ze pro k-nasobny kofen charakteristického polynomu ¢ je dimenze jadra
Ker(¢ — M\idy, )* pravé k a ze Uy, je invariantni podprostor linearni transformace
¢ lze nalézt napt. v textu [Sl]. Snadno se vidi, Ze vSechny vlastni vektory pfislusné
vlastnimu ¢islu A patii do Uy. Opravdu, je-li u vlastnim vektorem piislusnym A,
je

(o = Aidy, )(u) =0
a tedy i u € Ker(p—\idy, )" = Uy.. Mame tedy L(uy, ..., u;) C Uy, kdeuy, ..., u;
jsou linearné nezavislé vlastni vektory, které prislusi A. Pro j = k je ¢|Uy, linearni

transformace, ktera ma v bazi uy, ..., u; diagonélni (t.j. horni trojthelnikovou)
matici s hodnotou A na diagonale.
Je-li j < k, hledame dalsi vektor u;41 & L(uy, ..., u;) takovy, ze
(QO—)\ian)(llj_H) = Wi, O#Wl S L(ul,...,uj), (1212)

t.j. takovy, ze
(,0(11j+1) = (uj'+1> + W € L(ul, sy Wy I,Ij+1) . (1213)

Takovy vektor patii do Uy, protoze pro wi; = 25:1 a; u; je

J J
(¢ — Aidy, )(wi) =D aip(u) =AY a;u;=o,
i=1 i=1

a tedy

(o = Ady, )*(wy41) = 0
Piidame vektor u;;; do posloupnosti nezavislych vektort uy,...,u;,u;1; a v
dalsim kroku hledame vektor uj o & L(uy, ..., u;41), takovy, ze

(QO — )\idvn)(u]'_;ﬂ) = Wgo, o 7é Wy € L(ul, c. ,Llj+1) . (1214)
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Takovy vektor patif do Uy, protoze (¢ — Aidy;, )%(ws) = 0, a tedy
(¢ = Aidy, )*(u;42) = 0.

Piiddme ho do posloupnosti nezéavislych vektort wuy,..., u;,u;41,u542. Takto
pokracujeme, az po (k — j) krocich proces ukon¢ime. Potom se snadno vidi, zZe
©|Ux, ma v bazi uy, ..., u; horni trojuhelnikovou matici, kde na diagonéle je A a
nad diagonalou jsou 0 pro vlastni vektory piislusné A a hodnoty, které odpovidaji
zvolenym vektorim w; pro vektory uji,, i =1,...,k — j.

2 20
Uloha 1.2.3. Linearni transformace na R? je dana matici A= [0 2 0

2 2 2

Ukazte, ze charakteristicky polynom ma trojnédsobny kofen a najdéte takovou
bézi, ze v ni ma ¢4 horni trojihelnikovou matici.

Regend: Charakteristicky polynom je |A — A Es| = —A3 + 62 — 12\ + 8 =
0 20

(2—X)3, t.j. A1.23 = 2. Matice pro vypocet vlastnich vektori je potom [ 0 0 0)
2 20

a odtud je kazdy vlastni vektor nenulovym nasobkem vektoru u; = (0;0;1).
Déle fesime soustavu rovnic (p4 — 2id)(x) = auy, a # 0, t.j. feSime soustavu
nehomogenich rovnic

21‘2 = 0
0

o
I

2.1131 —|—2x2 =

Regenim je napf., pro a = 2, vektor uy = (1;0;1). V dalsim kroku hledam vektor
(pa—2id)(x) = au; +buy, a®+b* # 0, t.j. Fesime soustavu nehomogenich rovnic

2.’132 = b
0 = 0
217 +2x9 = a+b.
Reen{ je napr., pro a = 2,b = 2, vektor uz = (1;1;1). Protoze je @a(u;) =
(0;0;2) = 2uy, pa(uy) = (2;0;4) = 2u; + 2uy a konetné g4(u3) = (4;2;6) =
2 2 2
2u;+2uy+2 ug, je matice transformace v bazi uy, ug, uz matice B= |0 2 2
0 0 2

Poznamenéjme jesté, ze tato matice neni urcena jednoznac¢né, protoze jsme pro-
vedli celou fadu voleb pfi vybéru vektort baze u;,us,us a tyto volby ovlivni
podobu matice B nad diagonélou. A

Uloha 1.2.4. Necht ma linearni transformace ¢ vlastni vektor u, ktery pifslusi
vlastni hodnoté \. Dokazte, 7e ©*(u) = A\¥ u pro kazdé pfirozené k a ©* je linearni
transformace, ktera vznikne sloZzenim ¢ samého se sebou k-krat. A
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1.3 Rozklad realného vektorového prostoru na in-
variantni podprostory

Ve "stedoskolské" geometrii se zabyvame pouze redlnymi bodovymi (afinnimi, eu-
klidovskymi) prostory. Proto tivahy o invariantnich prostorech z ¢asti 1.2 budeme
specifikovat pro téleso realnych ¢isel R. Predpokladejme tedy, ze V,, je vektorovy
prostor nad télesem realnych ¢isel. Potom v libovolné bézi je matice linearni trans-
formace ¢ na V,, redlna ¢tvercova matice a charakteristicky polynom |A, — A E,,|
je polynom stupné n s redlnymi koeficienty.

Z algebry, |[Ho93, Ho94, Ro|, vime, Ze charakteristicky polynom nad R ne-
musi byt obecné feSitelny v R. Pii hledani kofenti charakteristického polynomu a
prislusnych vlastnich vektorti tak mohou nastat nésledujici situace.

A) Charakteristicky polynom mé pouze realné koreny.

B) Charakteristicky polynom ma nejméné jednu dvojici komplexné sdruzenych
korenti.

Rozeberme si nyni jednotlivé moznosti.

A) Ma&-li charakteristickd rovnice linearni transformace ¢ na V,, celkem n
riznych realnych kofent, je podle Disledku 1.2.3 V,, pfimym souc¢tem n jedno-
dimenzionalnich vlastnich sméri a v bazi, ktera je tvorena vlastnimi vektory, mé
matice A, diagonélni tvar, kde na diagonale jsou vlastni hodnoty .

Uloha 1.3.1. Linearni transformace ¢ na R? je dana matici

3 2 0
A=1|-2 5 —4]. Urcete vlastni ¢isla a vlastni vektory ¢.
0 -7 3
Regeni: Charakteristicky polynom ¢ je [A—X B3| = —A4+11A2—15A—27, jeho
kofeny jsou A\ = —1, Ay = 3 a A3 = 9. Matice homogenni soustavy rovnic (1.2.9)
4 2 0
proAije | =2 6 —4 | a obecné feseni této soustavy je generovano vektorem
0 -7 4
0 2 0
u; = (—2;4;7). Déale matice pro Ay je | =2 2 —4 | a obecné FeSeni je gene-
0 =7 0
-6 2 0
rovano vektorem uy = (—2;0;1). Konecné matice pro A3 je | =2 —4 —4 ] a
0 -7 —6

obecné feSeni je generovano vektorem ug = (2; —6; 7). Snadno se vidi, Ze uy, us, us

jsou linedrné nezavislé. Potom v bazi uj, us, ug mé matice linearni transformace
-1 0 0

potvar | 0 3 0. A
0 09
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Ma-li charakteristicky polynom realny kotfen s nasobnosti £ > 1, potom mu
odpovida k dimenzionalni invariantni podprostor Uy. V zavéru ¢asti 1.2 a Uloze
1.2.3 jsme ukazali, ze v tomto pripadé miuzeme nalézt bézi Uy takovou, ze odpo-
vidajici matice je horni trojuhelnikovid matice fadu k.

B) Necht ma nyni charakteristicky polynom linearni transformace ¢ dvojici
komplexné sdruzenych kofent A = a +i8 a A = o — 1. V tomto piipadé
predpokladame, Ze A a A jsou vlastni hodnoty linearni transformace na komplex-
nim vektorovém prostoru, kterd ma stejnou realnou matici, jako ¢. To miizeme
udélat napt. konstrukei komplexniho rozsiteni realného vektorového prostoru a
konstrukei komplexniho rozsifeni linearni transformace, které jsou popsany ve
skriptu [JaSe].

Podobnym zptisobem, jako se v teorii ¢isel sestroji komplexni rozsiteni télesa
realnych ¢isel v téleso komplexnich ¢isel, sestrojime i komplexni rozsiteni realného
vektorového prostoru V.

Uvazujme mnozinu V' x V' a definujme na ni operaci s¢itani a nasobeni kom-
plexnim ¢islem nasledujicim zptisobem

(a,b)+ (c,d) =(a+c,b+d), (1.3.1)
(a+if)(a,b) = (eca — fb,ab + pa). (1.3.2)
Snadno se ovéri, ze V x V spolu s operacemi s¢itani a nasobeni komplexnimi ¢isly

definovanymi (1.3.1) a (1.3.2) je vektorovym prostorem nad télesem komplexnich
¢isel C.

Definice 1.3.1. Mnozinu V' x V s operacemi s¢itani a nasobeni komplexnimi
¢isly definovanymi vztahy (1.3.1) a (1.3.2) budeme nazyvat komplezni rozsireni
realného vektorového prostoru V' a oznacovat V.

UvaZzujme podmnozinu M = {(u,0) € V x V} C VE. Snadno ovétime, 7e M
je uzaviena vzhledem ke s¢itani a ndsobeni realnymi ¢isly. Uvazujme zobrazeni V'
na M, které pfifadi vektoru u € V vektor (u,0) € M. Toto zobrazeni je izomor-
fismem vektorového prostoru V na M. Pii ztotoznéni V a M tedy dostavame, ze

vV cVE.
Poznamka 1.3.1. V je podmnozina ve VC, ale ne vektorovy podprostor, protoze
V je definovano nad R a V¢ nad C. &
Nyni mizeme kazdy vektor (u,v) € VC psat nasledujicim zpiisobem
(u,v) = (u,0) + (0,v) = (u,0) +i(v,0) =u +iv.

MitZeme tedy formalné psat VE =V @i V.

Vektor u € V budeme nazyvat redlnou slozkou (cdsti) a vektor v € V
imagindrni slozkou (¢dsti) vektoru w = u +iv € VC a oznadovat u = fe(w),
v = Jm(w). Nulovym vektorem V¢ je (0,0) =0 +io=o.
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Véta 1.3.1. Vektory (uy,...,u;) € V jsou linedrné nezdvislé v prostoru V' tehdy
a jen tehdy, jsou-li linedrné nezdvislé v prostoru VC.

Diikaz. Je ziejmé, Ze jsou-li (uy, ..., u;) € V linearné zavislé ve V| jsou i linearné
zavislé ve VC. Necht jsou (uy,...,u;) linearné zavislé ve VC. Potom existuji
komplexni ¢isla o; +105;, j = 1,.. ., k, takova, Ze alesponi jedno z nich je nenulové
a plati

k
E (aj +if;)u; = o,
Jj=1
tj.
k k
E au; +1 g Bju; = oyc = oy +ioy.

) : k Lk U y
Musi tedy platit > 7, ayu; = o a soucasné ) 5, fju; = o, pficemZ alespoil
jedno a; € R nebo f; € R je nenulové, coz znamena, ze vektory (uy,...,u;) jsou
linedrné zavislé ve V. Dokéazali jsme tedy, Ze (uy,...,ux) jsou linearné zavislé ve

V tehdy a jen tehdy, jsou-li linedrné zavislé ve VC, coz je tvrzeni ekvivalentni
tvrzeni Véty 1.3.1. [

Disledek 1.3.1. Kazda béze prostoru V, je i bazi prostoru V.°.

Diikaz. Opravdu, je-li V = (uy,...,u,) je baze vektorového prostoru V,,. Potom
vektory baze V jsou linedrné nezavislé ve VC a musime dokézat, Ze V je systém
generatortt VC. Bud w = x + iy € V© libovolny vektor. Potom existuji realné
cisla T1; ... ;@03 Y5 sy, tak, Ze x =300 wpuy, y = 300 yyu;. Odtud

W=X+1y = Z:Uju]jLzZyJu] —Z T+ iy,
7=1

atedy w = (1417 21,...,2,+1y,) v bazi V, coz dokazuje nas Dusledek 1.3.1. [

Definice 1.3.2. Kazda baze prostoru V', ktera je sou¢asné i bazi V, se nazyva
redlnd bdze.

Poznamka 1.3.2. Vyhoda pouziti redlnych bazi VC spo¢iva v tom, Ze realné
vektory maji vSechny soutadnice reélné, kdezto vektory, které nejsou realné, maji
alespon jednu soufadnici komplexni ¢islo s nenulovou imaginérni ¢asti.

Ma-li realny vektorovy prostor V' dimenzi (redlnou) n, potom komplexni pro-
stor V® ma komplexni dimenzi n ale prostor V x V ma realnou dimenzi 2n.

%
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Véta 1.3.2. Bud U podprostor vektorového prostoru V. Potom U je podprosto-
rem vektorového prostoru V°C.

Diikaz. Véta 1.3.2 je ptimym diusledkem definice komplexniho rozsiteni vektoro-
vého prostoru. O

Definice 1.3.3. Podprostor W vektorového prostoru V°, ktery je komplexnim

rozsifenim podprostoru U C V', se nazyva redlny podprostor a oznacujeme ho
UC.

Ne kazdy podprostor ve VC je redlny, ale kazdy podprostor ve VC obsahuje
néjaky realny podprostor, minimalné trivialni podprostor {o}.

Vektory u+¢7v a u — 1 v se nazyvaji vektory komplexné sdruZené. Je-li w €
VC, budeme komplexné sdruzeny vektor oznacovat w. Je-li W C V€ vektorovy
podprostor, je W = {w|w € W} vektorovy podprostor nazyvany komplezné
sdruzeny podprostor k podprostoru W.

Pro komplexné sdruzené vektory ve VC plati vztahy obdobné vztahtim pro
komplexné sdruzena ¢isla. Pro w,w' € VC, k € C, plati

w+ w,

kw.

w + w/

kw

kde k je komplexné sdruzené &islo k &slu k. Dale plati

Re(W) = (W + W), Jm(w) = (W —w).

Reélnou ¢ast podprostoru W vektorového prostoru V¢ uréime jako
ReW =W NW.

Véta 1.3.3. Necht'V a U jsou redlné vektorové prostory a ¢ : V. — U je linedrni
zobrazeni. Potom existuje prdvé jedno linedrni zobrazeni ¢ : VC — U® takové,
Ze pro kaZdy vektor x € V je p®(x) = o(x). Je-li linedrni zobrazeni @ prosté, je
i linedrni zobrazeni ©© prosté a je-li ¢ surjektivni, je i ¢ surjektiond.

Diikaz. Necht ¢ : V — U je linearni zobrazeni. Definujme zobrazeni ©© z VC do
UC vztahem
Po(x+iy) = p(x) +ip(y) (1.3.3)

pro kazdé x + iy € VC. Je ziejmé, 7e ¢*(x) = ¢(x) pro kazdy vektor x € V.
Oveifme, 7Ze ¢ je linedrni zobrazeni. Necht x;+iy; € V€, a;+i8; € C, j = 1,2.
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Potom

P (1 4+ B1)(x1 +iy1) + (o +iB2)(x2 +iy2)) =
= " ((a1x1 — iy + Xy — Bays) + i (auyr + Six1 + agys + Box2)) =
= p(aaxi — Siy1 + aoxz — Boys) +ip(anyr + BiX1 + asys + faXa) =
= a10(x1) — Brp(y1) + aop(X2) — Bap(y2)+
+i (a1p(y1) + Bro(x1) + aap(y2) + Bap(x2)) =
= (o1 +iB1)(p(x1) + 1 9(y1)) + (a2 + i 2)(p(x2) +ip(y2)) =
= (a1 +1B1)p (%1 +iy1) + (a2 + 1 Ba) % (X2 + i y2).

Piedpokladejme, Ze ¥ je linearni zobrazeni z V© do U® takove, Ze ¥*(x) =
©(x) pro kazdy vektor x € V. Potom z linearity dostavame, ze musi platit vztah
(1.3.3), a tedy ¢© = ¢C.

Necht je linedrni zobrazeni ¢ prosté a p®(x; +iy1) = ©C(x3 +iy2). Potom
z (1.3.3) je p(x1) = p(x2) a ©(y1) = ¢(y2), a tedy musi byt x; =x2 a y1 = yo,
coz znamena, ze i ¢* je prosté zobrazeni.

Necht linearni zobrazeni ¢ je surjektivni zobrazeni. Necht x’ + iy’ € UC je
libovolny vektor. Protoze ¢ je surjektivni zobrazeni, existuji vektory x,y € V
takove, Ze p(x) = X' a p(y) = y’. Potom ¢C(x +iy) = x' +iy’, a tedy i ¢* je
surjektivni. O

Definice 1.3.4. Zobrazeni ¢© definované ve Vété 1.3.3 se nazyva komplexni
rozsirent linedrniho zobrazeni .

Necht V = (vy,...,v,), respektive U = (uy,...,u,,), je baze vektorového
prostoru V,,, respektive U,,. Necht vzhledem k témto bazim méa lineédrni zobra-
zeni ¢ z V,, do Uy, matici A,. ProtoZe kazda baze prostoru V,, je i bazi prostoru
VE a podobné, kazda baze prostoru U, je i bazi prostoru US, miizeme vyjadiit
i matici A,c vzhledem k bazim V a U.

Véta 1.3.4. Pro libovolné linedrni zobrazeni ¢ z V;, do U, jsou matice A, a Ac
vzhledem k redlngm bdzim ve V.C a US totozné.

Diikaz. Necht v béazich V = (vq,...,v,) ve V, ald = (uy,...,uy) v U, je
A, matice linearniho zobrazeni ¢ z V,, do U,,. Podle (1.3.3) je (¢%(x + iy)) =
(p(x)) +i(p(y)) = Ap (x) + 1 Ay (y) = Ap (x + ). O

Poznamka 1.3.3. Je tfeba si uvédomit, jaky je rozdil mezi souradnicovym vyjad-
fenim libovolného linearniho zobrazeni z V® do U® a komplexnim rozgifenim
linearniho zobrazeni z V do U. Zatimco matice komplexniho rozsiteni redlného
linearntho zobrazeni vzhledem k redlnym bazim je definovana nad R, je obecné
matice libovolného linearniho zobrazeni z V¢ do U® definovana nad C. &
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Nyni uvazujme lineérni transformaci ¢ na realném vektorovém prostoru V,,
a uvazujme linearni transformaci ¢© na komplexnim rozsfieni V.°, ktera vznikne
komplexnim rozsifenim . Potom (redlné) vlastni vektory, které piislusi realnym
kofentim charakteristického polynomu ¢ jsou i vlastni (realné) vektory linearni
transformace ¢©. Méa-li ale charakteristicky polynom dvojici komplexné sdruze-
nych kofenit A = a+i8, A\ =a—if,0# 3 € R, potom linearni transformace ¢©
mé dvojici vlastnich vektor, které jsou navzajem komlexné sdruzené. Opravdu,
je-li w € V€ vlastni vektor ¢ pifslusny ), t.j.

potom
OS(W) =AW

To vyplyva z toho, Ze pro ¢ plati pC(w) = (W), coz je vidét piimo z (1.3.3).
Potom vlastni vektor piisluiny A je vektor komplexné sdruzeny s w. Pfitom
W = Vi + i vy je vektor takovy, ze realné vektory vy, vy jsou linedrné nezavislé.
Opravdu, protoZe A a A jsou riizné kofeny charakteristického polynomu, musf jim
odpovidat podle Véty 1.2.7 linedrné nezévislé vlastni vektory ve VC. Ale w a w
jsou linearné nezavisle ve V.© pravé tehdy, kdyZ vy, vo jsou linearné nezavislé ve
V.

Necht w = vi + 1 vy, v, vy € V,, je vlastni vektor prislusny vlastni hodnoté
A= a+1i3. Potom

PE(w) = ¢S (Vi +iva) = (Vi) +ip(vs)
a soucasné
goc(w) =Aw=(a+if)(vi+ive) =avy—Fva+i(fvi+avy).
Porovnanim realnych a imaginarnich slozek dostaneme

o(vi) =avy—=Bvy, @(v2)=pFVvi+avsy,

t.j. dvoudimenzionalni podprostor L(vy,vy) C V,, je invariantni vzhledem k ¢
a prislusny blok fadu dva v matici A, vzhledem k bazi, kde pouzijeme vektory

. . «Q
V1, Vg, Je matice (—6 g)

Poznamka 1.3.4. V pfedchozich uvahéch jsme uvazovali pouze jednonasobné
komplexni kofeny charakteristického polynomu. Pro vicendsobné komplexni ko-
feny bychom mohli aplikovat Vétu 1.2.8 pro téleso komplexnich ¢isel. Vzhledem k
tomu, ze dale se budeme zabyvat predevsim prostory dimenze dvé a tii, nemiize
tato situace nastat a proto se ji dale nebudeme zabyvat. &
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Poznamka 1.3.5. Komplexné sdruzené koteny charakteristického polynomu li-
nearni transformace ¢ na realném vektorovém prostoru V,, jsou vlastni hodnoty

linearni transformace ¢, ale nejsou to vlastni hodnoty pro ¢ protoze nepatii do
télesa R. &

Predeslé tivahy nyni muzeme shrnout. Necht ma charakteristicky polynom li-
nearni transformace ¢ na realném vektorovém prostoru V,, celkem m > 0 realnych
riznych kofeni s nésobnosti k; > 1, ¢ =0,...,m, a celkem [ > 0 dvojic riznych
komplexné sdruzenych jednonasobnych kofent, t.j. n = 21+ >  k;. Potom V,
je primy soucet invariantnich podprostort

Vo=U® - U, oW, ®--- W,

kde U; je k;-dimenzionalni invariantni podprostor, ktery odpovida k;-nasobné-
mu z-tému redlnému koteni charakteristického polynomu a Wj;, j = 0,...,1, je
dvoudimenzionélni invariantni podprostor, ktery odpovida j-tému komplexnimu
koreni charakteristického polynomu. Tento rozklad je az na poradi jednoznacny.
Navic, existuje takova baze V,,, Ze matice A, je blokové diagonélni s (m + ()
diagonalnimi bloky Ax, a Bj, kde Ay, je horni trojihelnikova matice fadu k; pri-
slusné ¢-tému redlnému koteni charakteristického polynomu a B; = ( Oéé g J ),
i J
B; # 0, jsou matice fadu 2 prislusné j-tému komplexnimu kofeni \; = «; + i f3;
charakteristického polynomu.

Uloha 1.3.2. Linearni transformace ¢ na R? je dana matici

3 -1 0
A= |6 —3 2]. Rozlozte R? na invariantni podprostory vzhledem k linearni
8§ —6 5

transformaci ¢ a najdéte takovou bazi, ve které se matice ¢ rozpada na diagonélni
bloky.
Reseni: Charakteristicky polynom pje |[A—=NEs] = —X\3 4+ 5)\% — 9\ + 5,
jeho kofeny jsou A; = 1, Ao 3 = 2 £ i. Matice homogenni soustavy rovnic (1.2.9)
2 -1 0
proA; =1je [ 6 —4 2| aobecné feseni této soustavy je generovano vektorem
8 —6 4
u; = (1;2;1). Dale pro komplexni kofen Ay = 2+i uvazujeme homogenni soustavu
1—i -1 0
rovnic (1.2.9) nad komplexnimi ¢&sly s matici 6 —5—i 2 |.Obecné
8 —6  3—1
feseni je generovano vektorem w = (1;1 —4;—2i) = (1;1;0) +4(0; —1;-2) =
V1 +1ivy. Potom R? = U; @ Wy, kde U; = L(uy) je vlastni smér piislusny vlastni
hodnoté Ay = 1 a Wy = L(vy, va) je dvoudimenzionélni invariantni podprostor
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prislusny kofenim A9 5 = 2+ 4. Snadno se vidi, Ze v bazi (u;, v, va) ma ¢ matici
1 0 O
0 2 1].Opravdu p(u;) = (1;2;1) = 1uy, p(vi) = (2;3;2) =2v; — vy a
0 —1 2

o(va) = (1;=1;—4) = vi + 2 vs.

Poznamka: V komplexni bézi u;, w, w mé totéz zobrazeni diagonalni matici

1 0 0
0 24+¢ 0 |, kterd je ale komplexni. A
0 0 2—q

-2 -1
Ukazte, ze kofeny charakteristického polynomu jsou komplexne sdruzené a nalez-

g). Ukazte, ze v (RQ)C

Uloha 1.3.3. Lineéarni transformace ¢ na R? je dana matici A = ( U )

néte takovou bézi, ve které mé matice ¢ tvar (_&6
miiZzeme nalézt komplexni bazi takovou, Ze vzhledem k ni ma ©© diagonalni tvar.

Resenid: Charakteristicky polynom ¢ je |A — X\ Ey] = A% + 1, t.j. jeho koreny
jsou A\j o = £i. Potom matice homogenni soustavy rovnic (1.2.9) nad komplexnimi

¢isly je 1__2Z _11_ ) Obecné feseni je generovano vektorem w = (1; —1414) =
(1;=1) +¢(0;1) = vi + i vy. Potom ¢(vy) = (0;—1) = —vq a ¢(va) = (1;—-1) =
vi, t.j. v bazi vi, vy prostoru R?, méa ¢ matici _01 (1) .

. Ce o . C e - -
Uvazujme nyni linearni transformaci ¢ v (R?)~ a vyjadieme jeji matici vzhle-
dem k bazi w = vi + 1 vy, W = vi — 1 vo. Matice prechodu od realné baze vy, vy
Ca _ . ) . 1 1 . ) )
ke komplexni bazi w, w je komplexni matice S = <2 E Jeji inverzni matice
- 1

S O6 -6 .

1.4 Ortogonalni zobrazeni a transformace

jeS7l=—1L (_Z _1>. Potom matice ¢* vzhledem k bazi w, w musi byt

Nage uvahy uzavieme ortogonalnimi linedrnimi zobrazenimi a transformacemi
euklidovskych vektorovych prostort.

Pripomenme, ze euklidovsky vektorovy prostor je redlny vektorovy prostor
V' se skalarnim soucinem, ktery zanaCime v - u, u,v € V. VSechny baze £ =
(e1,...,e,) euklidovského vektorového prostoru V,, uvazujeme ortonormaélni, t.j.
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e,ce,=0proi#jae-e =1 4j=1,...,n V libovolné ortonormélni bazi
mé potom skaladrni soucin vyjadieni

veu=wor 4 Fugty = (u o ow) | | = @) (v) = (w) EL(v),

Un

kde (u)T je fadkova matice souradnic vektoru u, ktera vznikne transponovanim
sloupcové matice (u).

Definice 1.4.1. Linearni zobrazeni ¢ z euklidovského vektorového prostoru V'
do euklidovského vektorového prostoru W se nazyva ortogondlni zobrazeni z V
do W, jestlize plati

peu)-p(v)=u-v (1.4.1)
pro libovolné vektory u,v € V.

Je-li navic ¢ bijektivni, nazyvé se izomorfismus euklidovského vektorového
prostoru V' na W. Euklidovské prostory V' a W se potom nazyvaji izomorfni.

Je-li ¢ ortogolalni zobrazeni V' na sebe, nazyva se ortogondlni transformace
euklidovského vektorového prostoru V.

Ortogonalni lineadrni zobrazeni tedy zachoviva hodnoty skalarniho soucinu.
Jako dusledek tak dostavame, [Ho07, HoJa20].

Disledek 1.4.1. Necht ¢ je ortogonélni zobrazeni z V' do W. Pak
1) [[e(u)||=|lu]| pro kazdé u € V.
2) Ortogonalni transformace zachovava odchylku vektort, t.j. pro dva nenulové

vektory u, v je g (p(u), ¢(v)) =< (u,v).

3) Ortonormalni posloupnost ey, ..., e, ve V se zobrazi na ortonormalni pos-
loupnost p(eq),. .., p(ex) v W.
4) ¢ je injektivni zobrazeni, t.j. dimV < dimWV. o

Véta 1.4.1. Necht ¢ je ortogondlni zobrazeni z V' do W . Pak vzhledem k libovol-
nym ortonormdlnim bazim ve V- a W spliiuje matice A, podminku

ATA,=E,. (1.4.2)

Diikaz. Necht € = (eq,...,e,) a F = (f1,...,f,,) jsou ortonorméalni baze ve V,,
a W,,. Necht A, je matice ortogonalniho zobrazeni ¢ z V,, do W,, vzhledem k
témto bazim, t.j. ¢(u) = A, (u). Potom plati

(W' By (v) =u-v =gpu) ¢(v) = (p(w)" En (¢(v))
= (A (0))" B (A, (v)) = ()T A A, (v).
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Porovnanim prvntho a posledniho vyrazu dostaneme AgAso =F,. ]

Necht nyni je ¢ ortogonalni transformace na euklidovském vektorovém pro-
storu V,,. Podminka (1.4.2) znamen4, ze matice ortogonalni transformace vzhle-
dem k libovolné ortonormaélni bazi je ortonormalni ¢tvercova matice. Pfipomenme,
. ceo o A% e AT — A—1 _
ze v tomto piipadé je A, = A", |A,| = £1.

Véta 1.4.2. Necht ¢ je ortogondlni transformace na V,. Je-li U, CV,, 0 < k <
n, invariantni podprostor transformace @, je i (n — k)-dimenziondlni podprostor
U kl mwvariantni podprostor transformace .

Diikaz. Necht U, C V,, je invariantni podprostor ortogonalni transformace .
Potom pro kazdy u € Uy jei¢(u) € Uy. Protoze ¢|Uy je ortogonélni transformace
na Uy, je i ¢t(u) € Uy,. Potom pro kazdy v € U mame

p(v) - u=o(v) ple 7 (n) =v ¢ ' (u) =0,
a tedy o(v) L u,Vu € Uy, a ¢(v) € Ui O

Jako disledek Véty 1.4.2 tak dostédvame, Ze méa-li ortogonalni transformace
¢ na V, netrivialni invariantni podprostory, je V, pfimym souctem navzajem
ortogonalnich podprostori a existuje takova ortonormalni baze V,,, ze se v ni
matice ¢ rozpadé na ortonormalni diagonalni bloky.

Plati ||@(u)||=|lu|l a odtud vyplyva, ze realné vlastni hodnoty ortogonalni
transformace mohou byt pouze 1 a (—1). Opravdu, protoze pro vlastni vektor u
piislusny vlastni hodnoté A méame ¢(u) = A u, dostaneme

[ () [|= [A]- [ w][=[[wl]

t.j. |[A\| = 1. Podobné komplexni kofeny charakteristické rovnice jsou tvaru A =
cosa £ 1 sinq, sina # 0, t.j. dvourozmérny blok odpovidajici komplexnimu A je
cosa  sina
—sina cosa /)’
Navic plati, ze vlastni vektory, které patii riznym vlastnim hodnotam cha-
rakteristického polynomu jsou kolmé. Opravdu, je-li u vlastni vektor piislusny
vlastnimu ¢islu 1 a v je vlastni vektor ptislusny vlastnimu ¢islu (—1), mame

ortonormalni matice

u-v=gpu)-pv)=u-(-v)

a odtud u-v = 0, a tedy u a v jsou kolmé. Vzdy je mizeme brat jako jednotkové.

Podobné vlastni vektor, ktery patii néjaké vlastni hodnoté charakteristického
polynomu, je kolmy na dvoudimenzionalni invariantni podprostor, ktery je pfi-
fazen komplexnimu kofeni charakteristické rovnice. Je-li totiz w = vi 4+ i vy
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komplexni vektor piislusny komplexnimu kofeni A = cosa + ¢ sina, sina # 0,
charakteristické rovnice, dostaneme

u-vy =) - e(vy) (cosa vy —sinavy),

= u-
u-ve =p(u) p(vy) =u- (sinavy +cosavy).

Odtud

(cosa—1)(u-vy) —sina(u-vy) =0, (1.4.3)
0

sina (u-vy)+ (cosa— 1) (u-vy)

Protoze
cosa —1 —sina |
sin «v cosa — 1

—2(cosa—1) #0,

je soustava rovnic (1.4.3) splnéna pouze prou-vy; =0 a u- vy = 0, t.j. vektor
u je kolmy na podprostor L(vy,vsy). Pro vektor v piislusny vlastnimu ¢éislu (—1)
dostavame analogicky stejny vysledek.

Kone¢né, pro komplexni kofen A = cosa + i sina, sina # 0, charakteris-
tické rovnice jsou prislusné realné vektory vi, vy kolmé, a vzdy je miizeme brat
jednotkové. Opravdu

vi-vy =@(vi) - p(v1) = (cosavy —sinavy) - (cosa vy —sina vy)

=cos’a (vy-vi) —2sina cosa (vy - vy) +sin® a (va - vy)
coz upravime na
—sin®a (vy - vi) —2sina cosa (vy - vg) +sin®a (vy - vy) = 0. (1.4.4)
Pro vy - vy dostaneme stejnou podminku (1.4.4). Konecné

vy - Ve = (V1) - o(va) = (cosa vy —sinavy) - (sina vy + cosavy)
=cosa sina (vy - vy) + (cos® a — sin® @) (vy - vy)

—cosa sina (vy - va),
£.j.
cosa sina (vy-vy) — 2 sin®a(vy - vy) — cosa sina (vy - vy) = 0. (1.4.5)
Vynésobenim (1.4.4) cosa a (1.4.5) sin« a se¢tenim dostaneme
—2 sina (cos® a + sin® a) (vy - vp) =0,

coz je splnéno pravé tehdy, kdyz vy - vo = 0, t.j. v1 a vy jsou kolmé. Potom ale z
(1.4.4) dostaneme
Sil’lQOé(Vl Vi — Vo 'V2) = 0,



1.4. Ortogonalni zobrazeni a transformace 28

coz je splnéno pravé tehdy, kdyz vy - vi = v - v, t.j. [[vi]|=][[v2| a vzdy muzeme
volit ||v1||=||ve||= 1. Pro komplexni kofen A\ = cosa + i sin «, sin o # 0, tak vzdy
méame otonormalni bazi ve 2-dimenzionalnim invariantnim podprostoru, ktery
odpovida A.

Zbyva nam uz pouze prodiskutovat pripad vicenasobnych kofeni charakte-
ristického polynomu ortogonélni transformace ¢ na V,,. Necht je nejdiive néjakéa
vlastni hodnota Ag (1 nebo (—1)) k-nasobnym kofenem charakteristického poly-
nomu ortogonélni transformace. V tomto piipadé uvazujme libovolny jednotkovy
vlastni vektor u; prislusny k-nasobnému koteni \g. Oznacme U; = L(u;). Potom
je V,, = U @ Uit a v libovolné ortonormalni béazi ve V,,, ve které pouZzijeme vektor

u; jako prvni bazovy vektor, mé& matice transformace tvar A, = )E)O AO ),
n—1
kde A,_; je ortonormalni matice fadu (n — 1). Potom |[A, — AE,| = (Ao —

N|A,_1 — NE,_1] a tedy ztzeni ¢|Ui je ortogonalni transformace na Ui, jejiz
charakteristicky polynom déli charakteristicky polynom ¢ a Ag je jeho (k — 1)-
nasobnym kofenem. UvaZujme libovolny jednotkovy vlastni vektor u, € Ui
prislusny (k — 1)-nasobnému koteni Ao charakteristického polynomu ortogonalni
transformace p|Ui- a oznaéme Us = L(uy). Potom Ui = Uy @ (U; @ Us)?t, t.j.
Vi, = U @ Us ® (U ® Uy)t a v libovolné ortonormalni bazi ve V,,, ve které po-
uzijeme vektory uy, us jako prvni bazové vektory, méa matice transformace tvar

X O 0
A=10 X 0 |,kdeA, 5 jeortonormalni matice fadu (n—2). Analogicky
0 0 A,

jako v piedchozim kroku postupujeme pro ortogonélni transformaci o|(U;®Us)* a
dale, az nalezneme celkem k ortonormalnich vlastnich vektort ptislusnych vlastni
hodnoté \g. Je tedy k-dimenzionalni podprostor prislusny k-nasobné vlastni hod-
noté primym souctem k ortogonalnich jednodimenzionalnich vlastnich podpro-
storu.

Podobné pro [-nasobny, [ > 1, komplexni koten charakteristického polynomu
A1 = cosay + 1 sinayq, sinay # 0, uvazujme invariantni 2-dimenzionalni podpro-
stor Wiy = L(vi1,va). Potom V,, = Wy, @ Wi a ztZeni /Wi na invariantni
(n — 2)-dimenzionéalni podprostor ma charakteristicky polynom, pro ktery je A;
(I — 1)-nasobnym kofenem. Pro tento koten existuje dvoudimenzionélni podpro-
stor Wiy = L(v12,Vay) € Wi invariantn{ vzhledem k oW, t.j. i vzhledem k ¢.
Potom V,, = Wiy @ Wip @ (Wi, @ Wis)t. Takto postupujeme dale aZ po [ krocich
dostaneme [ vzajemné ortogonalnich 2-dimenzionéalnich podprostoru takovych, Ze

Vn:W11@"'@Wu@(Wn@"'@Wll)L-

Dostavame tak, ze [ -nasobnému komplexnimu kofeni charakteristického poly-
nomu odpovida 2! -dimenzionélni invariantni podprostor, ktery je pfimym souc-
tem [ 2-dimenzionalnich navzajem ortogonalnich podprostori. V prostoru V,, po-
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tom existuje takova ortonorméalni baze, ze v ni ma ¢ matici v blokové diagonalnim

B ... 0 0

tvaru A = : : : , kde blok B; = ( cosar sin 041) a A,_a;
0 ... B 0 —sina@; cosag
0 ... 0 A,

je ortonormalni matice fadu (n—21). 0 zde zna¢i nulovou matici prislusného radu.

Poznamka 1.4.1. Z podoby matice By pro komplexni koten charakteristického
polynomu Ay = cosoy + ¢ sinay, sinay # 0, vyplyva , Ze ztzeni ¢|Wy,, j =
1,...,l, na 2-dimenzionéalni podprostor, ktery odpovida A; je "otoceni"prostoru
Wi; o thel a;. Opravdu vy; - p(vyj) = vyj - (cosay vij — sinag va;) = cosag a
podobné vy, - p(va;) = voj - (sinay vij + cosay va;) = cosay. Je tedy odchylka

F(Vij,0(v15)) = a1 = S (va;, (va;)). %
Predchozi tivahy miizeme shrnout do nasledujici Véty.

Véta 1.4.3. Necht ki, ko, j jsou celd nezdpornd c¢isla a necht o je ortogondlni
transformace na V,, kterd md 1 jako ki-ndsobnou vlastni hodnotu, (—1) jako
ko-ndsobnou vlastni hodnotu a ddle md j dvogic komplexné sdruZenych kofeni s
ndsobnosti l;, i = 1,...,7, tj. n = ki + ko + 2% _7_,1l;. Potom V,, je piimym
souctem

Vi=U1® - ®Upjjp, W11 & --- & Wy,

kde U;, v = 0,..., k1, jsou jednodimenziondlni invariantni podprostory prislusné
vlastni hodnoté 1 , Uy, 4, © = 0,..., ke, jsou jednodimenziondlni invariantni pod-
prostory prislusné vlastni hodnoté (—1) a Wy, je 2-dimenziondlni l;-ty invariantni
podprostor dany kompleznim korenem \;, i =0, ..., 7. Navic ve V,, existuje orto-
normalni baze takovd, Ze v ni md matice transformace @ matici v blokové diago-
ndlnim tvaru, kde na diagondle je nejdiive ky hodnot 1, potom ko hodnot (—1) a

. cosq, sin oy
li blok1i Bl = i !

. radu 2,1 =0,...,7.
—sinq; cos q;

Diikaz. Véta vyplyva z predchozich tvah. O
Uloha 1.4.1. Ortogonalni transformace ¢ na R?® je dana matici
1 V6 V3
2 3 6
A= 0 —% —%5 . RozloZte R? na invariantni podprostory vzhledem k
V3 ov2 1
3 6

2
linearni transformaci ¢ a najdéte takovou béazi, ve které se matice ¢ rozpada na
diagonalni bloky.

Regeni: Charakteristicky polynom ¢ je |[A — A E3| = —A3 + 1, jeho kofeny

jsou A\; = 1, Aog = —% + z\/Tg Matice homogenni soustavy rovnic (1.2.9) pro
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1 V6 V3
2 3 6
A =1je 0 —3 —% a obecné feSeni této soustavy je generovano jed-
V3 V2 T
2 3 6
notkovym vektorem u; = (\/?6; ?1); —%) Déle pro komplexni kofen Ay = —% +
z%g uvazujeme homogenni soustavu rovnic (1.2.9) nad komplexnimi ¢sly s ma-
1— 43 V6 _ V3
2 3 6
tici 0 §— Z\/Tg —%5 . Obecné feseni je generovano vektorem s jed-
_ V3 V2 1,3
2 3 3 2
notkovymi realymi a imagindrnimi ¢astmi w = (—\/75 — 2;, %7 5~ Z‘/Tg) =
(=8, 22 L)1 (1,0, —¥3) = v, +ivy. Potom R? = U, & Wy, kde Uy = L(uy)
je vlastni smér prislusny vlastni hodnoté A\; = 1 a Wy = L(vy,vy) je dvoudimen-
zionalni invariantni podprostor prislusny kofentim A3 = 1 + 33, Snadno se
1 0 0
vidi, Ze baze (u;, vi,v2) je ortonormélnf a ze v ni ma ¢ matici {0 —3 \/75
0 —¥3 _1
V6 V2 V3 1.2v2. 1 ?? ’
AL 6.1. 1.2V2. : =
V komplexni bazi w; = (%553, —5), W = (=% — i3, 7575 —1%5) a W =
1 0 0
(— ‘[+ 1,2‘{,é+2‘[)magpcmatici 0 —%—i—i‘/?g 0 .l A
1 /3
0 0 —5 = 7 5



Kapitola 2

AFINNI ZOBRAZENI

V této kapitole budeme studovat zobrazeni afinnich prostort, ktera zobeciiuji
dobfe znédmé zobrazeni euklidovskych prostorti. Poprvé tato zobrazeni studoval
Leonard Euler v roce 1738 v praci Introductio in analysis infinitorum. Nazev
afinni zobrazeni je odvozen od latinského slova affinis, tj. pribuzny, a vyjadiuje
vztah mezi kiivkami, které se v téchto zobrazenich na sebe zobrazuji. Piikladem
takovychto pifibuznych kiivek je elipsa, ktera je afinnim obrazem kruznice.

Vsude v této kapitole predpokladame, Ze afinni prostory (znacime A, B, ...)
jsou realné a kone¢nédimenzionalni. Pokud bude nutno zvyraznit dimenzi, bu-
deme pro afinni prostor A dimenze n pouzivat oznaceni A,,.

2.1 Afinni zobrazeni

V této ¢asti skript definujeme afinni zobrazeni a popiSeme nékteré vlastnosti afin-
nich zobrazeni. Zékladnim pojmem, ktery je nutny pro definici afinniho zobrazeni,
je délici pomér ti{ kolinearnich (lezicich na jedné piimce) bodu, [HoJa|. Pfipo-
menme, ze pro t¥i kolinearni rizné body A, B,C € A, definujeme délici pomér
bodu C vzhledem k bodim A, B (v tomto poradi), jako realné ¢islo A = (C; A, B)

takové, ze
AC = \BC',

kde 0 £ \ £ 1.

Definice 2.1.1. Zobrazeni f afinniho prostoru A do afinniho prostoru A’ se
nazyva afinni zobrazent, jestlize méa nasledujici vlastnost: lezi-li navzajem ruzné
body A, B,C € A na pfimce, pak bud jejich obrazy f(A), f(B), f(C) splyvaji,

nebo jsou navzajem rizné, lezi na jedné piimce a

(f(C); f(A), f(B)) = (C; A, B).

31
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Poznamka 2.1.1. Afinni zobrazeni tedy muzeme charakterizovat jako linearni
zobrazeni (zobrazuje piimky na piimky) afinnich prostori, které navic zachovava
délici pomér t¥f bodi. Existuji linearni zobrazeni, ktera nezachovéavaji délici pomér
t¥{ bodu, napt. stfedové projekce. &

Priklad 2.1.1. V8echna shodna a podobné zobrazeni, se kterymi jsme se setkali
na stfedni skole, jsou afinni zobrazeni. Podobné také rovnobézné promiténi pro-
storu (dimenze 3) do roviny, které se pouziva v konstrukéni geometrii, je afinni
zobrazeni. Stfedové promitani prostoru do roviny neni afinni zobrazeni. @

Véta 2.1.1. Zobrazeni f : A — A’ je afinni prdvé tehdy, kdyz

AC=ABC = (A (C)=r(B)(C). (2.1.1)
kde A, B,C € A jsou libovolné.

Diikaz. Nejdiive ukdzeme, ze pro afinni zobrazeni je splnéna implikace (2.1.1).
Jsou-li A, B,C € A t¥i ruzné kolinearni body, spliuje A = (C; A, B), 0 # X\ #
1, pfedpoklad implikace (2.1.1). Podle Definice 2.1.1 jsou bud f ( )= f(B) =
£(C), a tedy FIAF(C) = 0 = \F(B)F(C), nebo f(A), f(B), £(C) jsou tii rizme
kolinearni body takové, ze A = (f(C); f(A), f(B)), tj. z definice délictho poméru
f(A)f(O§ = )\f(B)f(CS Implikace (2.1.1) je tedy splnéna.

Necht naopak plati implikace (2.1.1) pro libovolnou trojici bodu A, B,C € A
spliujici predpoklad. Pokud jsou body A, B, C' ruzné, musi byt z predpokladu
implikace kolinearni a A\ = (C’ A,B),0# X # 1. Pokud f(A) = f(C), dostaneme

o= \f(B C’; tJ f f(C). Podobng, pro f(B) = f(C), dostaneme o =
f C’; tj. f(A ) Konecné, pro f(A) = f(B), dostaneme f(A )f(C;:

A) f(C). To je mozné bud pro A = 1, coz je ale ve sporu s predpokladem,
nebo f(A) = f(C). Dohromady tak dostavame, ze podkud splyvaji dva z bodu
f(A), f(B), f(C), musi s nimi splyvat i tfeti. Necht jsou konecné vSechny body
f(A), f(B), f(C) € A’ razné, potom f(A)f(Cj = )\f(B)f(C’j je ekvivalentni s
tim, Ze jsou tyto body kolinearni a A = (f(C); f(A), f(B)). Je tedy f splhujici
implikaci (2.1.1) afinni zobrazeni. O

Véta 2.1.2. Necht f: A — A’ je afinni zobrazeni. Potom pravidlo

J(AB) = f(A)f(B), YA BeA,

urcuje linedrni zobrazeni py ze Z(A) do Z(A’).

Diikaz. Nejdiive se musi ukazat, Ze ¢y je korektné definované zobrazeni, tj. Ze
nezavisi na umisténi vektoru u = 1@ Necht @ je jiné umisténi vektoru u. Z
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Obrazek 2.1.1: K ditkkazu Véty 2.1.2

ekvipolence to nastava pravé tehdy, kdyz stfedy tsecek AD a BC splyvaji (viz
Obrazek 2.1.1).

Protoze afinni zobrazeni zachovavi délici pomér, zobrazi stied tsecky opét
do stfedu usecky (stied tsecky je bod s délicim pomérem minus jedna vzhledem
ke krajnim bodim). Odtud je bod f(S) spoleénym stfedem tsecek f(A)f(D) a
F(B)f(C), a tedy vektory f(A)f(B) a f(C)f(D) jsou umisténim tého# vektoru
wr(u). Je tedy ¢ korektné definované zobrazeni.

Necht u = ABav = B? jsou dva vektory. Podle druhého axiomu afinniho
prostoru je u 4+ v = AB + BC = AC. Potom or(a) + @p(v) = f(A)f(B; +
F(B)f(C) = FAf(C) = @¢(u+v) aje tedy splnéna prvni podminka pro linearni
zobrazeni.

Necht u = E av = 1@ jsou dva vektory takové, ze v = ku, tj. 1@ =

KAL. Odtud je podle Véty 2.1.1 f(A)f(C) = kf(A)f(B), coz znamena, ze ¢ ;(v)
= koyr(u), a tedy ¢y je linearni zobrazeni. ]

Definice 2.1.2. Linearni zobrazeni ¢y : Z(A) — Z(A’) definované v predchozi
Véteé 2.1.2 se nazyva asociované linedrni zobrazeni afinniho zobrazeni f : A —

A

Poznamka 2.1.2. Libovolny bod X € A ma vyjadieni X = B + 34X> = B +u,
kde u = BX. Potom vr(u) = gpf(B‘X)) = f(B)f(X) = f(X) — f(B) implikuje

J(X) = J(B) + ¢s(BX) = [(B) + p(u) . o

Poznamka 2.1.3. Asociované linearni zobrazeni daného afinniho zobrazeni f je
tedy jediné linearni zobrazeni takové, ze komutuje nésledujici diagram
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Ax AT pwn

Z(A) —L s Z(A)

Ve Vété 2.1.2 jsme jednoznac¢né danému afinnimu zobrazeni f : A — A’
piifadili asociované linearni zobrazeni ¢y : Z(A) — Z(A’). Opacné ale dané
linearni zobrazeni jesté neurcuje afinni zobrazeni.

Véta 2.1.3. Necht ¢ : Z(A) — Z(A') je linedrni zobrazeni a necht B € A a
B' € A jsou libovolné body. Pak existuje jediné afinni zobrazeni f : A — A’
takové, Ze f(B) = B' a ¢ = ¢y.

Diikaz. Existence: Necht libovolny bod X € A mé vyjadieni X = B +u =
B+ j}?}? . Definujme zobrazeni f : A — A’ predpisem

F(X) =B +¢(u). (2.1.2)

UkaZzeme, Ze f je afinni zobrazeni. Staci dokazat platnost (2.1.1). Necht tedy
X,Y, Z € A jsou tii rizné body takové, 7ze ﬁ Aﬁ Potom

FX)F(Z5 = £(2) - f(X) = B'+ ¢(BZ) — B — o(BX)
(E?E%ZWZ? (X 7)

(

(o

2
gp)\ﬁ) @(ﬁ—)\goﬁ+ﬁ
A¢§7 p(BY)) ‘Wﬂ)—BW%ﬂW—B%

= MJ(2) — f(0V) = M) (Z).

Snadno se nahlédne, ze f(B) = B a g5 = ¢.

Jednozna¢nost: Necht ¢ : A — A’ je afinni zobrazeni takové, ze g(B)
s = . Potom ¢g(X) = g(B+u) = g(B)+¢,(u) = B'+¢(u) aodtud g =

Oznac¢me jako f(A) aplny obraz afinniho prostoru A4, tj.
flA={X"ed|FIX e A: f(X)=X"}.
Véta 2.1.4. f(A) je afinni podprostor v A'.

Diikaz. Zvolme libovolny bod B € A. Potom kazdy bod X € A je tvaru X =
B+4+u,ue Z(A),a

fA) ={f(X) = F(B) + ps(w)[Vu € Z(A)} = {f(B); Im(¢y)},
tj. f(A) je afinni podprostor v A" uréeny bodem f(B) a zaméfenim Im(py). O
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Poznamka 2.1.4. Protoze f(A) je afinni podprostor v A’, je dim(f(A)) <
dim A" a podobné je dim(f(A)) < dim A (to plyne z toho, Ze pro linearni zobra-
zeni ¢¢ je dim(Im(py)) < dim Z(A)). Pfitom dim(f(A)) = dim A pravé tehdy,
kdyz f je prosté, a dim(f(A)) = dim A" pravé tehdy, kdyz f je surjektivni.

Véta 2.1.5. Afinni zobrazeni f je prosté prdve tehdy, kdyz jeho asociované zob-
razené€ s je prosté. Afinnid zobrazeni f je surjektivni prave tehdy, kdyz jeho aso-
ciované zobrazené @y je surjektivni.

Diikaz. Pro kazdé dva body X,Y € A plati f(X)f(Y; = gof()ﬁ/)). Neni-li f
prosté, existuji dva rizné body X,Y takové, ze f(X) = f(Y) a tedy existuje
nenulovy vektor u = XY takovy, Ze pr(u) = o, tj. ¢ neni prosté. Neni-li naopak
@y prosté, existuje nenulovy vektor u takovy, ze ps(u) = o a f(X +u) = f(X)+
pr(u) = f(X). Protoze X # X +u neni ani f prosté. Dohromady tak dostavame,
ze f je prosté prave tehdy, kdyz ¢ je prosté.

Necht f je surjektivni zobrazeni a v € Z(A’) je libovolny vektor. Necht K,
L' € A’ jsou takové body, ze v/ = K'L’'. Pak existuji body K,L € A takové,
ze f(K) = K', f(L) = L' a odtud ¢s(v) = v/, kde v = KL. Tedy také ¢y je
surjektivni. Necht obracené ¢ je surjektivni zobrazenia Z € A’ je libovolny bod.
Zvolme libovolny bod B € A a polozme v’ = f(B)Z. Podle predpokladu existuje
vektor v € Z(A) takovy, ze ps(v) = v'. To ale znamena, ze Z = f(B) + ¢s(v) =
f(B+v), atedy f je surjektivni. O

Definice 2.1.3. Hodnosti afinniho zobrazeni f : A — A’ rozumime dimenzi
podprostoru f(.A). Hodnost afinniho zobrazeni f budeme oznacovat h(f).

Poznamka 2.1.5. Protoze hodnost afinntho zobrazeni je dana dimenzi f(A),
ktera je dana dimenzi Imey, je h(f) = h(py). &

Disledek 2.1.1. Necht f: A, — A} je afinni zobrazeni. Pak:
1. fjeprosté < h(f) =n < m;
2. f je surjektivni < n > h(f) = m;
3. fjebijekce & h(f) =n=m.

Diikaz. Vyuzijeme Vétu 2.1.4 a Poznamku 2.1.4.
1. f je prosté < n = dim A = dim f(A) < dim A" = m.
2. f je surjektivni < f(A) = A" < m =dim A’ = dim f(A) < dim A = n.

3. Toto tvrzeni je pfimym dusledkem 1. a 2. tvrzeni véty. [

Véta 2.1.6. Afinni zobrazent f : A — A’ zobrazuje podprostor v A na podprostor
v A" a zachovdvd rovnobézinost podprostorii.
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Diikaz. Necht B C A je podprostor uréeny bodem B a zaméfenim W, tj. B =
{B;W}. Potom X € B je ekvivalentni X = B 4+ w, kde w € W. Odtud

f(B) = {f(B) + ¢s(w)lw € W}

a protoze Im(¢f|W) = ¢;(W) je vektorovy podprostor v Z(A'), je f(B) =
{f(B);ps(W)} afinni podprostor v A’

Necht B = {B;W} a C = {C;U} jsou dva rovnob&zné podprostory v A.
Pripomenime, ze B || C < W CU VU C W. Odtud (W) C ¢p(U) V ¢r(U) C
wr(W), coz je ekvivalentni f(B) || f(C). O

Poznamka 2.1.6. Afinni zobrazeni nezachovavéa obecné dimenzi prostoru, proto
se napf. dvé rovnobézné piimky zobrazi bud do rovnobéZnych piimek nebo na
dva body, které ale chapeme také jako rovnobézné afinni podprostory. &

Poznamka 2.1.7. Uvazujme afinni zobrazeni f : A — A’, jehoZ asociované
linearni zobrazeni mé nenulové jadro, t.j. existuje nenulovy vektor u € Ker(py).
Potom kazda piimka p : X = B + tu se zobrazi do bodu f(B) € A’. Obecné

J{B;Ker(gp)}) = f(B). ¢
Véta 2.1.7. Je-li f : A — A afinni zobrazeni a B C A afinni podprostor, je

fIB: B — A afinni zobrazeni a jeho asociované linedrni zobrazens je | Z(B).

Diikaz. Toto tvrzeni je pfimym dusledkem Definice 2.1.1 a Véty 2.1.1. Opravdu,
pokud plati (2.1.1) pro libovolné body A, B,C € A, plati to i pro A, B,C € B C
A. O

Véta 2.1.8. Necht f: A— A ag: A — A" jsou dvé afinni zobrazeni. Potom
gof: A= A" je opét afinng zobrazeni takové, Ze pyor = @g0 @y.

Diikaz. Plati-li pro tii body A4, B,C € A rovnost 1@ = )\@ , plati také rovnost
F(A)YF(C) = Mf(B)f(C) protoze f je afinni zobrazeni. Potom ale také

protoze i g je afinni zobrazeni. Podle Véty 2.1.1 je tedy g o f afinni zobrazeni.

Pro asociované linearni zobrazeni dostaneme (,pgof(@) = g(f(A)g(f(B)) =
2o (FAI(B)) = ¢4(5(AB) = (¢, 0 ¢7)(AD). 0

Véta 2.1.9. (O urcenosti afinniho zobrazeni) Necht Ay,..., A, € A, jsou
libovolné body v obecné poloze a necht Aj,..., A, € Al jsou libovolné body.
Pak existuje pravé jedno afinni zobrazeni f : A, — Al takové, Ze f(A;) = AL,
1=0,...,n.
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Diikaz. Piedpoklad, Zze body Ag, ..., A, € A, jsou v obecné poloze je ekvivalentni
s tim, ze vektory AgAj,...,AgA, tvori béazi \Z(An). Definujme zobrazeni ¢ :
Z(A,) — Z(A.,) predpisem p(AgA;) = ALAL i = 1,...,n. Podle Véty 1.1.2
je hodnotami na bézi urceno jediné linedrni zobrazeni ¢ a podle Véty 2.1.3 je
predpisem

F(X) = A+ o(AX)
urceno jediné afinni zobrazeni, které ma zfejmé pozadované vlastnosti, protoze

FERr: =y
f(A) = Ay + p(Agd;) = Ay + AgA; = Ay,

jak plyne z predpokladu. O]

Poznamka 2.1.8. Afinni zobrazeni z afinni roviny A, je tedy urceno obrazy tii
bodii v obecné poloze (vrcholi trojihelnika) a afinni zobrazeni z afinniho prostoru
Ajs je ur¢eno obrazy ¢tyt bodi v obecné poloze (vrcholu ¢tyfsténu). Specielné tak
napr. dostavame, ze libovolné dva trojuhelniky AABC a ANA'B'C' v Aj jsou
afinni ve smyslu, Ze existuje jediné afinni zobrazeni A, na sebe, které zobrazi

ANABC na NA'B'C'. &

Uloha 2.1.1. Necht je déna afinni rovina Aj, v ni pfimka p a smér L(s) nerov-
nobé&zny s p. Dokazte, ze zobrazeni, které kazdému bodu X € A, prifadi bod
X'"=pn{X;L(s)} je afinni zobrazeni Ay na p.

Resent: Necht X,Y,Z € A, jsou tfi rizné body lezici na jedné primce ¢q. Potom
bud ¢ || s, a tedy X’ = Y’ = Z’) nebo ¢ neni rovnobé&na s s a X' Y’ 7'
jsou t¥i ruzné kolinearni body (lezi na pfimce p). Musime jesté ukazat, ze napft.
(Z;X,Y) = (Z'; X",Y") (viz Obrazek 2.1.2). To je ovSem disledkem Véty 8.4

X v 7!
Obrazek 2.1.2: K Uloze 2.1.1

skript [HoJa|. Tato véta ¥ika, Ze jsou-li sy, o, s3 tii rizné navzajem rovnobézné
piimky, potom je libovolnd s nimi riznobézna piimka r protind v trojici bodu
S; = s; Nr a délici pomér (S3; 51, 52) je konstantni, nezéavisly na volbé piimky r.
Aplikaci této véty na s; = {X; L(s)} || s = {Y; L(s)} || s3 = {Z; L(s)} a pfimky
p, q dostaneme pozadovany vysledek. A
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Uloha 2.1.2. V A, je dan AABC a libovolné tii body A’, B’,C". Uréete obraz
libovolného bodu X v afinnim zobrazeni Ay do Aj, které zobrazi A — A’ B —
B,.C— (.

Resend: Ulohu vyTesime konstrukéné nejdiive pro obecny piipad, kdy jsou body
A’ B',C" v obecné poloze (viz Obrazek 2.1.3). Je-li bod X; totozny s nékterym

X C’ B'=X,

Obrazek 2.1.3: K Uloze 2.1.2

bodem A, B,C, je i jeho obraz X totozny s pfislusnym bodem A’, B',C’ (na
Obréazku 2.1.3 je to bod B). Lezi-li bod X5 na nékteré z pfimek urc¢ené body
A, B,C, napt. na piimce AC, lezi jeho obraz na obrazu této piimky tak, ze se
zachovéa délici pomér vzhledem k prislusnym vrcholim. Tedy na piimce A'C’
existuje jediny bod X} takovy, ze (X3;A,C) = (X5; A, C"). Kone¢né, nelezi-li
bod X3 na zadné z primek urcené body A, B, C, spojime ho s libovolnym z téchto
bodt, napt. s bodem C', a oznac¢ime Y prisecik této spojnice s piimkou urcenou
zbyvajicimi body, tj. body A, B. Podle predchoziho kroku existuje jediny bod Y’
na na piimce A’'B’, takovy, ze (Y; A, B) = (Y'; A, B') . Potom je bod X} jediny
bod na piimce C'Y” takovy, ze (X3;Y,C) = (X4 Y/, C7).

Situace, kdy jsou body A’, B’, C" kolinearni rizné se vyresi naprosto stejné.

Splyvaji-li nékteré dva z bodu A’, B’, C’, napt. A’ = B’, pak kazdy bod primky
AB se zobrazi do bodu A’. Jinak je postup zachovan.

Pokud splynou v8echny body A’, B’,C’, je obraz libovolného bodu X roven
Al A

2.2 Analytické vyjadreni afinniho zobrazeni
Necht R = (P;ey,...,e,) je afinni repér v afinnim prostoru A, a necht dale R’ =
(@Q;dy,...,d,,) je afinni repér v afinnim prostoru A’ . Uvazujme afinni zobrazeni

f: A, — A, a jeho asociované zobrazeni ¢y : Z(A,) — Z(A,,). Ozna¢me jako
[b1;. .. ; by afinni souradnice bodu f(P) € Al v repéru R/, tj.

f(P)=Q+ijdj~
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Oznac¢me (ay;; ... ; any) soufadnice vektoru ¢y(e;) v bazi (dy,...,dn), tj.
gof(ei):Zajidj, Zzl,,n
j=1

Necht X € A, jelibovolny bod, ktery mé v repéru R afinni souradnice [x1;. .. ; 2,),
£,

i=1

Soutadnice bodu f(X) € A/, v repéru R’ oznacme [zy;... ;2,], t].
fX)=Q+) aid;. (2.2.1)
j=1

Na druhé strané
f(X)=f(P+ Zl’iei) = f(P)+ @f(zxz‘ei)

= f(P)+ D _mipsles) (2.2.2)

= Q+ ijdj + inZaﬁdj .
j=1 =1 j=1

Protoze je souradnicové vyjadieni bodu déano jednoznac¢né, dostaneme porovna-
nim soutradnicovych vyjadieni (2.2.1) a (2.2.2) vztah pro soufadnice bodi X a
f(X) ve tvaru

zgzzaﬁxﬁbj, j=1,....m, (2.2.3)
=1

ktery budeme castéji psat maticové

/
Ty ayjp - Q1 Ty by
=1 : : S I N I (2.2.4)
! b
Lo, Am1 Amn Tn m

nebo symbolicky
(f(X) = AX)+ B, (2.2.5)
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L1
kde (X) = | : | oznacuje sloupcovou matici soufadnic bodu X vzhledem k afin-
Ty,
7
nimu repéru R a (f(X)) = (X')=| : | oznacuje sloupcovou matici soufadnic
T

bodu f(X) vzhledem k afinnimu repéru R'.

Naopak uvazujme redlnou matici A = (a;;) typu m/n, redlnou matici B = (b;)
typu m/1 a zobrazeni, které kazdému bodu X = [zy;... ;x,] € A, prifadi bod
f(X)=X'=[2/y;... ;2] € A, takovy, ze

¥y =Y ajri+b;,j=1...,m. (2.2.6)
i=1
Ukazeme, ze f je afinni zobrazeni. Uvazujme t¥i body X,Y,Z € A, takové, ze
X7 = \Y Z. V soufadnicich to znamena, ze (z; — x;) = Mz — ), Vi=1,...,n.
Pro souradnice [2'1;... ;2] [V/1;- - 5 ), [215- - 5 2'm) obraza X', Y’ Z' bodu
X,Y, Z pak dostaneme

Z; — /y; = Z ajiZ; + b Z @ 5iY; + b Z ajl( Zj yz) )

i=1 =1

g g .
tj. X'Z' = \Y'Z" a podle Véty 2.1.1 je f afinni zobrazeni.

Predchozi uvahy tak miiZzeme shrnout do nasledujici véty.

Véta 2.2.1. Nechl jsou ddny afinni repéry R = (P;eq,...,e,) v A, a R\ =
(@Q;dy,...,dy) v A Je-li f: A, = A, afinni zobrazeni, pak existuje redlnd
matice A = (a;;) typu m/n a redlnd matice B = (b;) typu m/1 takové, Ze pro
soutadnice bodu X = [x1;... ;2,) a f(X) = [21;... ;2] plati vatah (2.2.4).
Naopak, je-li A = (a;;) redlnd matice typu m/n a B = (b;) redlnd matice
typu m/1, je zobrazent, které kaZdému bodu X = [x1;...;x,] € A, pFifadi bod
f(X)=X" =[2v;... ;2] € A, takovy, Ze
¥y =Y ajri+b, j=1...,m (2.2.7)
i=1

afinni zobrazend. O
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Definice 2.2.1. Vztahy (2.2.3) — (2.2.5) se nazyvaji souiadnicovym vyjddienim
nebo souradnicovymi rovnicems afinniho zobrazeni f vzhledem k danym afinnim
repérum R a R'.

Poznamka 2.2.1. Pii pevné zvolenych afinnich repérech v A, a A/ je tedy
vztah mezi afinnimi zobrazenimi a maticemi A, B vzajemné jednozna¢ny. Z vySe
popsaného popisu souradnicového vyjadieni afinniho zobrazeni vyplyva, jaky je
geometricky vyznam matic A, B. Matice A je typu m/n a jeji sloupce jsou sou-
fadnice vektort ¢y (e;) € Z(Aj,) vzhledem k bazi (dy,...,d,,). Sloupcova matice
B typu m/1 je tvofena soufadnicemi bodu f(P) € A/, vzhledem k repéru R/, tj.

B = (f(P)). &
Poznamka 2.2.2. Afinni repér R v A, (respektive R’ v A! ) je mozno chapat
jako bijekci R : A, — R"™ (respektive R’ : Al — R™), |[HoJa|. Souradnicové
vyjadreni afinniho zobrazeni f : A, — Al je potom zobrazeni z R" do R™, které
je dano slozenim zobrazeni R’ o f o R™! podle nésledujictho diagramu

-1
AR g
/ o
A, gm

Definice 2.2.2. Matice A v (2.2.5) se nazyva matice afinniho zobrazeni f vzhle-
dem k danym afinnim repérim R a R’'.

Poznamka 2.2.3. Z definice hodnosti afinniho zobrazeni je ziejmé, ze h(f) =
h(A), kde A je matice zobrazeni vzhledem k libovolnym repéram. &

Priklad 2.2.1. Mnozinu realnych ¢isel R miizeme chapat jako jednorozmérny
afinni prostor. Potom line4rni funkce f(x) = ax + b je vlastné afinni zobrazeni
f:R—=R. @

Uvazujme vektor u = XY = (u;... ;u,) € Z(A,). Z definice asociovaného
linedrniho zobrazeni je v souradnicich

(pr(u)) = A(Y) + B = (A(X) + B) = A((Y) — (X)) = A(u),
tj. souradnicové vyjadieni asociovaného linearnfho zobrazeni ¢ je tvaru

Uy aix - Qin Uy
= : s (2.2.8)
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nebo maticové

(u') = A(u), (2.2.9)

kde (pf(u)) = (u') = | : | oznacuje sloupcovou matici souradnic vektoru ¢¢(u)

/

U,

vzhledem k afinnimu repéru R’. Matice A je tedy soucasné i matici ¢y v béazich
(e1,...,e,) na Z(A,) a(dy,...,d,) na Z(A).

Matice A, B prifazené afinnimu zobrazeni zavisi na zvolenych afinnich repé-
rech. V nasledujici vété si ukdzeme, jaky je vztah mezi maticemi téhoz afinniho
zobrazeni v ruznych afinnich repérech.

Véta 2.2.2. Necht R, R jsou dva afinni repéry na A, a R', R’ jsou dva afinni
repéry na Al . Oznacme transformacni rovnice prechodu od repéru R k repéru R

maticove (X) = K(X)+L a transformacni rovnice prechodu od repéru R' k repéru
R’ maticove (X') = M(X') + N. Necht f : A, — A’ je afinni zobrazent, které
md soutadnicové vyjddreji vzhledem k repérim R a R’ ddno maticové (X') =
A(X)+ B a souradnicové vyjddieji vzhledem k repérim R a R’ je ddno maticové

(X)) =C(X)+ D. Pak
C=M'AK, D=M'YAL+B~-N). (2.2.10)

Dikaz. Do maticové rovnice f vzhledem k repérim R a R’ dosadime na levou
stranu transforma¢ni rovnice pifechodu od repéru R’ k repéru R’ a na pravou
stranu transformac¢ni rovnice pfechodu od repéru R k repéru R. Dostaneme

M(X')+ N=AK(X)+ L)+ B.
Protoze je matice M regularni, dostaneme odtud tpravou
(X')=MT'AK(X)+ MY (AL+ B - N),

coz je maticovy zapis soufadnicového vyjadieni f vzhledem k repérim R a R'.
Porovnanim s puvodnim zapisem potom dostaneme tvrzeni véty. O]

Protoze souradnicové vyjadieni afinniho zobrazeni je zavislé na zvolenych afin-
nich repérech, zajima nés, zda neni mozné zvolit afinni repéry tak, aby mélo afinni
zobrazeni nejjednodussi mozné rovnice. Dostavame vétu.

Véta 2.2.3. Necht f: A, — Al je afinni zobrazeni hodnosti h. Potom existuji
takové afinni repéry R = (P;eq,...,en) v A, a R = (Q;dy,...,d,) v A, Ze

vzhledem k téemto repérim md [ souradnicové vyjadient
! / .
Ty = T, Tpe =0,

(2.2.11)
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Diikaz. Afinni repér R = (P;eyq,...,e,) v A, zvolime libovolné tak, aby vek-
tory e, j = h+1,...,n, lezely v Ker(¢y). To znamena ze vektory ¢y(e;),
i = 1,...,h, jsou linedrné nezavislé a tvori bazi v Imp, C Z(A! ). Afinni re-
pér R' = (Q;dy,...,d,,) v A, volime nasledujicim zpisobem. Q = f(P),
d, = psle), i = 1,...,h, dj, j = h+1,...,m, volime libovolné tak aby
(dy,...,d,,) byla baze Z(A!)). V takto zvolenych repérech ma f uvedené rovnice
(2.2.11). O

Poznamka 2.2.4. Afinni repéry ztotoznuji afinni prostor A4,, s R™ a afinni prostor
Al s R™. Potom z predchozi Véty 2.2.3 a Poznamky 2.2.2 vyplyva, ze sourad-
nicové vyjadreni injektivniho afinniho zobrazeni f : A, — A/, h(f) =n < m,
je ve vhodné zvolenych soutadnicich vlastné kanonické vlozeni R” do R™, kdy
usporadanou n-tici [xi;...;x,] doplnime na m-tici realnych ¢isel nulami, t;.
R S PR e | O U

Podobné pro surjektivni afinni zobrazeni, kdy h(f) = m < n, je ve vhod-
nych souradnicich toto zobrazeni vyjadieno jako kanonickd projekce R™ na R™,
kdy z usporfadané n-tice [z1;... ;z,| vezmeme pouze prvnich m ¢lent a ostatni
vynechame, tj. [T1;. .. ;T Tomat; - -3 T > [T15 000 2] O

Véta 2.2.4. Necht na afinnim prostoru A, je ddn repér R, na afinnim prostoru
Al je dan repér R’ a na afinnim prostoru A’ je ddn repér R". Necht f : A, —
Al je afinni zobrazent, které md vzhledem k repérim R a R’ maticové vyjddient
(X') = A(X) + B. Necht g : A}, — A’} je afinni zobrazeni, které md vzhledem
k repérim R’ a R maticové vyjadreni (X"") = C(X') + D. Pak afinni zobrazeni
go f: Ay — A’ md vzhledem k repérim R a R" maticové vyjadient

(X" =CAX)+CB+D. (2.2.12)
Diikaz. Staci dosadit z maticového vyjadieni f do maticového vyjadieni g. [

Poznamka 2.2.5. Matice slozeného zobrazeni g o f je tedy sou¢in matic ptivod-
nich zobrazeni v prislusném poradi. Protoze B je matice tvorena soufadnicemi
obrazu pocatku repéru R v zobrazeni f, je matice C'B + D obrazem pocatku
repéru R v zobrazeni g o f, a to je v souladu s geometrickym vyznamem téchto
koeficienti popsanym v Poznamce 2.2.1. &

Uloha 2.2.1. Afinni zobrazeni f : Ay — A; je dano obrazy tif bod Ay, Ay, As
v obecné poloze. Urcete rovnice tohoto zobrazeni jestlize vzhledem k néjakym
afinnim repérim R v Ay a R’ v A3 je 4 = [1;1] — A} = [4,4;,0], Ay =
(L1 = A = [28;0], Az =[-1;—1] — A = [-2;2; -2].

Resend: Oznagme jako obvykle afinnf souradnice na A, jako [z;y] ana Aj jako
[2;y/; 2']. Potom rovnice afinniho zobrazeni f : As — Aj jsou dany maticové

x 11 a2 b1
, T
y | = | a1 a2 ( ) + | bo
/ Y b
3

z a31 as2
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Dosazenim soutadnic bodi A; na pravou stranu a soufadnic bodi A; na levou
stranu soufadnicovych rovnic dostaneme soustavu deviti nehomogennich linear-
nich rovnic pro devét koeficientt a;j, b;, @ = 1,2,3, j = 1,2. Tato soustava se
rozpadne na tii soustavy pro koeficienty jednotlivych fadku a tyto soustavy maji
stejnou matici zhomogenizované soustavy. Daji se tedy FeSit soucasné tpravami
matic. Dostaneme

1 11 4 1 4 0 1 00 1 -2 0
-1 11 2 18 0] ~10 1 0 | 2 3 1
-1 -1 1 -2 | 2 -2 0 01 1 3 -1

Sloupce za ¢arou odpovidaji neznamym piislusného fadku matic A a B a soutad-
nicové rovnice zobrazeni f je tvaru

x’ 1 2 . 1
y]=1-2 3 ( ) +1 3
2 0 1)\ ~1
Praktickd pozndmka: PTi ipravé matice soustavy na schodovity tvar je vy-
hodné pfevést matici pred ¢arou az na jednotkovou matici. Potom za ¢arou do-

staneme primo vysledek. Ve sloupcich za ¢arou jsou koeficienty piislusnych radka
matic A a B. A

Uloha 2.2.2. Urcete maticovou rovnici afinnfho zobrazeni f : As — Aj, jestlize
jsou v soufadnicich vzhledem k pevnému afinnimu repéru R = (P; e, s, e3) dany
obrazy ¢(v1), pr(va), p(vs) vektort vy, vo, v v homomorfismu ¢ asociovaném
s faobraz f(R) = R bodu R : vi = (1;1;0) — ¢s(v1) = (1;2;0), vo =
(—1;0;2) = @s(ve) = (1;1;-4), v3 = (2;1;-1) = ¢s(vs) = (1;1;3), R =
0;—1;3] — R = [2; —3; —1].

Reseni: 1. metoda: Jestlize je (X') = A(X) + B maticova rovnice afinniho
zobrazeni f : Az — As, kde (X) a (X)' jsou sloupcové matice souradnic bodu
X a f(X) = X’ vzhledem k afinnimu repéru R, pak (u’) = A(u) je maticova
rovnice linearniho zobrazeni ¢y : Z(A3) — Z(Aj) asociovaného s f. Uréime
nejdiive matici A. Dosazenim soutadnic vektortu v;, i = 1,2, 3, do pravé strany a
soutadnic vektort ¢(v;) do levé strany soufadnicového vyjadieni ¢, dostaneme
soustavu deviti nehomogennich linearnich rovnic pro devét neznamych koeficientt
matice A. Tato soustava je regularni (plyne z nezévislosti vektora vy, vy, v3) a
rozpadne se na tii soustavy po tfech neznamych koeficientech jednotlivych radkii.
Protoze jsou matice zhomogenizovanych soustav stejné, daji se tyto tii soustavy
reSit soucasné upravami matic. Dostaneme

1 1 0 1 2 0 100
-1 0 2 1 1 41 ~101 0] 0 3 —2
21 -1 1 1 3 0 01
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Sloupce za ¢arou odpovidaji neznamym piislusného radku matice A, tj.

1 0 1
A=|-1 3 0
2 =2 -1

Matici B nyni dostaneme dosazenim soutadnic R a R’ do obecné rovnice
afinntho zobrazeni, tj. B = (R') — A(R), coz v nasem piipadé dava

2 1 0 1 0 -1
B=|-3]—-]1-1 3 0 -1] = 0
—1 2 =2 -1 3 0

Maticova rovnice afinniho zobrazeni je tedy

x 1 0 1 x -1
y]l=(-1 3 0 yl+{ O
2 2 -2 -1 Yy 0

II. metoda: Vime, Ze ve sloupcich matice A jsou soufadnice vektori ¢y(e;).
Zadani obrazt vektorii v; se d& interpretovat také vektorovymi rovnicemi

prer) +yr(er) =e; + 2ey,
—py(er) +2ps(es) =e1 + ey —deg,
2p0p(e1) +pp(ex) —¢rles) =e + ey + 3es,

odkud upravami dostaneme

SOf(el> =e; — ey + 2e;s,
vr(es)
vr(es)

382 — 263 s

€ — €3,

a tedy matice A je stejna jako pri I. metodé. Matice B se urci naprosto stejnym
zpusobem jako v I. metodé.

ITI. metoda: Protoze jsou vektory v;, 1 = 1,2, 3, linearné nezavislé, jsou body
R, R+vy, R+vy, R+ v3 v obecné poloze. Protoze zname jejich souradnicova vy-
jadreni i souradnicova vyjadieni jejich obrazii, mizeme pouzit metodu popsanou
v feseni Ulohy 2.2.1. Vysledné rovnice budou totozné jako v I. medodé. A

Uloha 2.2.3. Ztransformujte rovnice afinniho zobrazeni f z Cviceni 2.2.1 do
novych repérit R = (P;ej,es) v Ay a R’ = (Q;d;,dy, d3) v A3, kde ve starych
soufadnicich je P = [1;1], e; = (1;2), e = (—151), Q@ = [1;0;1], d; = (2;1;2),
dy = (0;1;1), d3 = (1;2;0).
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Resent: Transformaéni rovnice pro soutradnice pti pfechodu od afinntho repéru
R k repéru R v Aj (respektive od afinniho repéru R’ k repéru R’ v A3) jsou tvaru

2\ (1 -1\ (7 (1 v 2 01y [T !
( > = (2 1> () + (1) , respektive |/ | =1 1 2 y |+ 10

Y Y % 2 10/ \z 1
Dosazenim transformacnich rovnic v A3 do levé strany a transformacnich rovnic
v Ay do pravé strany v rovnicich f dostaneme

8

ISR

2 01 T 1 1 2 1 -1 = 1 1
vl ()= (o] = (=2 ) (3 D)) ()] ( 2)
210 Z 1 01 -1
odkud uréime (X’) tim, Ze vynasobime obé& strany maticové rovnice matici
1 2 -1 1 2 01
—| -4 2 3|, ktera je invezni matici k matici | 1 1 2 |. Po roznasobeni
Pl1 2 2 210
a upravé dostaneme maticovou rovnici f v novych repérech ve tvaru
i 8 —2 _ 3
7l=2{-=2 o (gf>+1 6. A
7] S\ 9 9 2\ 4

2.3 Modul afinniho zobrazeni, grupa afinit

V této a nasledujicich ¢astech skript se budeme zabyvat afinnimi zobrazenimi n-
rozmérného afinniho prostoru na sebe. Protoze slozenim dvou afinnich zobrazeni
dostaneme opét afinni zobrazeni, je mnozina vSech afinnich zobrazeni daného
afinniho prostoru uzaviena vzhledem k operaci skladani zobrazeni. Dostaneme
tak pologrupu s neutralnim prvkem, kterym je identita. Navic je tato pologrupa
nekomutativni.

V souradnicich potom vyjadiujeme afinni zobrazeni pouze vzhledem k jed-
nomu afinnimu repéru a matice zobrazeni je ¢tvercova matice fadu n.

Véta 2.3.1. Necht md afinni zobrazeni v néjakém afinnim repéru souradnicové
vyjadient (f(X)) = A(X) + B. Potom ¢éislo |A| je nezdvislé na zvoleném repéru.

Dikaz. Méjme na A, dva repéry R a R’. Necht () je matice pfechodu od prvniho
repéru k druhému, a necht (f(X)) = A(X)+ B je souradnicové vyjadieni afinniho
zobrazeni f vzhledem k repéru R a (f(X)) = C(X)+ D je souradnicové vyjadieni
f vzhledem k repéru R’. Potom podle Véty 2.2.2 je C = Q1 AQ a odtud

1

Cl=10"tA0| = |07 - |A| - — .
O =1QTAQ| = Q7| - |A] - Q] 0]

[Al-1Q[ = [A]. O
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Definice 2.3.1. Cislo |A|, které je jednoznaéné piifazeno afinnimu zobrazeni
f, se nazyva modul afinniho zobrazeni a znac¢ime ho m(f).

Véta 2.3.2. Necht f,g jsou dvé afinni zobrazeni na A,. Potom
m(fog)=m(go f)=m(f) mg).

Diikaz. Méjme v néjakém repéru zobrazeni f a g dana maticovymi rovnicemi
(f(X)) = A(X) + B, (9(X)) = C(X) + D. Potom ((f 0 g)(X)) = A(C(X) + D) +
B =AC(X)+ AD+ B am(fog) =|AC| = |A]|-|C| = m(f)-m(g). Podobné
((go N)(X)) = CAX) + B)+ D = CAX) + CB+ D am(go f) = |CA| =
Cl-1A] = [A] - [C] = m(f) - m(g). O

Poznamka 2.3.1. Modul je tedy prikladem homomorfismu z nekomutativni po-
logrupy do komutativni pologrupy realnych ¢isel. &

Mezi afinnimi zobrazenimi 4, na sebe hraji vyznamnou roli ta zobrazeni,
jejichz modul je nenulovy, tj. jejichz matice v libovolném repéru je regularni.
Tyto afinni zobrazeni se nazyvaji requldrni afinni zobrazend.

Definice 2.3.2. Vzijemné jednoznac¢né afinni zobrazeni n-rozmérného afinniho
prostoru A,, na sebe se nazyva afinni transformace nebo afinita prostoru A,.

Poznamka 2.3.2. Afinita prostoru 4, je regularni zobrazeni, protoze jeho matice
je regularni. To vyplyva z toho, ze je-li afinni zobrazeni f bijekce na A,, je jeho
hodnost rovna n a odtud vzhledem k libovolnému repéru je n = h(f) = h(A) <

Al # 0. &

Véta 2.3.3. Viechny afinity afinniho prostoru A, tvori grupu vzhledem k operaci
skladdni zobrazent.

Diikaz. Slozenim dvou afinit je opét afinita (to je dusledek toho, Ze sloZzenim
dvou bijekci je bijekce a sloZzenim dvou afinnich zobrazeni je afinni zobrazeni -
Véta ?77) a identita je afinita. Staci tedy ukazat, Ze pro libovolnou afinitu je i f~!
afinita. Uvazujme libovolné t¥i ruzné kolinearni body X', Y’ Z' € A,, takové, Ze
A= (Z;X"Y"). Ozna¢me X vzor bodu X' v zobrazeni f (protoze f je bijekce, je
X uréen jednoznacné) a Y vzor bodu Y’. Ozna¢me Z bod na piimce XY takovy,
ze A = (Z;X,Y). Potom takée A = (f(Z2); f(X), f(Y)) = (f(Z2); X', Y'), a tedy
f(Z) = Z"a odtud je f~! afinita. O

Poznamka 2.3.3. Pri oznaceni z diikkazu pfedchozi véty je pro afinitu f asocio-
, e B N

vané linearni zobrazen{ urc¢eno ¢(XY) = X'Y" a p;-1(X'Y’) = XY Protoze ¢y

je bijekee, je ot = @y

Podobné, je-li Ay matice afinity v néjakém afinnim repéru, je Aj-1 = A;l. &
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Definice 2.3.3. Grupu vsech afinnich transformaci n-rozmérného afinniho pro-
storu A,, nazyvame afinni grupou nebo grupou afinit prostoru 4, a znacime
(A, 0).

Véta 2.3.4. Necht afinita [ : A, — A, md vzhledem k afinnimu repéru R v A,
soutadnicové vyjadrent
[ (X)) =AX)+ B,

pak f~1 md souiadnicové vyjddient
. (X)=A"1X)-A'B.

Diikaz. Protoze f je bijekce, je matice A regularni a z rovnic f vynasobenim A~!
dostaneme tvrzeni véty. ]

Véta 2.3.5. Zobrazeni m, které priradi afinité [ jeji modul, je grupovy homo-
morfismus z (2A,,0) do (R — {0}, -).

Diikaz. Tato véta je disledkem Véty 2.3.2. ]

Vyuzitim toho, Ze tplnym vzorem libovolné podgrupy v (R — {0}, ) je pod-
grupa v (21, o), miZzeme definovat nékteré vyznamné podgrupy grupy afinit. Uva-
zujme v (R — {0}, -) podgrupu kladnych reélnych ¢isel (R, ). Odpovidajici pod-
grupa v grupé afinit je podgrupa vsech afinit (znacime (21,%,0)), jejichZz modul
je kladny, tj. m(f) > 0. Takovéto afinity budeme nazyvat primé afinity. Nao-
pak afinity, jejichz modul je zaporny, budeme nazyvat neprimé afinity. Snadno
se vidi, ze slozenim dvou nepfimych afinit je pfimé afinita a tedy nepiimé afinity
grupu netvori. Geometricky vyznam piimé a nepiimé afinity je nésledujici. Uva-
zujme afinni repér R = (P;eq,...,e,) v A,. Potom (f(P);¢r(e1), -, ¢r(en))
je také afinni repér v A, a matice A afinniho zobrazeni f vzhledem k repéru
(P;ey,...,e,) jematici prechodu od prvniho repéru k druhému. Pokud je |A| > 0,
tj. f je pfiméa afinita, jsou oba repéry souhlasné orientované, a tedy piima afi-
nita zachovava orientaci prostoru. Pokud je naopak |A| < 0, tj. f je nepiiméa
afinita, jsou oba repéry opacné orientované, a tedy nepiimé afinita méni orientaci
prostoru.

Uvazujme v (R — {0}, ) kone¢nou podgrupu ({1; —1},-). Odpovidajici pod-
grupa v grupé afinit je podgrupa vSech afinit (znacime (&,,0)), jejichz modul je
roven 1 nebo (—1), tj. m(f) = £1. Takovéto afinity budeme nazyvat ekviafinni
zobrazeni A,. Geometricky vyznam ekviafinnich zobrazenf si ukaZeme pozdéji v
Casti 3.2.

Uloha 2.3.1. Necht A, B,C, D jsou ¢tyfi body v obecné poloze v Ajs. Afinita
f: A3 — As je déna obrazy A — C, B— D, C — B, D~ A. UrCete
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rovnice f vzhledem afinnimu repéru R = <A;1@,B,zﬁ>. Zjistéte, zda je f
pfimé nebo nepiima4 afinita. Urcete rovnice f~1.

Regeni: V daném afinnim repéru je A = [0;0;0], B = [1;0;0], C = [0;1;0],
D = [0;0;1]. Souradnicové rovnice f mitzeme uré¢it nékterou z metod pouzitych
v Uloze 2.2.1 nebo 2.2.2. Pouzijeme II. metodu Ulohy 2.2.2. Méame 1@ — CD =
(0; —1;1), A*C% > C@ = (1,-1;0), B > C—zzl = (0;—1;0). Odtud dostavame

primo rovnice f ve tvaru

x 0 1 O x 0
v ]=(-1 -1 1] [y]|+]|1
2 0 0 z 0
Protoze je |A| = —1, je modul afinity zaporné ¢islo a f je nepiima afinita,

ktera je navic ekviafinnim zobrazenim.

Inverzni afinitu mizeme urcit dvojim zpusobem.

a) Ze zadani je jasné, ze f~! je urceno obrazy A — D, B — C, C
A, D +— B. Potom postupujeme stejné, jako pii urcovani rovnic f, tj. AB >
e i o4 i b
DC = (0;1;-1), AC — CA = (0;0;—-1), AD — DB = (1;0; —1), a dostaneme

soufadnicové vyjadieni f~! ve tvaru

x 0o 0 1 T 0
y | = 1 0 yl+10
z -1 -1 -1 z 1

b) Soutradnicové vyjadieni f~! miiZeme také dostat z rovnic f vynasobenim
matici inverzni k matici A. A

2.4 Samodruzné prvky afinniho zobrazeni

V této ¢asti skript budeme studovat samodruzné ttvary afinniho zobrazeni f :
A — A. Definujme nejdiive samodruzné utvary pro libovolné zobrazeni.

Definice 2.4.1. Necht M je neprazdna mnozina a f : M — M je zobrazeni.
Prvek X € M nazyvame samodruinym prokem (pevngm prvkem) zobrazeni f,
jestlize f(X) = X.

Neprazdnéd podmnozina U C M se nazyva silné samodruznd podmnozina
zobrazeni f, je-li f(X) = X pro v8echna X € U.

Neprazdnéd podmnozina U C M se nazyva slabeé samodruznd podmnozina
zobrazeni f, je-li f(U) = U a U neni silné samodruzna. Jinymi slovy f(X) € U
pro vSechna X € U a existuje Y € U takovy, ze f(Y) # Y.
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Poznamka 2.4.1. Silné samodruznd podmnozina néjakého zobrazeni je tedy sa-
modruzna prvek po prvku, kdezto slabé samodruzné podmnozina je samodruzna
jen jako celek, jeji jednotlivé prvky nemusi byt samodruzné. Predstavme si napii-
klad osovou symetrii v rovine s osou o. Potom osa je silné samodruzné mnozina,
ale kazda primka kolma na osu je slabé samodruzné. &

Aplikujme nyni pfedchozi Definici 2.4.1 na afinni zobrazeni f : A, — A,. V
tomto pripadé hovoiime o samodruzngch (pevngch) bodech afinniho zobrazeni f.

Véta 2.4.1. Pokud mad afinni zobrazeni samodruzné body, je mnoZina samodruz-
nych bodu afinnim podprostorem v A,,.

Diikaz. Necht ma f alespon jeden samodruzny bod, napt. A. Pokud nema f jiz
dalsi samodruzné body, je mnozina samodruznych bodi O-dimenzionalni podpro-
stor tvoreny jedinym bodem A.

Necht ma f dalsi samodruzny bod B # A. Potom kazdy bod ptimky p(AB) je
samodruzny. Opravdu, pro X € p(AB), A # X # B, je z AX = ABX pro néjaké
0 4 A # 1 podle Véty 2.1.1 F(A)F(X) = A\(B)f(X) & Af(X) = ABf(X).
Odtud je f(X) € p(AB) a (f(X);A,B) = (X; A, B), coZ je mozné pouze pro
f(X) = X. Pokud jiz neexistuje samodruzny bod nelezici na piimce p(AB), je
mnozina samodruznych bodu pravé piimka p(AB), tj. podprostor dimenze jedna.

Pokud existuje samodruzny bod C|, ktery nelezi na piimce p(AB), je podle
predchozi kostrukece libovolny bod pifimek urcéenych bodem C' a libovolnym bodem
piimky p(AB) také samodruzny. Tyto body tvoii rovinu p(ABC') samodruznych
bodu. Pokud jiz neexistuje samodruzny bod nelezici v roviné p(ABC'), je mnozina
samodruznych bodi pravé rovina p(ABC), tj. podprostor dimenze dva.

Vyse popsanym zpusobem tak dojdeme po konecném pocétu kroki k tomu,
7e mnozina samodruznych bodu afinniho zobrazeni f je podprostor dimenze k <
n. O]

Popisme nyni vypocet samodruznych bodi v souradnicovém vyjadieni afin-
niho zobrazeni vzhledem k libovolnému repéru R v A,,. Pfedpokladejme, Ze mé
f soufadnicové vyjadieni (X’) = A(X) + B. Potom pro samodruzny bod X je
(X') = (X) a dostaneme

(A— E,)(X)+B=(0), (2.4.1)

kde E,, je jednotkova matice fadu n a (0) je sloupcova matice tvorena nulami. Po
rozepsani dostaneme tuto soustavu ve tvaru

(a11 — D)y + appza + -+ appxn +b1 = 0,
a21%1 + (a22 — 1)332 + 4 ATy + b2 O,

(2.4.2)

Anp1T1 +an2$2 4+ o+ (am — 1)In+bn = 0.
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Je zfejmé, Ze mnoZina feSeni soustavy (2.4.2), pokud je to neprazdna mnozina,
je opravdu podprostor v A, coz je v souladu s Vétou 2.4.1. Navic, je-li matice
(A— E,) regularni, mé soustava (2.4.2) pravé jedno feSeni a tedy zobrazeni f méa
pravé jeden samodruzny bod.

Véta 2.4.2. Pokud md afinni zobrazend f alespor jeden samodruzny bod, pak exis-
tuge takovy afinni repér R v A, Ze f md vzhledem k tomuto repéru souradnicové
vyjadrent

(f(X)) = A(X). (2.4.3)

Diikaz. Je-li R = (P;ey,...,e,) afinni repér a pocatek je samodruzny bod f, tj.
f(P) = P, pak tvrzeni plyne z P = [0;...;0]. O

Definice 2.4.2. Necht f je afinni zobrazeni prostoru 4,, do sebe a ¢; je jeho
asociované linearni zobrazeni. Viastnim smerem, respektive vlastnim vektorem,
respektive vlastnim c¢islem, afinniho zobrazeni f rozumime vlastni smér, respek-
tive vlastni vektor, respektive vlastni ¢islo, asociovaného linedrniho zobrazeni

Pf

Pripomenme, jak je definovan vlastni smér, vlastni vektor a vlastni ¢islo li-
nearnfho zobrazeni ¢y : Z(A,) = Z(A,). Vlastni smér linedrniho zobrazeni ¢y
je jednodimenzionalni podprostor L(u), ktery je invariantni vzhledem k ¢y, tj.
¢f(L(u)) C L(u). Nenulovy vektor u, ktery generuje vlastni smér, se nazyva
vlastni vektor linedrniho zobrazeni ¢y a musi pro néj platit pr(u) = Au. Realné
¢islo A z piedchoziho vyjadreni se nazyva vlastni cislo linedrniho zobrazeni oy
prislusné vlastnimu vektoru u.

Poznamka 2.4.2. 7Z geometrického vyznamu vlastniho sméru vyplyva, ze primka,
jejiz zaméfeni je vlastnim smérem, se zobrazi bud do bodu (pro nulové vlastni
¢islo) nebo se zobrazi na piimku rovnobéznou (pro nenulové vlastni ¢islo). &

Vyjadreme nyni podminky pro vlastni sméry v libovolnych souradnicich. Necht
vzhledem k libovolnému repéru v A,, mé ¢, soufadnicové vyjadieni (u') = A(u).
Podminka ¢¢(u) = Au pro vlastni vektor je nyni tvaru A(u) = A(u), coz upravime
na tvar

(A~ \E,)(u) = (o), (2.4.4)

kde E, je jednotkova matice fadu n a o je nulovy vektor. (2.4.4) jsou maticovym
zapisem soustavy homogennich linearnich rovnic

((111 — )\)Ul + a12Us + -+ a1y = O,

ao1U1 + (a22 — )\)Uz + - agpu, = O, (245)

Apitty + Apoti + -+ + (Qpp — Nu,, = 0.
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Protoze podle predpokladu musi byt vlastni vektor nenulovy, musi mit sou-
stava (2.4.5) nenulové feseni a tedy determinant matice soustavu (A — AE,,) musi
byt nulovy.

Véta 2.4.3. Hodnota determinantu |A — \E,| je nezdvisld na zvoleném afinnim
repéru v A,.

Dikaz. Je-li R jiny repér v A, a @ je matice pfechodu od repéru R k repéru
R/, je podle Véty 2.2.2 matice ¢, vzhledem k repéru R’ tvaru Q@ 'AQ. Potom
Q7TAQ — AE,| = [Q7TTAQ — QTIAEQ| = |Q7H(A - AE,)Q| = Q7' - [(A -
AE)| QI = - (A= AE,)| - 1Q] = [(A = AE,)|. O

Definice 2.4.3. Necht f je afinni zobrazeni prostoru 4,, do sebe a ¢; je jeho
asociované linearni zobrazeni. Necht ma f vzhledem k néjakém afinnimu repéru
soufadnicové rovnice (X’) = A(X) + B. Rovnice

A= \E,| =0 (2.4.6)

se nazyva charakteristickd rovnice afinntho zobrazeni f.

Poznamka 2.4.3. Charakteristickd rovnice (2.4.6) afinniho zobrazeni je tedy
totoznd s charakteristickou rovnici asociovaného linearniho zobrazeni ps. Z Véty
2.4.3 vyplyva, ze charakteristickd rovnice je nezavisla na pouzitych souradnicich
a je to tedy opravdu rovnice prifazené jednoznacné danému afinnimu zobrazeni.

&

Poznamka 2.4.4. RozepisSme charakteristickou rovnici (2.4.6) afinnfho zobrazeni
podrobnéji. Dostaneme

(Gll - )\) Q12 s Q1n
a Qo — A\) -+~ Qop,
2 (e =) AR - (2.4.7)
an1 ap2 e (ann - )\>

a odtud je okamzité vidét, Zze charakteristickd rovnice je polynomialni rovnice
stupné n. Vlastni ¢isla afinniho zobrazeni jsou potom realné kofeny charakteris-
tické rovnice. Z nezavislosti charakteristické rovnice na afinnim repéru, vzhledem
ke kterému vyjadiujeme rovnice afinniho zobrazeni, vyplyva, ze také vlastni ¢isla
jsou na zvoleném repéru nezavisla.

Poznamenejme jesté, ze ma-li charakteristickd rovnice afinntho zobrazeni f
dvojici komplexné sdruzenych kotfenti, odpovida jim dvoudimenzionalni podpro-
stor invariantni vzhledem k ¢y, a tedy roviny, které maji tento podprostor jako
zameéteni se zobrazi na rovnobézné roviny. &
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Pro libovolny nenulovy koten charakteristické rovnice (2.4.7) dostaneme, Ze
homogenni soustava (2.4.5) ma nenulové feSeni a kazdy nenulovy vektor, ktery je
feSenim soustavy (2.4.5), je vlastnim vektorem piislusnym k tomuto kotfenu.

Poznamka 2.4.5. Pro nulovy kofen charakteristické rovnice (2.4.6) afinniho zob-
razeni plati, ze mu odpovidajici vektory se zobrazi na nulovy vektor. Je tedy
obecné fedeni soustavy (2.4.5) pro A = 0 jadrem . Protoze prosté linearni zob-
razeni ma trivialni jadro, dostavame tak, ze f je prosté (je to afinita) prave tehdy,
kdyz nula neni vlastnim ¢islem f. &

Pozdéji, pii klasifikacich afinit, budeme potiebovat néasledujici vétu.

Véta 2.4.4. Jestlize jednicka nend vliastnim cislem f : A, — A,, pak md [ prdave
jeden samodruzniy bod.

Diikaz. Provedeme v libovolném repéru. Jestlize jednicka neni kofenem charak-
teristické rovnice, je matice (A — E,) regularni a nehomogenni soustava (2.4.2)
mé pravé jedno reseni. ]
Veéta 2.4.5. Viastni vektory prislusné riznym vilastnim cislim jsou linedrné nezd-
vislé.

Diikaz. Necht Aq,... A jsou navzéjem ruzné vlastni ¢isla linearniho zobrazeni ¢y
a (uy,...,u) jsou jim odpovidajici vlastni vektory. Z posloupnosti (uy, ..., u)
vybereme libovolnou maximéalni posloupnost nezévislych vektori, necht je to
napiiklad prvnich r vektort (uy,...,u,), 1 <r < k. Nyni pokrac¢ujeme sporem.
Predpoladejme, ze r < k. Potom

r
U1 = E ¢ - 4u;, CZ'GR,
i=1

atedy A\rg1 - W1 =D i Ary1 - G - u;. Na druhé strané

T T T

Ari1 Upp1 = 9p(Upg1) = SOf(Z ciu;) = Zci pp(w) = Zci YRR

=1 i=1 =1

Porovnanim dostaneme

T T
E )\r+1'ci'ui:E Cit Ay
i=1

=1
tj.
:

Zci-()\rﬂ—/\i)-ui:o.

=1
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Z linearni nezavislosti (uy,...,u,) plyne ¢; - (A\y1 — X)) =0, 0 =1,---,r, a
podle predpokladu (A,41 — A;) # 0 musi byt ¢; = 0 pro vSechna i = 1,--- 7.
Potom ale u,,; = 0 a to je ve sporu s definici vlastniho vektoru, ktery musi byt
nenulovy. Tedy r = k a vektory (uy, ..., u) jsou linearné nezavislé. O

Véta 2.4.6. Necht md afinni zobrazeni [ : A, — A, n rizngch (redlnych)
vlastnich cisel Ay, ..., \,. Potom wvzhledem k afinnimu repéru, kde za zdkladni
souradné vektory vezmeme vlastni vektory f, md f soutadnicové rovnice

Ty = Mz + by,

l{n = )\nﬁn + bna

t7. matice afinniho zobrazeni je diagondlni. Md-li navic f alesponi jeden samod-
ruzny bod, volbou pocdtku afinniho repéru do samodruzného bodu dostaneme b; =
0,2=1,...,n.

Diikaz. Je-li v afinnim repéru R = (P;ey,...,e,) vektor e; vlastni vektor f
prislusny vlastnimu ¢islu A;, jsou v i-tém sloupci matice zobrazeni souradnice
vektoru ¢r(e;) = (0;---;0;A;;0;--- ;0), kde \; je na i-tém misté. ]

Poznamka 2.4.6. Ma-li afinni zobrazeni na 4, netrivialni (dimenze vétsi nez
0) silné samodruzny podprostor, potom vSechny vektory z jeho zaméteni musi
byt vlastni vektory pro vlastni ¢islo 1. Obecné mizeme vlastni vektory (sméry)
afinniho zobrazeni na A,, vyuzit k feSeni nasledujicich geometrickych tloh:

- Hledani primek nebo podprostorti, které se zobrazi do jediného bodu. Vek-
tory ze zaméreni takovychto podprostorti musi byt vlastni vektory, které odpovi-
daji vlastnimu ¢islu 0.

- Hledéani primek, které se zobrazi na rovnobézné pirimky. Smérové vektory
takovychto piimek jsou vlastni vektory pro nenulové vlastni ¢islo. Mezi nimi mo-
hou byt i primky, které se zobrazi samy na sebe, pro vlastni ¢islo 1 mohou byt i
silné samodruzné, pro vlastni ¢islo rizné od 1 jsou vzdy slabé samodruzné (viz
Ulohy 2.4.2 a 2.4.3). O

Uloha 2.4.1. Uréete viechny samodruzné body a vlastni sméry afinniho zobra-
zeni na As, které je dano vzhledem k néjakému repéru rovnicemi

x 3 -2 6 T —2
y | = 1 0 3 yl|l+ | -1
z —1 1 -2 z 1

Reseni: Zobrazeni ma rovinu samodruznych bodi p : 2 —y + 3z + 1 = 0.
Charakteristickd rovnice je —A% + A2 + X — 1 = 0. Kofeny jsou \j» = 1 a



2.4. Samodruzné prvky afinniho zobrazenft 5}

A3 = —1. Kofeni A\ 2 = 1 odpovida dvoudimenzionélni prostor vlastnich vektort
k(—3;0;1) +1(1;1;0) a kofeni A3 = —1 odpovida jednodimenzionalni prostor
vlastnich vektora m (—2; —1;1). A

Uloha 2.4.2. Afinni zobrazeni v A, je dano rovnicemi

r=4x+10y+1
v =-3z—Ty+1.

Naleznéte sméry piimek, které se zobrazi na rovnobézné piimky a samodruzné
primky.

Regent: Sméry hledanych piimek jsou vlastni sméry daného zobrazeni. Cha-
rakteristicka rovnice je A2 +3 XA +2 = 0 s vlastnimi ¢isly \; = —1 a Ay = —2. Pro
vlastni ¢islo —1 dostaneme vlastni vektor (—2;1). VSechny piimky s timto smé-
rovym vektorem, tj. ptimky ve svazku rovnobéznych pfimek p : x+2y+c =0, se
zobrazi opét na primky v tomto svazku. Ve svazku hledejme primku, ktera se zob-
razi sama na sebe (protoze vlastni ¢islo je rizné od 1, bude slabé samodruzné).
Obrazem libovolného bodu M € p je bod M’, ktery musi lezet na p. Zvolime
napiiklad bod M = [—¢; 0], potom M’ = [-4c+ 1;3 ¢+ 1] a ten lezi na p, pokud
plati

(=dc+1)+2Bc+1)+c=0,

tj. ¢ = —1. Pf¥imka =z + 2y — 1 = 0. Je tedy slabé samodruzna.

Podobné postupujeme pro A = —2. Vlastni vektor je (—5; 3) a vSechny piimky
ve svazku rovnobéznych piimek ¢ : 3z 4+ 5y + ¢ = 0 se zobrazi opét na primky v
tomto svazku. Zvolme bod M = [—£;0] lezici na pifmce ¢, potom M’ = [—% c+
1;¢ + 1] opét lezi na g pro ¢ = —4. Je tedy pifimka 3z + 5y — 4 = 0 slabé
samodruzna.

Poznamenejme, zZe slabé samodruzné primky, které jsme nalezli, mizeme také
urc¢it parametricky. Podle Véty 2.4.4 mé naSe zobrazeni pravé jeden samodruzny
bod P = [3;—1]. Parametrické rovnice hledanych slabé samodruznych piimek
jsou dany timto samodruznym bodem a vlastnimi vektory, tj. tyto piimky jsou

p: X =1[3-1]+1t(-2;1),

q: X =[3;—1] +t(-5;3). A
Uloha 2.4.3. Afinni zobrazeni v A, je dano rovnicemi
a) r=2r-2y+1

Yy =2x—3y+1;

b) ¥=2x—-2y+1
Yy =2x—3y+2.
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Naleznéte sméry piimek, které se zobrazi na rovnobézné primky a samodruzné
primky.

Resent: a) Sméry hledanych piimek jsou vlastni sméry daného zobrazeni.
Charakteristicka rovnice je A2+ X —2 = 0 s vlastnimi ¢isly A\; = 1 a Ay = —2. Pro
vlastni ¢islo 1 dostaneme vlastni vektor (2;1). VSechny pfimky s timto smérovym
vektorem, tj. primky ve svazku rovnobéznych piimek p : t —2y+c = 0, se zobrazi
opét na primky v tomto svazku. Ve svazku hledejme piimku, ktera se zobrazi sama
na sebe (protoze vlastni ¢islo je 1, mohla by byt silné samodruzna). Obrazem
libovolného bodu M € p je bod M’ ktery musi leZet na p. Zvolime napiiklad bod
M = [—¢; 0], potom M’ =[-2c+1;—2c+ 1] a ten lezi na p pro ¢ = 1/3. Pfimka
3r — 6y + 1 = 0 je tedy samodruzné, neni ale silné samodruzna, protoze napr.
bod M = [—1/3;0], ktery na ni lezi, se zobrazi na bod M’' = [1/3;1/3], ktery na
této primce nelezi.

Pro A = —2 je vlastni vektor (1;2) a v8echny pfimky ve svazku rovnobéznych
primek ¢ : 2x —y + ¢ = 0 se zobrazi opét na piimky v tomto svazku. Zvolme bod
M = [0; ¢] lezici na ptimce ¢, potom M’ = [-2 ¢+ 1; —3 ¢ + 1] nelezi na piimce ¢
pro zadné c a tedy v tomto svazku neexistuje slabé samodruzna piimka.

b) Zobrazeni méa stejné vlastni body i vlastni vektory. Ve svazku rovnobéz-
nych primek p : * — 2y + ¢ = 0, ktery odpovida vlastnimu ¢islu 1 nalezneme
samodruznou pt¥imku volbou bodu M = [—¢; 0], potom M’ = [-2c+ 1;—-2c¢+ 2]
a ten lezi na p pro ¢ = 1. Pfimka x — 2y + 1 = 0 je tedy samodruzna. Navic
je kazdy jeji bod samodruzny a tedy je tato pfimka silné samodruzna, jak jsme
mohli zjistit pfimym vypoctem samodruznych bodi.

Ve svazku rovnobéznych ptimek p : 2z —y+ ¢ = 0, ktery odpovida vlastnimu
¢islu —2 hledejme samodruzné piimky. Zvolme bod M = [0; ¢] leZici na piimce g,
potom M’ = [—2¢ + 1; -3¢+ 2| leZi na piimce ¢ pro v8echna ¢ a tedy vSechny
primky v tomto svazku jsou slabé samodruzna. A

Poznamka 2.4.7. Poznamenejme, ze tato Uloha 2.4.3 popisuje situaci, kdy 1
je jednonésobnym vlastnim ¢islem a tedy v duasledku véty 2.4.4 zobrazeni budto
nemd samodruzny bod (zadani a)) nebo mé nejméné primku samodruznych bodiu
(v zadani b) je pravé piimka samodruznych bodi). V prvnim pfipadé mize mit
zobrazen pouze slabé samodruznou primku ve svazku, ktery odpovida vlastnimu
¢islu 1. Ve svazku, ktery odpovida druhému vlastnimu ¢islu nemutze byt zadné
samodruzna pifmka (jedna se o posunutou osovou afinitu - viz pozdéji Cast 2.7).
Ve druhém piipadé se jedné o osovou afinitu (viz pozdéji Cast 2.7), kterd ma osu
jako silné samoduznou primku (jeji smérovy vektor je vlastni vektor pro vlastni
¢islo 1), kazda rovnobézka s osou se opét zobrazi na rovnobézku s osou. Vsechny
primky rovnobé&zné se smérem afinity (jde o vlastni smér, ktery odpovida druhému
vlastnimu ¢islu) jsou slabé samodruzné. &
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2.5 Posunuti, stejnolehlost, homotetie

Na stfedni skole jsme studovali posunuti a stejnolehlost v euklidovskych pro-
storech. Tato zobrazeni se ale daji definovat jiz v afinnich prostorech libovolné
dimenze. Za¢neme s posunutim.

Definice 2.5.1. Necht u € Z(A,) je vektor. Zobrazeni, které prifadi kazdému
bodu X € A, bod X’ € A, takovy, ze

X' =X+u (2.5.1)

se nazyva posunuti (translace) afinniho prostoru A, o vektor u a zna¢ime ho
ty.

Véta 2.5.1. Posunuti o nulovy vektor je identita, posunuti o nenulovy vektor je
afinita A, kterd nemd Zddnyg samodruznij bod a vSechny sméry jsou vlastni smeéry.

Diikaz. Necht u = 0. Potom ¢,(X) = X + 0= X, a tedy t, =idy,-

Necht u # o. Protoze t,(X) = X + u, je podle axiomu afinniho prostoru
([HoJal) ty bijekce A,,. Necht XY, Z € A, jsou tii body takové, ze X7 = )\ﬁ,
A € R. Potom

() a(Z) = (Z+u) — (X +u)= X2 =\YZ
—ANZ-Y)=M(Z+u)— (Y +u))

— Aa(YV)a(Z)

a podle Véty 2.1.1 je t, afinni zobrazeni.

Dale, pro samodruzny bod plati X = X + u, a z vlastnosti afinnich prostoru
to je mozné pouze pro u = o, kdy je kazdy bod samodruzny. Pro u # o nemuze
byt zadny bod samodruzny.

Pro asociované linearni zobrazeni ¢;, plati

o1 (XY) = tu(X)t(Y)

—
=Y +u)— (X +u=XY,
tj. p1, =1dz4,), kterd ma vSechny sméry samodruzné. O
Vyjadreme nyni posunuti o vektor u v libovolném afinnim repéru. Necht u =
(u;...;uy,) je soufadnicové vyjadieni vektoru u. X = [z1;...;x,] je libovolny

bod a X’ = X + u. Potom v soufadnicich tomu odpovida maticovy zapis

(X)) =E,(X)+ (u), (2.5.2)
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kde E,, je jednotkova matice fadu n. Rozepsanim jednotlivych soufadnic dosta-

neme
. /
tu: 7 =21+ Uy,

o (2.5.3)
T =Ty + Uy,
Posunuti je tedy afinita s jednotkovou matici jako matici zobrazeni v libovolném

soutfadnicovém vyjadreni.

Véta 2.5.2. Mnozina vSech posunuti T,, s operact sklddani zobrazeni je komuta-
tivnd podgrupa v grupé afinit afinniho prostoru A,. Navic je zobrazeni Z(A,) —
T, zadané predpisem u +— t, izomorfismem grup.

Diikaz. Posunuti prislusné nulovému vektoru je identita, které je neutralnim prv-
kem vzhledem ke skladéni zobrazeni. Mé&jme dale dva vektory u a v. Potom

(tyot)(X)=(X+u)+v=X+(ut+v)=(X+v)+u=(tyoty)(X).

Tedy ty oty =tysv =tuoty. O

Definice 2.5.2. Necht S € A, je bod a 0 # k € R. Zobrazeni, které priradi
kazdému bodu X € A, bod X' € A, takovy, Ze

SX' = kSX (2.5.4)

se nazyva stejnolehlost afinnitho prostoru A, a znacime ho s(S,k). Bod S se
nazyva stred stejnolehlosti a ¢islo k koeficient stejnolehlosti. Pro k # 1 hovotime
o vlastni stejnolehlosti.

Poznamka 2.5.1. Na stfedni skole byla stejnolehlost definovana jako zobrazeni
v euklidovskeé roving, které bylo dano bodem S (stfedem stejnolehlosti) a realnym
¢islem k # 0 (koeficientem stejnolehlosti). Kazdy bod X # S se zobrazil do bodu
X' takového, Ze plati:

1. polopiimky SX a SX’ jsou totozné pro k > 0 a opacné pro K < 0;

2. |SX'| = |k| - |SX], tj. k| = 1EX]

|SX]| -
Snadno se vidi, Ze tato definice se da rozsitit na euklidovsky prostor libovolné
dimenze a Ze urcuje totéz zobrazeni jako Definice 2.5.2. &

Poznamka 2.5.2. Snadno se vidi, Ze rovnici (2.5.2) miZzeme pfepsat do tvaru
X' =kX+(1-k)S, (2.5.5)

coz znamendé, ze X' je afinni kombinaci bodi X a S, lezi tedy, pro X # S, na
primce SX. &
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Véta 2.5.3. Stejnolehlost s koeficientem k = 1 je identita, stejnolehlost s koefi-
cientem Kk # 1 je afinita A,,, kterd md jediny samodruzny bod S a viechny smeéry
jsou vlastni smery.

Diikaz. Necht x =1, potom s(5,1)(X) = X, a tedy s(5,1) = id4,,.

Necht k # 1, oznacujme v tomto dikaze kratce s(S, k) = s.

s je bijekce. jravdu mame s(X) = s(Y) © kX+(1—k)S = kY +(1-k)S &
kX =rY & kXY =0& X =Y, tj. s jeinjektivni. Podobné, je-li X’ € A,,, pak
existuje pravé jeden bod X € A, takovy, ze s(X) = X'atobod X = tX'—L£G
coz znamena, ze s je surjektivni.

Necht X,Y, Z € A, jsou tii body takové, ze ﬁ = /\ﬁ. Potom
s(X)s(Z)=(kZ+ (1 —k)S)— (kX + (1 —k)S) = kX7
— kAYZ = M(KZ + (1 — 1)S) — (kY + (1 — #)S)

= )\S(Y)S(Z; :

a podle Véty 2.1.1 je s afinni zobrazeni.

Pro samodruzné body plati X = kX + (1 —k)S <& (1 —-r)X =(1-k)S &
(1-— Ii)ﬁ =0 k=1VX =S5. Tedy pro k = 1 je kazdy bod samodruzny
(stejnolehlost je identita) a pro Kk # 1 Je samodruzny jediny bod 5.

Pro libovolny vektor XY je gps(XY) = 5(X)s(Y) = kXY, tj. u = — XY je
vlastni vektor prislusny vlastnimu ¢islu . Protoze u byl libovolny vektor, jsou
vSechny sméry vlastni sméry s prislusné vlastnimu ¢islu . ]

Pripomenme, ze vyjadieni (2.5.4) se da psat jako X' = kX + (1 —k)S a v
soufadnicich v libovolném afinnim repéru tomu odpovida maticovy zapis

(X" = rE,(X)+ (1 —k)(S), (2.5.6)
coz pro S = [$1;... ; S,| rozepiSeme

s(S,k): ) =kxy+ (1 —K)s1,
(2.5.7)

= kx, + (1 —K)s,,

a tedy stejnolehlost s koeficientem « je afinita s matici kFE,, v libovolném soutad-
nicovém vyjadieni.

Poznamka 2.5.3. Protoze vzhledem k libovolnému afinnimu repéru je matice
stejnolehlosti, respektive posunuti, rovna xFE,, respektive E,,, je modul stejnoleh-
losti roven k™, respektive je modul posunuti roven 1.

Posunuti je tedy vzdy pfiméa afinita. Je-li dimenze afinntho prostoru suda,
je k™ > 0 a kazda vlastni stejnolehlost je pfimé afinita. Je-li dimenze prostoru
lich4, jsou stejnolehlosti s kladnym koeficieltem primé afinity a stejnolehlosti se
zapornym koeficientem nepiimé afinity. &



2.5. Posunuti, stejnolehlost, homotetie 60

ZVét 2.5.1 a 2.5.3 vyplyva, ze stejnolehlosti a posunuti maji spole¢nou vlast-
nost — vSechny sméry prostoru A,, jsou vlastni sméry téchto zobrazeni. Studujme
obecné vSechna afinni zobrazeni na A,,, ktera maji tuto vlastnost.

Definice 2.5.3. Afinita afinniho prostoru A,, pro kterou je libovolny smeér
vlastnim smérem, se nazyva homotetie afinniho prostoru A,.

Véta 2.5.4. Je-li f homotetie afinniho prostoru A, pak je f bud posunuti, nebo
stejnolehlost.

Diikaz. Necht f je afinni zobrazeni na A,,, které mé vSechny sméry vlastni, tj.
pro kazdy vektor u € Z(A,) existuje A(u) takové, Ze plati ¢¢(u) = A(u)u, kde
A je funkce u. Necht (ey,...,e,) je libovolna baze Z(A,). Potom ¢s(e;) = \e,
1=1...,n,aodtud

rler+---+e,) = e+ + e,

a soucasné
vrler+---+e,) =k(eg+---+e,).

Tedy k = Ay = --- = \,,. Odtud ¢¢(u) = ku pro v8echna u € Z(A,) a vsechny
smeéry jsou vlastni sméry f prislusné jedinému vlastnimu ¢islu .

a) Necht nyni £ = 0. Potom ¢¢(u) = o je nulové zobrazeni. Uvazujme libo-
volny bod B € A,, potom f(B + u) = f(B), tj. cely prostor se zobrazuje do
jediného bodu f(B). Toto zobrazeni ovSem neni homotetii, protoze neni afinitou.

b) Necht k # 0. Potom ¢¢(u) = ku a kazdy smér je vlastnim smérem piislus-
nym vlastni hodnoté k, tj. f je homotetie. Potom f(B +u) = f(B) + kﬁ, kde

X = B+ u. Pro k =1 je toto zobrazeni posunutim o vektor Bf(B) a pro k # 1
jde o vlastni stejnolehlost s koeficientem k a stfedem S = B+ (f(B)—B). O

Véta 2.5.5. Homotetie afinniho prostoru A, tvori podgrupu v grupé afinit.

Diikaz. 7 Definice 2.5.3 je zfejmé, Ze slozenim dvou homotetii je opét homotetie
a Ze identita je homotetie. Musime pouze ukazat, Ze je-li f homotetie, je i f~*
homotetie. V dukaze Véty 2.5.4 jsme dokazali, Zze pro homotetii f existuje ne-
nulové cislo k takové, ze pr(u) = ku, Yu € Z(A,). Protoze je ¢y izomosfizmus,
jeu = (pr) " (ps(w) = (pp)"(ku) = k(py)"'(u), a tedy (pf)'(u) = quaz
identity (ps)~' = ;-1 dostaneme, Ze kazdy smér je vlastnim smérem f~! pro
vlastni hodnotu %, a tedy ! je homotetie. ]

Definice 2.5.4. Podgrupa v grupé afinit prostoru A,,, kterou jsme definovali v
predchozi Vété 2.5.5 se nazyva grupa homotetii afinniho prostoru A, a oznacu-
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Podle Véty 2.5.5 je slozenim dvou homotetii opét homotetie. Probereme si
jednotlivé moznosti, které mohou nastat.

Necht jsou obé homotetie posunutim, tj. ¢, a t,. Potom
(tvotuy)(X)=ts(X+u)=X+u)+v=X+U+V)=tuvX),

a tedy slozenim dvou posunuti o vektory u, respektive v, je posunuti o vektor u+
v. Operace skladani posunuti je tedy vnitini operaci na mnoziné vSech posunuti,
a protoze identita je také posunuti a t_,, je opac¢né posunuti k t,, je mnozina
v8ech posunuti grupa, ktera je navic komutativni (to vyplyva z toho, Ze ty o t, =
tutv) = tiv4u) = tu 0 ty). Grupu viech posunuti znac¢ime (T,,0) a tato grupa je
izomorfni s grupou (Z(.A,),+). V nékterych pristupech ke stifedoskolské latce byl
izomorfizmus téchto grup vyuzivan k definici pojmu volného vektoru, ktery byl
definovan jako prislusné posunuti.

Necht je nyni jedna homotetie posunuti ¢,, u # o, a druha vlastni stejnoleh-
lost s(.5, k). Potom

(tuo s(S, k) (X) =tu(kX + (1 —k)S) = (kX + (1 — k)S) + u,

coz je vlastni stejnolehlost s koeficientem k a stfedem S + ﬁu (poznamenejme,
ze stied se urci jako samodruzny bod). Protoze (kX +(1—£)S)+u = k(X +u)+
(1—r)(SHu) =s(S+u,k)oty(X) je tyos(S, k) = s(S+u, k) ot, takze skladani
posunuti a vlastni stejnolehlosti nekomutuje, protoze s(S, k) # s(S + u, k).
Podobné dostaneme, 7ze s(S, k) o t, je vlastni stejnolehlost s koeficientem x a
stfedem S + *-u.
Konetné méjme dvé stejnolehlosti s(S, k) a s(R, \). Potom

(s(R,\) os(S,k))(X) =s(R,\N) (kX + (1 —k)S)
=AMkX+(1-r)S)+(1=NR
=MX+A1—-r)S+(1-NR
=AMX +AS—R)— IS+ R.

Odtud okamzité vyplyva, ze pro A\x = 1 je slozené zobrazeni posunutim o vektor
(1 = A)SR. Je-li navic S = R, je sloZené zobrazenf identita, a tedy (s(S,x))™! =
s(S,1). Pro Ak # 1 je slozené zobrazenf opét stejnolehlost s koeficientem Ax a
stfedem ﬁ (/\(S —R)—AxS —I—R). Pokud bychom slozili stejnolehlosti v opa¢ném
poradi, dostaneme

(s(S,k) o s(RA)X) =AX +K(R—S)— AR+ S

tj. skladani stejnolehlosti neni komutativni. Slozenim dvou stejnolehlosti tedy
neni obecné stejnolehlost ale homotetie, a samotné stejnolehlosti tedy netvofi
grupu.
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Poznamka 2.5.4. Je-li koeficient stejnolehlosti roven —1, je X' = —X + 25,
t.j. 57 = —S‘Xz a dostavame symetrii podle bodu (stredovou symetrii) S jako
specidlni ptipad vlastni stejnolehlosti. Bod S se nazyva stredem symetrie.

Navic, podle predchozich tivah pro sklddéani stejnolehlosti a posunuti, dosta-
neme, ze slozenim stfedové symetrie a posunuti bude stfedova symetrie. Kon-
krétng, je-li s(.S) stfedova symetrie se stifedem S a t,, posunuti o vektor u, dosta-
neme

s(S)oty: X' =-X+4+2(S-
taos(S): X' =-X+2(5+

),

N = N|—

u).

V prvnim pfipadé je slozené zobrazeni stfedovou symetrii se stfedem S — %u a ve
druhém piipadé je novy stied symetrie bod S + %u.

Déle, slozeni dvou stfedovych symetrii s riznymi stifedy je posunuti. Podle
predchozich tivah mame

(s(R) 0 s(S))(X) = X + 25K

(5(S) 0 s(R))(X) = X + 2 RS,

tj. slozenim dvou stfedovych symetrif je posunuti o vektor, ktery je dvojnasobkem
vektoru urceného stredy symetrii. Orientace zavisi na potradi, v jakém symetrie
skladame. Dostavame tak nasledujici disledek. &

Disledek 2.5.1. Mnozina stfedovych symetrii a posunuti tvoii vzhledem k ope-
raci skladani zobrazeni grupu, kterd je podgrupou v grupé homotetii. O

Véta 2.5.6. Necht t je posunuti a h je homotetie, pak h™' ot o h je posunuti.

Diikaz. Na zakladé Vét 2.5.1 a 2.5.4 je posunuti takovd homotetie, kterd nema
samodruzny bod. Diikaz nyni provedeme sporem. Necht homotetie h~! ot oh méa
samodruzny bod P, tj. (b~ ot o h)(P) = P. Potom h(P) = (t o h)(P), a tedy
t ma samodruzny bod h(P) a to je ve sporu s predpokladem, Ze ¢ je posunuti.
Tedy h~! ot o h nemé samodruzné body a jedna se o posunuti. [

1

Disledek 2.5.2. Je-li t posunuti a s stfedova symetrie, je s~ ot o s posunuti. [

Poznamka 2.5.5. Pfipoménme, Ze podgrupa ¥ grupy $ se nazyva normdini
podgrupa, je-li pro kazdé t € T a kazdé h € » prvek h"lotoh € T. Je tedy
grupa posunuti normélni podgrupou v grupé homotetii i v podgrupé posunuti a
stfedovych symetrii. &
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Poznamka 2.5.6. Shrneme-li vysledky Casti 3 a V&t 2.5.5 a 2.5.6 dostéavame
néasledujici graf podgrup grupy vSech afinit prostoru A,,, kde Sipka znazoriiuje
inkluzi. Situaci musime navic rozlisit pro lichou a sudou dimenzi.

Sudé dimenze n = 2k:

(2An,0)
/ \
(A7, 0) (€n,0)

| T

(%0, 0) )

(ef o
\ /

Licha dimenze n = 2k + 1:

(2, 0)

I

(2,7, 0) (€n,0) (%3, 0)

(95,0) (€, 0) (Tn + S.s.,0)

n?

(Tn,0)

|

(Id, o)

Pripomenme si kritéria, jak ze soufadnicového vyjadreni afinity f poznat, do
které podgrupy patii dana afinita. Pfedevsim pro matici A afinity plati |A| # 0.
Potom f € 2, pravé tehdy, kdyz |A| > 0, f € &, pravé tehdy, kdyz |A| = +1
a f € 9, pravé tehdy, kdyz A = kE,,, K # 0. Potom f € ¢f = &, N2A,* prave
tehdy, kdyz |A| = 1, f € T, = $,, N & pravé tehdy, kdyz A = E,, je-li navic
matice B nulovi, jedna se o identitu. &

Uloha 2.5.1. Necht je déna stejnolehlost s se stfedem S = [1;2; 1] a koeficientem
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Kk = —2 a posunuti t o vektor u = (—1; 1;1). Ukazte:
a) Ze zobrazeni s~! je stejnolehlost, naleznéte jeji stied a koeficient ;
b) Ze zobrazeni s ot je stejnolehlost, naleznéte jeji stied a koeficient ;
c) ze zobrazeni t o s je stejnolehlost, naleznéte jeji stfed a koeficient ;
d) Ze zobrazeni s~! ot o s je posunuti, naleznéte vektor prislusny tomuto
posunuti.
Resent: Ulohu vyTesime v soutfadnicich. Ur¢ime nejdiive souradnicova vyjad-
feni s a t. Podle (2.5.3) a (2.5.7) je
s: ¥==-2x+3, t: =x-1,
Yy =—-2y+6, y=y+1,
2 =-22+3, Z=z+1.

a) Z rovnic s uré¢ime snadno rovnice inverzniho zobrazeni

st ool =—1z+3,
Y =—3y+3,
7=-1z+3,
tj. s7* je stejnolehlost s koeficientem A = —1 a stredem S = [1;2;1].

b) Dosazenim z rovnic ¢ do rovnic s dostaneme

sot: z'=-20+5,
Yy =-2y+4,
Yy =-22+4+1,
tj. s ot je stejnolehlost s koeficientem A = —2 a stfedem S = [%, %; %]

c¢) Dosazenim z rovnic s do rovnic ¢t dostaneme

tos: a'=-2x+2,
y'=-2y+7,
Y =—-22+4+4,
tj. t o s je stejnolehlost s koeficientem A\ = —2 a stfedem S = [%, %; %]

d) Dosazenim z rovnic t o s do rovnic s~! dostaneme

stotos: o/=x+1,
I 1
Yy _y_§7
I 1
Yy _Z_ia

tj. st otos je posunuti o vektor u = (3; —3; —3). A
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2.6 Zakladni afinni zobrazeni

V této casti se budeme zabyvat témi afinnimi zobrazenimi prostoru A,, na sebe,
které budou mit za mnozinu samodruznych bodi nejméné nadrovinu. Tato afinni
zobrazeni hraji velice vyznamnou roli, protoze "generuji" vsechna afinni zobrazeni

na A,.

Definice 2.6.1. Afinni zobrazeni afinniho prostoru A, do sebe, které méa za
mnozinu samodruznych bodi nejméné nadrovinu, se nazyva zdkladni afinni
zobrazeni v prostoru A,. Afinita afinniho prostoru A4,, kterd ma za mnozinu
samodruznych bodu pravé nadrovinu, se nazyva zdkladni afinita prostoru A,,.

Je-li n = 2, nazyva se zakladni afinita osovou afinitou a primka samodruznych
bodi se nazyva osou afinity.

Véta 2.6.1. Zdkladni afinni zobrazeni je urceno nadrovinou samodruznijch bodi
a obrazem jednoho bodu, ktery v této nadroviné neleZi.

Diikaz. Podle Véty 2.1.9 je afinni zobrazeni uréeno obrazem (n+1) bodu v obecné
poloze. Zvolime-li prvnich n bodi v nadroviné samodruznych bodt, tj. jsou sa-
modruzné, stac¢i pro urc¢eni afinntho zobrazeni znat obraz jediného bodu, ktery v
této nadroviné nelezi. O

Priklady zakladnich afinnich zobrazeni zname z konstrukéni geometrie v 3-
rozmérném prostoru, kde se pouziva rovnobézné projekce prostoru do roviny.
Projekce se daji zobecnit na libovolnou dimenzi.

Definice 2.6.2. Necht p je nadrovina v A, a o # s ¢ Z(A,) je libovolny
vektor, ktery nepatii do zamétfeni p. Zobrazeni, které kazdému bodu X € A,
pritadi bod pN{X; L(s)} se nazyva rovnobéznou projekci prostoru A, ve sméru
L(s) do nadroviny p, znac¢ime r(s, p). Smér L(s) se nazyva smérem projekce.

Véta 2.6.2. Rovnobéind projekce prostoru do nadroviny p je afinni zobrazeni
hodnosti (n — 1), které md za mnozinu samodruznijch bodi nadrovinu p.

Diikaz. Uvazujme rovnobéznou projekci r(s, p). Necht jsou dény tfi kolineérni
ruzné body A, B, C' lezici na pfimce p. Pokud p || s, je {A; L(s)} = {B; L(s)} =
{C; L(s)} a obrazem v8ech tii bodu je jediny bod. Pokud p | s, jsou piimky
{A; L(s)}, {B;L(s)}, {C;L(s)} navzajem ruzné a rovnobézné. Potom obrazy
bodu A, B, C' jsou tii riuzné kolinearni body v p lezici na pfimce ¢, kterou dosta-
neme jako prunik p s rovinou {A; Z(p) + L(s)} (opravdu, podle Véty 6.5 skript
[HoJal, je tento prunik pfimka). Zachovani délictho poméru vyplyvéa z Véty 8.4
skript [HoJa| (viz také Uloha 2.1.1), a tedy r(s, p) je afinni zobrazeni.

Z definice je ziejmé, ze pro X € pje r(s,p)(X) = X a r(s,p)(A,) = p, tj.
h(r(s,p)) =n— 1. O
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Véta 2.6.3. Necht p je nadrovina v A,. Afinni zobrazent, pro které je p silné sa-
modruznd, je bud identita, nebo rovnobéznd projekce do nadroviny p nebo zdkladni
afinita.

Driikaz. Necht je nadrovina p silné samodruzna v afinnim zobrazeni f. Podle Véty
2.6.1 je afinni zobrazeni ur¢eno nadrovinou p a obrazem jediného bodu B & p.

Mohou nastat nasledujici moznosti:

1. f(B) = B, potom f =id.

2. f(B) € p. Ukazeme, Ze v tomto piipadé je f rovnobéznou projekei A, na
p ve sméru vektoru Bf(B), tj. musime ukazat, ze pro kazdé X # B, X & p, je
f(X) €paXf(X)||Bf(B). Situaci rozdélime na dva piipady.

X
X
B B
SX) Y Z=f(X)
Se e e B
a) b)

Obrazek 2.6.1: K ditkkazu Véty 2.6.3

a) Neni-li pfimka BX rovnobézna s p, ozna¢me Y prusecik piimky BX s
nadrovinou p (viz Obréazek 2.6.1 a)). Bod Y je potom samodruzny bod zob-
razeni f, a tedy f(Y) = Y. Potom obraz bodu X lezi na piimce f(B)Y a
(f(X); f(B), f(Y)) = (X; B,Y). Tedy f(X) € p a piimky X f(X), Bf(B) jsou
rovnobhézné.

b) Je-li pfimka BX rovnobézna s nadrovinou p (viz Obrazek 2.6.1 b)), muzeme
zvolit v nadroviné p bod Z tak, aby Bf(B)ZX byl rovnobéznik, tedy X — B =
Z — f(B). Pak, protoze Z a f(B) jsou samodruzné body f, je f(X) — f(B)
Z — f(B), tj. f(X) = Z. Potom f(X) € pa f(X)— f(B) =X — B, tj. opét
primky X f(X), Bf(B) jsou rovnobé&zné.

V obou pripadech je tedy f(X) rovnobéznou projekci bodu X do nadroviny

p ve sméru Bf(B).
3. Pokud f(B) € p a f(B) # B, je f zakladni afinita. O

Vsimnéme si nyni blize zédkladnich afinit. Predpokladejme, ze zakladni afi-
nita mé nadrovinu samodruznych bodu p a zobrazi bod B ¢ p na f(B) ¢ p,
B # f(B). Necht nejdiive ptimka B f(B) neni rovnobéZna s p, tj. piimka B f(B)
mé s nadrovinou p spoleény bod By, ktery je samodruznym bodem afinity f.
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Uvazujme bod X # B a sestrojme jeho obraz. Situaci rozdélime na dvé moznosti.
Necht nejdiive piimka BX neni rovnobézna s p (viz Obrazek 2.6.2 a)), pak pri-
seCik Y piimky BX s p je samodruznym bodem zobrazeni f. Protoze X je bodem
primky BY, je f(X) bodem piimky f(B)Y a plati (X;B,Y) = (f(X); f(B),Y).
Odtud X f(X)||Bf(B). Dostaneme tedy obraz f(X) bodu X jako pruse¢ik pfimky
f(B)Y arovnobézky s piimkou B f(B) vedenou bodem X. Je-li pfimka BX rov-
nobézna s p, je f(X) ten bod, kterym se doplni body X, B, f(B) na rovnobéznik
(viz Obrazek 2.6.1 b)).

Obrézek 2.6.2: K diukazu Véty 2.6.3

J(X)

) 7(8)

e Y %

Obrézek 2.6.3: K dikazu Véty 2.6.3

V piipadé, ze je piimka Bf(B) rovnobézna s nadrovinou p, postupujeme pii
konstrukeci obrazti bodi X naprosto stejnym zptusobem, jako v pfedchozim pii-
padé (na Obrazku 2.6.3 je tato situace zobrazena jen pro bod X takovy, ze pfimka
BX neni rovnobézna s p).

Definice 2.6.3. Zékladni afinita f s nadrovinou samodruznych bodu p takova,
ze Bf(B; € Z(p), B & p, se nazyva elace.

Poznamka 2.6.1. Z definice elace je zfejmé, ze ztuzeni elace na nadrovinu, ktera
je rovnobézna s nadrovinou samodruznych bodi, je posunuti v této nadroviné.
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Véta 2.6.4. Necht f je zdkladni afinita, kterd neni elace a je ddna nadrovinou
samodruzniych bodi p a obrazem bodu B ¢ p. Pro kaZdy bod X ¢ p oznacme
Xo prisecik primky X f(X) s nadrovinou p. Pak délici pomér (Xo; X, f(X)) je

konstantni, nezdvisly na volbe X .

Diikaz. Pro zakladni afinitu, ktera neni elaci, jsou body B, f(B) a By tfi razné
kolinearni body. V pripadé, ze X # B je takovy bod, Ze pfimka BX neni rov-
nob&znéa z p (viz Obr. 2.6.2 a)), je piimka X f(X) obrazem piimky Bf(B) ve
stejnolehlosti se stfedem v bodé Y, ktery je prusec¢ikem piimky BX a nadroviny
p. V této stejnolehlosti se zobrazi bod B na X, f(B) na f(X) a By na Xy. Pro-
toze stejnolehlost je afinita, je (Xo; X, f(X)) = (Bo; B, f(B)). Je-li pfimka BX
rovnobé&zné s p, dostaneme BX || f(B) f(X)| BoXo a podle Véty 8.4 skript [HoJal
je libovolna piimka protind v trojici bodu, jejichz délici pomér je konstantni.
Aplikujeme-li tuto vétu na piimky Bf(B) a X f(X), dostaneme opét rovnost
délicich poméra (Xo; X, f(X)) = (Bo; B, f(B)). ]

Definice 2.6.4. Necht je f zakladni afinita, ktera nenf elaci a je uréena nadro-
vinou samodruznych bodi p a obrazem bodu B ¢ p. Cislo (By; B, f(B)) se
nazyva chakteristika zakladni afinity.
Smér urc¢eny nenulovym vektorem B f(B) se nazyva smérem zdakladni afinity.
Elace potom nazyvame zdkladni afinity bez charakteristiky.

Poznamka 2.6.2. Zakladni afinita, ktera neni elaci, je uréena smérem a charak-
teristikou. &

Poznamka 2.6.3. Z vlastnosti délictho poméru tif boda vyplyva, ze pro za-
kladni afinitu se zapornou charakteristikou jsou body X a f(X), X ¢ p, oddé-
lovany nadrovinou p, tj. lezi v rtznych poloprostorech urc¢enych nadrovinou p.
Pro zakladni afinity s kladnou charakteristikou lezi body X a f(X) ve stejném
poloprostoru. &

Definice 2.6.5. Zobrazeni f prostoru na sebe, které neni identitou a slozeno
samo se sebou dava identitu, se nazyva involutorni zobrazeni nebo involuce.

Dvojice bodii, které si v involuci vymeéni misto, se nazyva involutorni dvojice
bodi.

Poznamka 2.6.4. Piikladem afinity, ktera je involutorni, je stfedova symetrie.

%

Véta 2.6.5. Zdkladni afinita je involutorni zobrazeni prdaveé tehdy, kdyz jeji cha-
rakteristika je rovna minus jedné.
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Diikaz. Elace nemuze byt involutorni, protoze v nadrovinidch rovnobéznych s
nadrovinou samodruznych bodu se jednéa o posunuti (viz Poznamka 2.6.1). Pied-
pokladejme, Ze involuce f je zékladni afinita s charakteristikou k a X, X’ je invo-
lutorni dvojice f. Potom k = (Xo; X, X') a k = (Xo; X', X). Z vlastnosti délicitho

poméru (viz [HoJal) je k = 1/k, a tedy k = —1 (pfipomeiime, Ze délici pomér tii
bodu je ¢islo rizné od 0 a 1). O
s
S amli
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X X, HX)
Obrazek 2.6.4: K Poznamce 2.6.5

Poznamka 2.6.5. Pro libovolnou involutorni dvojici bodu X, X’ involutorni za-
kladni afinity f s nadrovinou samodruznych bodu p plati, ze X, je stfedem tsecky
XX’ (viz Obrazek 2.6.5). Takovéto zakladni afinity se proto nazyvaji symetrie
prostoru A, podle nadroviny p ve sméru zakladni afinity. Pokud je prostor, ve
kterém je symetrie definovina, euklidovsky, pouziva se nazev sikmd nebo kosd
symetrie podle nadroviny. O

Véta 2.6.6. Ke kazdému afinnimu zobrazent f afinniho prostoru A, do sebe exis-
tuje nejuyse (n+1) zdkladnich afinnich zobrazent takovych, Ze f je jejich sloZenim.
Mezi témito zdkladnimi afinnimi zobrazenimi je nejvyse (h(f)+1) zdkladnich afi-
nit a pravé (n — h(f)) rovnobézngch projekci do nadrovin.

Diikaz. Necht h(f) < n je hodnost afinniho zobrazeni f : A, — A,. Zvolme v
A, (n+1) boda Fy, Py, ..., P, v obecné poloze tak, ze prvnich (h(f)+ 1) bodu
f(P), f(Pr),..., f(Pu)) je v obecné poloze.

Pokud Py # f(Fy), zvolme libovolnou nadrovinu p; takovou, ze Py ¢ p,
f(PRy) ¢ p1. Pak existuje podle Véty 2.6.3 jedina zakladni afinita fi, kterd ma p;
za nadrovinu samodruznych bodu a zobrazuje Py na f(Fy). Oznac¢me fi(P;) =
Py, i =1,2,...,n. Pokud Py = f(F) tento krok vynechame (jako f; bereme
identitu).

Pokud Py # f(Py), zvolme libovolnou nadrovinu po takovou, ze f(Py) € pa,
Py & po, f(P1) ¢ po. Pak existuje podle Véty 2.6.3 jedina zakladni afinita f,
ktera mé p, za nadrovinu samodruznych bodu a zobrazuje Pi; na f(P;). Ozna¢me
fo(P) = Py, i =2,3,...,n. Pokud Py = f(P;) tento krok vynechdme (jako fo
bereme identitu).
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Déle pokracujeme analogicky az do (h(f) + 1)-niho kroku, tj. pro pokud jsou
body Pup)n(f), f(Php) rizné, zvolime libovolnou nadrovinu py(s)41 takovou, ze
F(By) € puipyer, = 0,1, h(f) = L, Pagyncry & Pucps f(Pucry & Puip+t-
Pak existuje podle Véty 2.6.3 jediné zakladnl aﬁmta fh(f)+17 kterd ma pp(r)41
za nadrovinu samodruznych bodii a zobrazuje Pps)ns) na f(Pucp). Oznacme
fh(f)Jrl(PZ') = Ph(f)JrM, 1= h(f) +1,...,n. Pokud Ph(f),h(f) = f(Ph(f)) tento krok
vynechame (jako fy(s)+1 bereme identitu).

Timto zpusobem jsme dostali nejvyse (h(f)+ 1) zakladnich afinit, jejichz slo-
zenim je afinita, ktera zobrazuje body Py, Py, ..., Py(y) postupné na body f(Fp),
F(P), ..., f(Pu) a zbyvajici body Phf)41, - ., P, zobrazi postupné na body
Ph(f)ﬂyh(f)ﬂ, ooy Pupygam- Pro dalsi uvahu je podstatné, ze body f(F), f(P1),

» f(Pugpy)s Ph(f)+1,h(f)+1a -y Pu(p)+1,n jsou v obecné poloze, tj. zadny z bodi
Po(hy+1,n(f)+15 - -5 Pa(p)+1,n nelezi v h(f)-dimenzionalnim podprostoru uréeném
body f(Fo), f(P1), ..., f(Pu)- Naopak, v tomto podprostoru lezi viechny body
F(Pupy1), -5 [(Bn ) (to vyplyva z hodnosti zobrazeni).

Uvazujme nyni libovolnou nadrovinu py(f)+2, kterd obsahuje body f(F), ...,
f(Pr(p)) a neobsahuje bod Py(f)41,n(f)+1- Protoze F(Papy+1) € pu(f)42, existuje
podle Véty 2.6.3 jedina prOJekce fh (f)+2 prostoru A, do nadroviny pj ()12 takova,
ze frp+2(Bapy+incp+1) = f(Bapy+1). Oznacme fi(p)12(F) = Pu(py+2:, 1 = h(f)+
2,...,n. Pritom body Py(f)+2., z = h(f)+2,...,n nemohou lezet v podprostoru
ur¢eném body f(F), f(Pl), ..., [(Pr(y)) (to by bylo ve sporu s tim, ze projekce
do nadroviny mé hodnost n — 1).

Déle uvazujme nadrovinu pyr)4+3, kterd neobsahuje bod Py (f)42.1()+2. Protoze
F(Pur)+2) € Pn(p)+3, existuje podle Véty 2.6.3 jedina projekce fy(f)43 prostoru
An do nadroviny Ph(f)+3 takové, ze fh(f)+3(Ph(f)+27h(f)+2) = f(Ph(f)+2). Oznacme
Jrnp+3(F5) = Puipy4sa, @ = h(f)+3,...,n. Pfitom opét ze stejnych diivodu jako v
piedchozim kroku nemohou body Py ()43, ¢ = h(f)+3,...,n lezet v podprostoru
ur¢eném body f(Fy), f(P1), ..., f(Pay))-

Postupné tak dostaneme pravé (n — h(f)) projekei do nadrovin, které spolu s
predtim sestrojenymi zédkladnimi afinitami vyhovuji tvrzeni nasi véty. ]

Disledek 2.6.1. Necht f je afinita na A,,, pak existuje nejvyse (n+1) zakladnich
afinit takovych, ze f je jejich slozenim.

Diikaz. Tvrzeni je pfimym dusledkem ptedchozi Véty 2.6.6. ]

Poznamka 2.6.6. Postup popsany ve Vété 2.6.6 je dobré zachytit do prehledné
tabulky, kde jako P/ zna¢ime f(P;).
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fl f2 f3 fn fn+1
Py — P — P} — - —> P} — P
P — P — P — — P — P
Pn—l — Pn—l,l — Pn—172 _ - — P?'/L—l — Pé—l;

Vsimnéme si, ze rozklad afinnich zobrazeni na zékladni afinni zobrazeni neni
jednoznaé¢ny. V podstatné mite zavisi na zvolenych bodech, a také v jednotlivych
krocich je mozno volit rizné nadroviny zakladnich afinit. Dokonce i pocet za-
kladnich afinit v rozkladu neni jednoznacny. Pro prakticky vypocet je dobré si
uvédomit, ze napiiklad volbou samodruznych bodi zobrazeni mezi vybrané body,
si muzeme uSetfit tolik kroki v rozkladu, kolik samodruznych bodt v obecné po-
loze muZeme zvolit. &

Uvazujme nyni na A,, afinni repér R = (P;eq,...,e,) a vyjadieme rovnice
zékladnich afinnich zobrazeni vzhledem k tomuto repéru.

Véta 2.6.7. Necht je ddna nadrovina p = a1y + -+ + apx, +a = 0 a nenu-
lovy vektor s = (s1;...;8,), s &€ Z(p). Pak rovnobézind projekce prostoru A, na
nadrovinu p ve smeru urceném vektorem s md souradnicové vyjadient

S; .
~ (11 + -+ apxy +a), i=1,...,n. (2.6.1)

D i1 458,

Diikaz. Rovnobézné projekce r(s, p) zobrazi bod X = [xy;...;2,] na bod f(X)
= [x];...; 2] takovy, ze f(X) € pa Xf(Xi = Xs. Je tedy

Tr, = T; —

ri—xi=Xs;, i=1,...,n, (2.6.2)

ar) + -4 aal, +a=0. (2.6.3)
Dosazenim (2.6.2) do (2.6.3) dostaneme

—(az1 + -+ apty +a) = MNagsy + -+ apsy) .
Protoze s & Z(p), je D_;_, a;s; # 0 a mame

\ = _apry + - n + apxy, +a (2.6.4)

Zj:l a;sj
odkud, dosazenim do (2.6.2), dostaneme (2.6.1). O
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Véta 2.6.8. Necht je ddna nadrovina p = a1x1 + -+ + apx, +a = 0 a body
B = [by;...;by], B = [b);...;b] takové, Ze B,B" ¢ p, B # B'. Pak zdkladni
afinni zobrazent pro které je p silné samodruznd a zobrazuje bod B na bod B', md

souradnicové vyjadrent

l‘;:$i+/\i(a1$1+"'+anxn+a)a Z.:]-u"-?na (265)
kde Vb
A = = — . (2.6.6)
ijl a;b; +a

Diikaz. Predpokladejme, Ze pro zobrazeni f se souradnicovymi rovnicemi

n

xg:ZaijquLci, i=1,...,n, (2.6.7)
j=1
je nadrovina p silné samodruzna. Potom musi existovat ¢isla \;, ¢ = 1...,n,
takova, ze
n
apzy+ o+ (@ — Dag+ o+ arn + 6 = MO ajz; +a). (2.6.8)
j=1

Pomoci (2.6.7) upravime (2.6.8) na

T — = )\1(2 a;r; +a).

J=1

Protoze B ¢ p, je (D"

=1 @jb; + a) # 0 a dosazenim souradnic bodu B za z; a
bodu B’ za 2, mame

W, — b,
Y aibj+a’

Jj=1

A=

coz dokazuje tvrzeni véty. ]
Ptedchozi ivahy shriime do nésledujici véty.

Véta 2.6.9. Necht je ddna nadrovina p = ayxy+- - -+ a,x, +a = 0. Pak zdkladni
afinni zobrazent, pro které je p silné samodruznd, md soutadnicové vyjadient

o=z + N(axy + -+ apr, +a), i=1,....n. (2.6.9)
Pritom:

1. Je-li \y =--- =\, =0, jednd se i identitu na A,.
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2. Je-li Y i ai\i = —1, jednd se o rovnobéZnou projekci A, do nadroviny p
ve smeéru vektoru s = (A;...;\,).

3. Je-li alespon jeden koeficient \; nenulovy a > a;); # —1, jednd se o
zdkladni afinitu, kterd je

(a) elact pro Y\, a;\; =0,

(b) zdkladni afinitou s charakteristikou

1

k= —— —
Z?:l ai)\z- +1

pro Y i a;X\; # 0. Navie, pro Y i | a;\; = —2 se jednd o symetrii A,
podle nadroviny p ve sméru urceném vektorem s = (Ay;...;\,).

Diikaz. Podle Véty 2.6.9 ma zakladni afinni zobrazeni f, pro které je p silné
samodruznd, soufadnicové vyjadreni (2.6.9).

1. f je identitou pravé tehdy, kdyz x, = z;, tj. pravé tehdy, kdyz \; = 0,
i=1,...,n, v rovnicich (2.6.9).

2. Je-li f rovnobéznou projekci A,, do nadroviny p ve sméru L(s), méa podle
Véty 2.6.7 f soutadnicové vyjadieni (2.6.9), kde

Si

D i1 ajS;

Odtud dostaneme okamzité Y. a;\; = —1.
Naopak, je-li Y7 a;\; = —1 ve vyjadieni (2.6.9), dostaneme

A= —

1=1...,n.

arh + ot anwl +a=(axy + -+ apz, +a)(l+ Zai)\i)
i=1

=0,

tj. f(X) € pprokazdé X € A,. Podle Véty 2.6.3 se jedna o rovnobéznou projekci
A,, do p. Porovnani (2.6.1) a (2.6.9) dostaneme, Ze smér projekce je urcen pravé
vektorem s = (Ag;...; ).

3. Podle Véty 2.6.3 zakladni afinni zobrazeni, které vyhovuje podminkiam nasi
véty a neni ani identita, ani projekce do nadroviny, je zakladni afinita. Je-li tedy
alespoil jeden koeficien \; nenulovy a >  a;\; # —1, je zobrazeni (2.6.9) za-
kladni afinita. Potom z Véty 2.6.8 pro né&jaky bod B = [by;...;b,] ¢ p plati

b — b,

>\i - <n _ 3 . _-
Zi:l aibi —I— a
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a) Zobrazeni je elaci pravé tehdy, kdyz vektor Bf(B; = (0 —by;...;0, —by)
lezi v zaméFeni nadroviny p, tj. pravé tehdy, kdyz >, a;(b; — b;) = 0, coz je
ekvivalentni Y " | a;A\; = 0.

b) Neni-li f elaci, je Bf(B; ¢ Z(p) a musi existovat bod By, ktery je prinikem
p a piimky Bf(B). Mame tedy By = B+tBf(B ;, coZ vyjadiime vo soufadnicich

jako sz’ = bl + t(b; - bl) = bl + t)‘l(ngzl (Zjbj + Cl), a z podminky BO € P, tJ

= 1
> i1 aibli+a=0,jet= TS a Potom BB, = —me(B , to jest
1
(B§B()7f<B>> = _m, a odtud
— 1 s
BBy = f(B)Bo,

n
Dimy Gidi + 1
coz znamena, ze charakteristika f je

1

k= (Bo; B, f(B)) = ST a1
i=1 "M

Podle Véty 2.6.5 je f involutorni pravé tehdy, je-li £ = —1, tj. pravé tehdy, je-li
Z?:l ai)\i = —2. O

Uloha 2.6.1. Urcete rovnici rovnobé&zné projekce afinniho prostoru As do roviny
p=2x+y—z+2=0 ve sméru uré¢eném vektorem s = (0; 1;0).

Resent: 1. metoda: Vyuzijeme soufadnicového vyjadreni z Véty 2.6.7. Pak
dostaneme pfimo rovnice projekce ve tvaru

' = T
Yy = —2r 4z —-2.
Z = z

II. metoda: V roviné p vybereme tfi body v obecné poloze, napiiklad A =
[1;0;4], B = [0;1,;],C = [0;0;2]. Uréime projekci poc¢atku afinniho repéru do
roviny p, tj. priunik p a piimky X = P + ts. Dostaneme f(P) = [0; —2; 0]. Potom
nékterou z metod popsanych v Uloze 2.2.1 nebo 2.2.2 uréime rovnice projekce. A

Uloha 2.6.2. Uréete rovnice zakladni afinity f v Ajs, pro kterou je rovina p =
x +y — z = 0 rovinou samodruznych bodi a bod B = [1;0;2] se zobrazuje na
B’ =12;0;1]. Je afinita f elaci 7

. —

Reseni: Vektor BB’ = (1;0; —1) nepatii do zaméfeni roviny p, a tedy afinita
f neni elace.

Rovnice afinity: I. metoda: Podle Véty 2.6.8 mé zakladni afinita rovnice

r=z+Mz+y-—2)
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Y =y+ X(z+y—2)
Z=z+N@+y—2)

Dosazenim souradnic bodi B a B’ uréime Ay = —1, Ay = 0, A3 = 1, a tedy
dostaneme rovnice zakladni afinity ve tvaru

/

xr = -y +z;
y = Y;
7= +4y.

II. metoda: Zvolime v p t¥i body v obecné poloze, napt. A = [0;0;0], C =
[1;0;1], D = [0;1;1]. Jsou to body samodruzné, tedy f(A) = A, f(C) = C,
f(D)=D. étvrtym bodem pro urceni afinity je bod B. Potom nékterou z metod
popsanych v Uloze 2.2.1 nebo 2.2.2 uréime rovnice zakladni afinity. A

Uloha 2.6.3. V afinni roviné A; s repérem (P; ey, ;) je dana afinita f rovnicemi

¥ =2r—y+1;
vy =x+y+3.

Rozlozte f na osové afinity.

Reseni: Zvolme v A, tfi body v obecné poloze, a to napr. A = [0;0], B =
[1;0], C = [0;1]; jejich obrazy v afinité f jsou body A’ = [1;3]|, B’ = [3;4],
C’ = [0;4]. Pri hledani zakladnich afinit budeme postupovat obdobné jako v
dukazu Véty 2.6.6. Pii praktickém hledani osovych afinit muzeme postupovat
dvojim zpiisobem.

1. zptisob : Jednotlivé osové afinity volime tak, aby jejich osy mély jednoduché
rovnice. Osovou afinitu f; zvolime tak, aby bod A zobrazila do bodu A’. Osu 0,
muzeme volit libovolné, jen nesmi prochézet body A a A’. Zvolme tedy za osu
piimku o rovnici 0, = y = 1. Uzitim Véty 2.6.8 snadno urc¢ime rovnice f; ve tvaru

¥=x—-y+1;
Yy =-2y+3.

Obrazy bodi B a C' v afinité fi jsou By = [2;3],C, = C = [0;1].

Osovou afinitu fo budeme volit tak, aby fo(A") = A" a fo(B;) = B'. Tedy
osa 0y musi prochézet bodem A’ a nesmi prochézet body By a B’. Zvolme za o0,
pfimku o rovnici oy = x = 1. Opét uzitim Véty 2.6.8 snadno uréime rovnice f,
ve tvaru

¥ =2r—1;

vy =x+y—1.
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Z téchto rovnic vypocteme f5(C) = Cy = [—1,0].

Pro afinitu f3 musi platit f3(A") = A', f3(B') = B', f3(Cy) = C". Primka A’'B’
je primkou samodruznych bodu f3, tedy osou o3, jejiz rovnice je 03 = v —2y+5 =
0. Rovnice f3 jsou potom

x’—ix—l +5
VST
y=x—-y+5

Vysledny rozklad muzeme shrnout do tabulky
fi f2 3

0;0] — [13] —  [13] — [L3];
(0] — (%3] —  [34 — [3:4];
0;1] — [0;1] +— [=10] — [0;4],
odkud je vidét, ze slozenim f3 o fy o f; dostaneme puvodni afinitu f.

2. zpusob : Osy jednotlivych zakladnich afinit volime tak, abychom nemuseli

urcovat obrazy Bi,Cy,Cs bodia B a C. Osa 0y = BC = x+y — 1 = 0. Potom
ur¢ime rovnice f; zobrazujici A na A’ ve tvaru

= —y+1;
y = —u +1.

Zakladni afinitu fy volime s osou 0o = A'C' = 2x —y+1 = 0 tak, aby zobrazila
B na B’. Dostaneme

x’—gx—2 —1—2'
— 5t T3V Ty
8, 1 4

¥y=3v 73973

Kone¢né afinitu f3 volime s osou 03 = A’B’ = x —2y+5 = 0 tak, aby zobrazila
C na C". Dostaneme

19
y= 2y Ty

Vysledny rozklad mutzeme opét shrnout do tabulky

i fo f3
0;0] +— [1;3] — [1;3] — [1;3];
(50} — (0] — [34] +— [3;4];
0:1] —s [0:1] — [0;1] — [0;4]. A

3
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2.7 Klasifikace afinit v roviné

Na zavér této kapitoly budeme klasifikovat (t¥idit) vSechny afinity v roviné podle
poc¢tu samodruznych bodu a vlastnich sméri. Pripomenme, Ze je-li afinni zob-
razeni zadano v soufadnicich maticemi A a B jsou samodruzné body resenim
nehomogenni soustavy rovnic

(a1 — 1)z +apy+b =0,
anx+ (axp—1)y+b=0,

t.j. zobrazeni budto nema zadny samodruzny bod, nebo ma pravé jeden samod-
ruzny bod, piimku samodruznych bodu a konecné muze byt kazdy bod roviny
samodruzny. V pripadé, ze mé zobrazeni alespon jeden samodruzny bod, miizeme
ho zvolit jako poc¢atek afinniho repéru a (by;by) = (0;0). V tabulce vSech afinit v
roviné tedy méme ¢tyti radky podle poc¢tu samodruznych bodii.

Daéle je charakteristickd rovnice afinity v roviné kvadratické rovnice s realnymi
koeficienty. Neméa-li charakteristickd rovnice redlny kotfen, nema afinita zadny
vlastni smér. Ma-li charakteristické rovnice dva reilné rtzné koreny, ma afinita
podle Véty 2.4.5 dva linedrné nezavislé vlastni sméry. Ma-li charakteristicka rov-
nice dvojnasobny realny kofen, mohou nastat dva pfipady - prostor vlastnich
vektoria ma dimenzi jedna nebo dva (kazdy smér je vlastni). Mame tedy v ta-
bulce 4 sloupce s moznymi pocty vlastnich smért.

Pripomenme jesté Vétu 2.4.4, které tika, zZe neni-li kofenem charakteristické
rovnice 1, ma zobrazeni pravé jeden samodruzny bod. Negaci tohoto vyroku tak
dostaneme, Ze pokud je 1 vlastni hodnotou zobrazeni, nemé budto zobrazeni
zaddny samodruzny bod nebo mé nejméné piimku samodruznych bodi.

Nyni si muze zachytit jednotlivé moznosti. Je zfejmé, Ze jsou-li vSechny body
samodruzné, musi se jednat o identitu, kterd ma i vSechny sméry vlastni a v
poslednim fadku tabulky je jedind moZznost.

Jestlize nema charakteristicka rovnice zadny reélny kotfen, ma podle Véty 2.4.4
pravé jeden samodruzny bod a matice zobrazeni je dana redlnou a imaginarni
slozkou komplexniho kofene, viz Cast 1.3. Je tedy v 1. sloupci tabulky jediné
moznost.

Pokud mé charakteristickd rovnice dva realné rizné koreny, délime situaci
jesté na pripad, kdy je jeden z nich roven jedné nebo jsou oba rizné od jedné.
Ve druhém piipadé méme pravé jeden samodruzny bod a rovnice zobrazeni ve
2. fadku 3. sloupci je ddna Vétou 2.4.6. V prvnim piipadé méame budto pfimku
samodruznych bodu (osova afinita - jeden vlastni smér je smér osy odpovidajici
jednicce jako vlastni hodnoté a druhy vlastni smér je smér osové afinity) nebo
neni zadny bod samodruzny (osova afinita slozené s posunutim ve sméru osy). V
obou pfipadech dostavame rovnice zobrazeni z Véty 2.4.6.
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Konecéné necht mé charakteristickd rovnice dvojnasobny kotfen. Je-li navic
tento kofen ruzny od jedné, ma afinita pravé jeden samodruzny bod a dopliu-
jeme tabulku ve druhém radku. Vlastni sméry potom tvoii budto podprostor
dimenze jedna (druhy sloupec) nebo dva (posledni sloupec). V prvnim piipadé
mé matice zobrazeni horni trojihelnikovy tvar s vlastni hodnotou na diagonale
a s nenulovym koeficientem nad diagonalou (viz Cast 1.3), ve druhém piipadé je
matice diagonalni s vlastni hodnotou na diagonéale a jedna se o stejnolehlost.

Kone¢né posledni moznost je, Ze jednicka je dvojnédsobnym kofenem charakte-
ristické rovnice. Opét, pokud ma prostor vlastnich vektori dimenzi jedna, muze
mit zobrazeni pfimku samodruznych bodu (jedna se o elaci, smér osy je jediny
vlastni smér) nebo nemé zadny samodruzny smér (elace sloZena s posunutim o
nenulovy vektor ve sméru osy). Matice zobrazeni je opét horni trojuhelnikova
matice s jednickou na diagonale a nenulovym koeficientem nad diagonalou. Po-
kud ma prostor vlastnich vektorti dimenzi dva, miize nastat pouze situace, kdy
zobrazeni ma budto kazdy bod jako samodruzny, nebo nema zadny samodruzny
bod. Jedna se tedy o posunuti bud'to o nulovy vektor (identita) nebo o nenulovy
vektor.

Vysledna tabulka tedy vypada takto:

Zadny vlastni Jeden vlastni Dva nezavislé | Kazdy smér
smér smér smeéry vlastni
Zadny ¥=z+ay ¥=x +b ¥=x +b
samod- | — Y= y+b vy = vy Y= y+b
ruzny a#0,0#0 0# X #1 (b1;b2) # (0;0)
bod Posunuté elace | b # 0 Posunuti
Posunuté o. a. | o vektor (by;bo)
Jeden ¥=ax+ Py ¥y=Mz+by |2 =Nz =Nz
samod- |y =—fr+ay|y = My Y= Xy y= Ay
bod b+#0 0# X #1 Stejnolehlost
AL F#E N s keoficientem \;
Piimka ¥ =x+ay =z
samod- | — y =y vy = Ay —
ruznych a#0 0# X #1
bodu Elace Osova afinita
Vsechny ¥ =x
body — — — y= vy
samod- Identita
ruzné




Kapitola 3

SHODNA A PODOBNA
ZOBRAZENI

V této kapitole budeme studovat zobrazeni na euklidovskych bodovych prosto-
rech. Pripomenme, Ze euklidovsky bodovy prostor je afinni prostor, na jehoz za-
méreni je dan skalarni soucin.

3.1 Shodna zobrazeni

V této casti skript definujeme shodné zobrazeni mezi euklidovskymi prostory a
ukazeme, ze je to afinnich zobrazeni. Zakladnim pojmem, ktery je nutny pro
definici shodného zobrazeni, je vzdalenost bodt, kterd je dana

— — ——
[ XY | = || XY =/ (XY, XY).

Definice 3.1.1. Zobrazeni f euklidovského prostoru &, do euklidovského pro-
storu &/, se nazyva shodné zobrazent (izometrické zobrazeni), jestlize zachovava
vzdalenosti bodi, t.j. pro kazdé dva body body X,Y € &, plati

S (X) (V)| = |XY].

Poznamka 3.1.1. Je tieba si uvédomit, ze vzdalenosti v &, a £, jsou obecné
definovany riznym zptsobem. O

Piiklad 3.1.1. Ze stfedni skoly znédme celou fadu shodnych zobrazeni v eu-
klidovské roviné ¢i prostoru, napf. posunuti, otaceni (kolem stfedu ¢ piimky),
stfedovou symetrii, osovou symetrii a symetrii podle roviny (zrcadleni). @

Véta 3.1.1. Kazdé shodné zobrazeni je prosté.

79
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Diikaz. Pro libovolné dva body B, C € &, takové, ze B # C' je |BC| # 0, potom
ale |BC| = [f(B)f(C)| # 0, a tedy f(B) # f(C). m

Poznamka 3.1.2. 7 definice je zfejmé, Ze ztzeni shodného zobrazeni na podpro-
stor euklidovského prostoru je opét shodné zobrazeni. Déle, jsou-li f: &, — &/,
ag:&, — & shodné zobrazeni, je i jejich slozeni g o f shodné zobrazeni. &

Véta 3.1.2. KazZdé shodné zobrazeni je afinni zobrazent, t.j. tri ruzné kolinedrni
body zobrazi na ti rizné kolinedrni body a zachovd jejich délici pomér.

Diikaz. Necht jsou dany libovolné tii rizné kolinearni body body B,C, D € &,
takové, ze 0 > A = (D; B,C), t.j. D lezi mezi body B,C. Potom BD = ACD a
tedy |BD| = |A||CD]|. Protoze D lezi mezi body B,C je |BD|+ |DC| = |BC|
a pro shodné zobrazeni f dostaneme |f(B)f(D)| + |f(D)f(C)| = |f(B)f(C)l,
to ale znamené, ze body f(B), f(C), f(D) jsou kolinearni a f(D) lezi mezi body
f(B), f(C), tedy také délici pomér X' = (f(D); f(B), f(C)) je zaporné ¢islo. Po-
tom f(B)f(D) =X f(C)f(D), a tedy |f(B)f(D)| = [XN]|f(C)f(D)|. Z rovnosti
|f(B)f(D)| = |BD| a |f(C)f(D)| = |CD| tak dostaneme |[A| = |X| a protoze
jsou obé hodnoty zaporné je A = \. O]

Shodna zobrazeni tedy maji vSechny vlastnosti afinnich zobrazeni. Napt. zob-
razuji podprostory na podprostory a pritom zachovavaji rovnobéznost podpro-
stort. ProtozZe je shodné zobrazeni prosté, je n < m. Dale ke shodnému zobrazeni
muzeme definovat asociované linearni zobrazeni predpisem ¢ f()?? )= f(X)f(Y).

Pomocna véta 3.1.3. Asociované linedrni zobrazeni shodného zobrazeni zacho-
vdvd velikost vektori, t.j. pro kazdy vektor u € Z(E,) plati

les ()| = [ulf.
Diikaz. Necht u = B?, potom mame

losl = [IFB)F(C] = 1£(B)F(C)] = |BC| = |Jul]. O

Véta 3.1.4. Asociované linedrni zobrazeni shodného zobrazeni zachovdvd skaldrni
soucin vektori, t.j. pro vsechny vektory u,v € Z(&,) plati

(pr(a), r(v)) = (u,v),
t.g. py je ortogondint linedrni zobrazeni z Z(E,) do Z(E))).
Diikaz. 7 vlastnosti skalarniho souc¢inu dostavame

(u+v,u+v)=(u,u)+2(u,v)+(v,v),
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t.j.
2(u,v) = la+v|® = [[ul* = |Iv]*.

Aplikaci této rovnosti na vektory ¢r(u) a ¢(v) az Pomocné véty 3.1.3 dostaneme

2 (or(w), 05 (V) = lles(w) + 0, (V)II* = llp ()I* = [l (V)|
= lles(u+v)II* = ller()* = lles (V)]
= [[u+v|[* = [[ul* - [v]*
=2(u,v). ]

Asociované ortogonalni linearni zobrazeni je jednozna¢né urceno shodnym
zobrazenim. Naopak plati

Véta 3.1.5. Necht je ddano ortogondlni linedrni zobrazeni ¢ : Z(E,) — Z(E!,) a
body B € €,,B" € £ .. Pak existuje jediné shodné zobrazeni f : €, — &£/, takové,

Ze f(B) =B apr = .
Diikaz. Podle Véty 2.1.3 existuje jediné afinni zobrazeni danych vlastnosti uréené
F(X) = B + o(BX). (3.1.1)

Ukazeme, Ze (3.1.1) je shodné zobrazeni. Mame

PO L] = TN = [lp (XY = [ XY = [xV]. -

Véta 3.1.6. Necht je ddino (n + 1) bodi v obecné poloze Py, Py, ..., P, € &, a
body P}, P|,..., P, € & takové, Ze

PP =|PP), i,j=0,...,n. (3.1.2)

Pak ezistuje jediné shodné zobrazeni f : &, — &! takové, Ze f(P;) = P/ pro
vsechna 1 =0,...,n.

Diikaz. Protoze jsou body Fy, Pr,...,P, € &, v obecné poloze, jsou vektory

PyPy, ..., PP, € Z(&,) linearné nezavislé. Podminka (3.1.2) znamena, ze i body

P, P,....P, € & jsou v obecné poloze, a tedy i vektory FyP|,...,PJP, €

Z (&) jsou linearné nezavislé. Podle Véty 1.1.2 existuje jediné linearni zobrazeni
—

v Z(&E) — Z(E]) takové, ze p(Py 13\,) = P P!. Navic plati ||¢(P IB\Z)H = || P IB;H,

a tedy ¢ je ortogonalni zobrazeni. Podle Véty 3.1.5 je zobrazeni

F(X) = P} + o(RX)

shodné zobrazeni a snadno se vidi, ze f(F;) = P/. O
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Diisledek 3.1.1. Shodné zobrazeni z euklidovské roviny je uréeno obrazy vrcholt
libovolného trojuhelnika na vrcholy s nim shodného trojuhelnika. o

Vyjadreni shodného zobrazeni v soutadnicich je stejné, jako u afinnich zobra-
zeni. Musime si jen uvédomit, ze v euklidovskych bodovych prostorech pouzivame
kartézské repéry a souradnice. Mé&jme tedy kartézsky repér R = (P;eq,...,e,) Vv
&, a kartézsky repér R' = (Q;dy,...,d,) v &, anecht f: &, — & je shodné
zobrazeni. Zvolime-li Q) = f(P), d; = ¢s(e;), ¢ = 1,...,n, potom stejné jako ve
Vété 2.2.3 dostaneme soutadnicové vyjadieni f ve tvaru

/
T, = Ty, Ty =0,

(3.1.3)

/
X, =ITn, x,, =0.

V soufadnicich je to tedy kanonické vloZeni R® do R™, kde R* chapeme jako
euklidovsky bodovy prostor.

Pokud je repér R' = (Q;dy,...,d,,) v £ obecny, nezavisly na repéru R =
(P;eq,...,e,) v &, dostaneme vyjadieni f ve tvaru

n

x;:Zajixi—i—bj,j:l,...,m, (314)

=1

ktery budeme castéji psat maticove

l‘ll ai A1n x1 by
=1 : : I (3.1.5)
x am1 Amn L, bm
nebo symbolicky
(f(X)=AX)+B. (3.1.6)

Matice A je ovSem matice asociovaného ortogonalniho linearniho zobrazeni a tedy
podle Casti 1.4 spliiuje podminku AT A = E,,.

Necht je naopak dédna matice A typu m/n takova, ze AT A = E,, t.j. takova,
7e plati Z;n:l aj; ajp = O, O = 1,4 = k,0;x = 0,7 # k, a necht B je libovolna
matice typu m/1. UkdZeme, Ze zobrazeni

n

J?;:Zajimi+bj7j:1a---am (3.1.7)

=1



3.1. Shodné zobrazeni 83

je shodné. Mame

m m n

XY =3 -2 =300 ag (i — @)

j=1 j=1 =1

=D agi (i — ) e (e — )

Je tedy zobrazeni (3.1.7) shodné.
Miuzeme tedy predchozi avahy shrnout do nésledujici véty.

Véta 3.1.7. Necht f : &, — &, je afinni zobrazeni, které md v kartézskijch
soutadnicich na &, a & wvyjadreni (f(X)) = A(X) + B. Potom f je shodné
zobrazent prdvé tehdy, kdyz matice A splriuje podminku ATA = E,,.

Uloha 3.1.1. Zobrazeni f : & — &; je dano obrazy bodu P, A, B. Uréete rovnice
zobrazeni a zjistéte, zda se jednéa o shodné zobrazeni. Co je Im(f)?

P=10,0,A=1[1,0,B=[0,1]
P =11,3,-2],

A — [1 3v2+1 72\/§+1] B — [\/§+1 3v/3+1 72\/571}
V2 V2] VAIREERVERR VR

ReSeni: Oznac¢me

/ / 1 1 1 /o 1 1 1
A—-P = 0775775 7B_P_<7§77§7_7§)
Rovnice zobrazeni je (X') = A(X) + P/, tedy
x 0 = 1
/ 1 \{g x
vy 1=\l ( ) + 3
i 1T Yy _9
V2 VB

[

%F o

&l“ﬁl“ o
S-S-s-
Il
VR
o
— o
N——
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Rovnice obrazu & mé v & parametrické vyjadieni

r= 1 +\/i§s,

y= 3 —1—\%75 +\/i§s,
— 1 1

Z = —2 +7§t —7§8 .

Z prvni rovnice vyjadiime s a dosadime do zbyvajicich dvou rovnic, dostaneme

s=+3(x—1)a
yz3—|—\%t—|—(z—1), z:—2+\/iit—(x—1).

Vylou¢enim parametru ¢ dostaneme y—3—x+1 = 242+ —1. Obecné vyjadieni
Im(f) je tedy
p=2r—y+2+3=0.

3.2 Shodnosti, grupa shodnosti

V této casti budeme uvazovat shodné zobrazeni na euklidovském prostoru. Pro-
toze je shodné zobrazeni prosté, je shodné zobrazeni euklidovského prostoru na
sebe bijekci. Protoze je kazdé shodné zobrazeni afinni, je shodnost afinita na
euklidovském prostoru. Na euklidovském prostoru muzeme uvazovat libovonou
afinitu. Objasnéme nejdrive, jaky je geometricky vyznam modulu afinit a ekvi-
afinnich zobrazeni. Pfipomenme, ze ekviafinni zobrazeni jsou afinity s modulem
+1.

Véta 3.2.1. Afinita f euklidovského prostoru &, zobrazi n-rozmeérny rovnobéz-
nostén o objemu V' na rovnobéznostén o objemu |m(f)|- V.

Diikaz. Uvazujme v &, n-rozmérny rovnobéznostén R, (A;uy,...,u,). Jeho ob-
jem je dan absolutni hodnotou vnéjsiho sou¢inu [uy,...,u,], viz [HoJa]. Afi-
nita f zobrazi rovnobéznostén na rovnobéznostén R! (f(A); or(wr), ..., ¢r(uy,)).
Jeho objem je potom absolutni hodnota vnéjstho soucinu [pr(uy),. .., ¢r(u,)].
V kartézskych soutradnicich je vnéjsi soucin urcen determinantem matice, v je-
jichz sloupcich jsou soutadnice danych vektoru. Je-li potom f urceno v souiad-
nicich maticovou rovnici (X’) = A(X) + B, dostaneme z ¢s(u) = A(u) rov-
nici [pr(wy),...,¢r(u,)] = [A(w),..., A(u,)] = |A] - [uy,...,u,]. Tedy objem
rovnobéznosténu R, (f(A); ¢r(u1),. .., ¢r(u,)) je roven objemu rovnobéznosténu
R.(A;uy,...,u,) vynasobeného absolutni hodnotou mocnosti m(f) = |A|. O

Poznamka 3.2.1. Pro afinitu f euklidovského prostoru &, se ¢islo |m(f)| =
| det A| nazyva koeficient zkresleni objemi. Geometricky toto ¢islo znamena, ze
pravouhly n-rozmérny rovnobéznostén o objemu jedna (dany napiiklad kartéz-
skym repérem (P;eq,...,e,)) se zobrazi na n-rozmérny rovnob&znostén o objemu

Im(f)- &
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Véta 3.2.2. FEkviafinni zobrazeni euklidovského prostoru &, zachovdvd objemy.

Diikaz. Tato véta je disledkem Véty 3.2.1 protoze pro ekviafinni zobrazeni f je
m(f) = +1. O

Definice 3.2.1. Shodné zobrazeni f euklidovského prostoru &, na sebe se na-
zyvéa shodnost (izometrie) &,.

Véta 3.2.3. Shodnd zobrazeni euklidovského prostoru &, tvori grupu, tzv. grupu
shodnosti &,,.

Diikaz. Dukaz je ziejmy. Slozenim dvou shodnosti je shodnost. Z definice shod-
ného zobrazeni se snadno vidi, Ze inverzni zobrazeni ke shodnosti je opét shod-
nost. [

Poznamka 3.2.2. Grupa shodnosti na &, je podgrupou grupy ekviafinnich zob-
razeni na &,. T.j. &, C &, C A,,. &

Poznamka 3.2.3. Linearni zobrazeni asociované ke shodnosti je ortogonalni
transformace na zaméteni Z(&,). V libovolnych kartézskych soufadnicich je tedy
matice shodnosti ortonormalni matice, t.j. modul shodnosti je £1. Je-li m(f) = 1
hovofime o primé shodnosti, je-li m(f) = —1 hovorime o nepiimé shodnosti.
7 Césti 1.4 vyplyva, Ze vlastni hodnoty shodnosti jsou pouze ¢isla 41, prostor
vlastnich smért, ktery odpovida vicenédsobné vlastni hodnoté, méa dimenzi rovnu
nasobnosti vlastni hodnoty a vlastni sméry, které odpovidaji riznym vlastnim
¢islim, jsou na sebe kolmé. &

Poznamka 3.2.4. Ortogonalni transformace na Z(&,) asociovana se shodnosti
zobrazuje ortonormalni bazi Z(&,) na jinou ortonormalni bazi. Rovnice

/
Ty a1; -+ Qip X by

=| : : N ATA=E,,

tedy muZeme chéapat dvojim zpusobem. Budto jako vyjadfeni soufadnic obrazu
X' bodu X v dané shodnosti (oboji soufadnice vzhledem k témuz kartézskému
repéru R = (P;eq,...,e,) v &,) nebo jako vyjadieni transformace soufadnic
téhoz bodu X pii pfechodu od repéru R k repéru R’ = (f(P); r(e1),. .., p(en)).
o
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Uloha 3.2.1. Uréete rovnice shodnosti h : & — &, ktera zobrazuje bod A =
[0,1] do bodu A" = [£, 2] a bod B=[3,1] do bodu B’ = [2, 5].
Reseni: Jde skutené o shodnost v Es, nebot

AB = (3,0), |AB| = |AB| = 3.

—
A/B/:(g 2)7 ‘A/B/’:HA/B/”: %+144 %:\/5:3

5'5
Uvazujme rovnice h ve tvaru

¥ =ar+by+p, Yy =cx+dy+q.

Aby h bylo shodnosti pro viechny body &, musi byt matice A = ( CCL Z )

ortogonalni. To znamena, 7e musi platit AT”A = E. Tedy

a c a by (10
b d cd) \0 1)
To je ekvivalentni soustavé rovnic

ad+c=1, V¥+d*=1, ab+cd=0.

s
Soucasné (,Dh(zﬁ) =A'B, tj. 3a= %,30 = %, takze a = %, c= %. Dosazenim
do predchozich rovnic dostaneme dvé moznosti
4 3 4 3
by =—=, dy = by ==, dy=—-.
s s 75 T 5

Ovérime, zda v obou piipadech je matice ortogonalni. Opravdu

3 _4
A1:(i §>, ATAI Es, |A1|:17
5 5

3 4
Az—(z _§>7 AT Ay = Fy, |As] = -1
5 5

Pro matici A; dostaneme

d=tr—3y+p, Y =sr+iytq.

Po dosazeni bodu B a jeho obrazu B’ dostaneme p = 1 a ¢ = 2. Rovnice shodnosti
pro matici A; tedy jsou

d=3r—ty+1, Y =tz+3y+2.
Pro matici A, dostaneme
d=3r+3y+p, Y =ir-ty+q.
Po dosazeni bodu B a jeho obrazu B’ dostaneme p = —% aq = %. Rovnice

shodnosti pro matici A; tedy jsou

/I _3,.,_4,_ 3 I _ 4 3 16
r=:r—zy—%, y—5x—|—5y—|—5.
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3.3 Soumeérnosti podle podprostori

Uvazujme nyni v &, podprostor g, 0 < dim ¢ = k < n. Podle skript [JaHo| lze
z libovolného bodu X prostoru spustit na p pravé jednu kolmici, ktera protne o
v bodé X (pata kolmice). Uvazujme zobrazeni, které zobrazi bod X na bod X’
takovy, ze X je stfedem usecky X X'. Je zfejmé, Ze toto zobrazeni je (involutorni)
bijekce na &, a body v p jsou samodruzné. Ukazeme, Ze toto zobrazeni je shodnost.
Staci tedy ovéfit | XY | = |X'Y’| pro libovolné body X,Y. Rovnost staéi ovérit
v libovolné vhodné zvolenych kartézskych soutadnicich. Zvolme kartézsky repér
tak, aby mél podprostor o neparametrické vyjadieni

0:%k1=0,...,2,, =0.
Potom pro libovolny bod X = [z1;... ;x,] je pata komice spusténé z X na o bod
Xo = [z1;...;2;0;...;0] abod X' = [x1;... ;Zk; —Tpy1; ... ; —Ty). Je tedy dané
zobrazeni dano rovnicemi
/ /
Ty =21, L1 = " Thk+1,
(3.3.1)
T, =xy, = —x,,
t.j. je to afinni zobrazeni. Snadno se vidi, Ze pro libovolné dva body X = [z1;... ;z,)]
aY = [yi;...;yn] a jejich obrazy X' = [x1;... ;T —Xpy1;...;—x,) a Y =
15 5 Uks —Yha1s -5 —Yal Plati [ XY = /(g1 — 21)2 + - + (yn — 20)2 = | XY]

a jde o shodnost.

Definice 3.3.1. Necht o, 0 < dimp = k < n je podprostor euklidovského
prostoru &,. Shodnost, ktera zobrazi kazdy bod X z &, na bod X' z &, takovy,
ze stfed usecky X X' je pata kolmice spusténé z X na o, se nazyva symetrie
(soumérnost) &, podle podprostoru p.

Je-li dimp = 0 (jde o bod R) hovoiime o stFedové symetrii (soumérnosti).
Bod R se nazyva stied symetrie (soumeérnosti).

Je-li dim o = 1, respektive dim p = 2, respektive dim o = n—1, hovoiime o sy-
metrii (soumérnosti) podle piimky (také osovd symetrie (soumérnost)), respek-
tive roviny, respektive nadroviny. V pripadé osové symetrie se piimka nazyva
osa symetrie (soumérnosti).

Poznamka 3.3.1. Soumérnosti podle nadrovin maji jako mnozinu samodruznych
bodi nadrovinu. Jedné se tedy o zakladni afinity, které hraji vyznamnou roli,
protoze podle Véty 2.6.6 je kazda afinita slozenim nejvyse (n + 1) zakladnich
afinit. Podobnou roli budou hrat i soumérnosti podle nadrovin. &
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Véta 3.3.1. Necht v néjakém kartézském repéru R na euklidovském prostoru &,
je ddna nadrovina ¢ : a1x1 + -+ -+ apx, +a =0, (a1;... ;a,) # (0;...;0). Potom
rovnice soumernosti podle nadroviny o jsou tvaru

2a;
¢ (@ + -+ + apz, + a). (3.3.2)

Z?:l a;

Diikaz. Soumérnost podle nadroviny g je zdkladni afinita, a tedy podle Véty 2.6.8
ma rovnice tvaru

Xr, = T; —

wgin+)\i(a1x1+---+anwn+a).
Podminka, Ze stied usecky X X' lezi v o je tvaru

n

/ .
Za‘”;x ta=0, (3.3.3)
i=1
£.j.
Z aidi(arxy + -+ apxy, +a) + 2 (az + -+ apr, +a) =0. (3.3.4)
i=1

e .
Podobné podminka, ze XX’ L p je tvaru
-z, =ka;, (3.3.5)

£.j.
Ailarzy + -+ apz, +a) =ka;, (3.3.6)
Dosazenim (3.3.6) do (3.3.4) dostaneme

kZa?+2(a1x1+---+anxn+a):O, (3.3.7)
i=1
£.j.
2
k= —m<all’1 + -+ apT, + a) . (338)
Z (3.3.8) a (3.3.5) potom plyne (3.3.2). O

Soumérnost podle nadroviny je dana nadrovinou soumeérnosti. Pro jeji urceni
jiz nepotiebujeme obraz zadného bodu (koeficienty A; jsou dany jen koeficienty z
rovnice nadroviny symetrie). Naopak, zadame-li dva rizné body B a B’, potom
existuje jedina soumérnost podle nadroviny (t.j. jedina nadrovina), které zobrazi
B na B’. Opravdu, nadrovina soumérnosti bodu B a B’ je jedina nadrovina, ktera

je kolma na vektor BB’ a prochézi stfedem tsecky BB'.
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Véta 3.3.2. Ke kazdé shodnosti f na euklidovském prostoru &, existuje nejvijse
(n + 1) soumérnosti podle nadrovin takovych, Ze f je jejich sloZenim.

Diikaz. Necht f: &, — &, je shodnost. Zvolme v (n + 1) bodu Py, Py,..., P, v
obecné poloze, potom i body P/ = f(F;) jsou v obecné poloze.

Pokud Py # P}, uréime nadrovinu symetrie p; boda Py a PJ. Ozna¢me jako
f1 symetrii podle nadroviny py a fi(P;) = Pi;, i = 1,2,...,n. Pokud Py = P}
tento krok vynechame (jako f; bereme identitu).

Pokud P ; # P/, uréime nadrovinu symetrie oo bodu P;; a P;. Ukazeme,
ze bod P} € 09, t.j. ze plati |PiPi1| = |F}P]|. Ale |FPJP11| = |PyPy| protoze
jsou to obrazy v symetrii fi. Podobné |PjP]| = |PyP| protoze jsou to obrazy ve
shodnosti f. V symetrii fo podle gy je tedy P samodruzny, P, se zobrazi na
Pl a Py ; se zobrazi na P;, i = 2,...,n. Pokud P;; = P] tento krok vynechame
(jako fy bereme identitu).

Pokud P, # Pj, uréime nadrovinu symetrie g3 bodu Pas a Pj. Ukazeme,
se body Pl P! € o3, t. ze plati |P)Pos| = |PP)| a |P/Pys| = |PIP). Ale
|PyPys| = |PoPs| protoze jsou to obrazy ve slozeni symetrii fo o f1. Podobné
| Py Py| = |PyP»| protoZe jsou to obrazy ve shodnosti f. Totéz plati i pro bod P;.
V symetrii f3 podle g3 jsou tedy body Fj, P| samodruzné, P o se zobrazi na Pj a
P, ; se zobrazi na Ps;, i = 3,...,n. Pokud P55 = Pj tento krok vynechame (jako
f3 bereme identitu).

Déle pokrac¢ujeme analogicky az do (n + 1)-niho kroku. Vysledek shrneme v

tabulce
fl f2 f3 fn fn-‘rl

Py — P — P} — - — P} — P

P1 — Pl,l — Pll — — Pll — Pll,

Pn—l — Pn—l,l — Pn_LQ —_— e — Pvfzfl — P?Q,fl;

P, — Py — Poa — -~ — P, — P

Kazdé zobrazeni f; je symetrie podle nadroviny nebo identita. Slozenim f,, 10

-+ o f1 dostaneme puvodni shodnost f. ]

Poznamka 3.3.2. Narozdil od rozkladu afinity na zakladni afinity nemame pii

vybéru soumérnosti podle nadrovin volbu. Jediné volba je volba bodi Fy, Py, ..., P,
v obecné poloze a jejich poradi. Je vyhodné mezi body P; zaradit maximalni pocet
samodruznych bodd. O

Poznamka 3.3.3. Soumérnost podle nadroviny je nepifimé shodnost. Slozeni
dvou soumérnosti podle raznych nadrovin je tak ptimé shodnost. Mame dvé moz-
nosti.
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Jsou-li obé nadroviny symetrie rovnobézné, dostaneme shodnost, ktera nema
zadny samodruzny bod. Je to posunuti ve sméru kolmém na obé nadroviny o vek-
tor velikosti dvojnasobku vzdalenosti nadrovin. Jeho orientace zavisi na poradi, v
jakém soumérnosti sklddame. Tato situace se snadno konstrukéné vidi v roviné. V
prostoru obecné dimenze odvodime toto tvrzeni v souradnicich. Opravdu, jsou-li
p a o dvé ruzné rovnobézné nadroviny, mame p : a1z + -+ + apr, +a = 0 a
o:a1x1+ - +a,x,+b=0, kde Z] L a 2- # 0, a # b. Potom rovnice soumérnosti
podle p a o, v tomto poradi, jsou

x’-:x'—i(ax + -+ ayr, +a)

i 7 Z‘;}Zla? 141 nin )
2q

! =1 ? (azy + -+ apz;, + ).

Dosazenim dostaneme rovnice slozeného zobrazen{

n
" 2 a;

T, =T; — W(Z(lkl’k + (l)

J=177 k=1

_ %(iak(m - %(iam +a)) —l—b)

J=177 " k=1 J=17J =1

2a; < - 2 3 ai
=T — =i |2 akmk—i-a—n—_( CLlSL’l—i-CL) +b)
ALY Siad )

2a;
=2 — = il ( Zakxk—l—a—QZalxl—Qa—i-b)
ZJ 1CL

2a; <b )
=Ti—<m a(0V—a
Zj 1a

které je posunutim o vektor u = 222 % (ai;... ;ay), ktery je nasobkem spo-

le¢ného normalového vektoru obou rovin. Nav1c jeho velikost je

|b— al
[ul| = 2
| 225 afl
Urceme vzdalenost rovin p a o. Uvazujme B € o, t.]. Z?Zl a;b; = —b. Potom

vydalenost rovin je dana vzdalenosti

|2 j—iabi+al | —b+a

- I
\/ 27;:1 a? \/ Z;'L:I a?

v(B,p) =
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coz je polovina velikosti vektoru u.

Jsou-li obé nadroviny symetrie rtiznobézné, dostaneme shodnost, ktera ma
jako podprostor samodruznych bodi prinik nadrovin symetrie, t.j. podprostor
dimenze (n—2). Toto zobrazeni je otocent prostoru kolem priniku nadrovin syme-
trie o thel, jehoz velikost je dvojnasobna nez je odchylka podprostori. Specialné
sloZzenim dvou symetrii podle kolmych nadrovin dostavame symetrii podle jejich
pruniku. Tato situace je mozné v prostoru minimalni dimenze 2. V roviné tak
dostavame, Ze slozenim dvou osovych symetrii s rtiznobéznymi osami je zndmé
otoceni roviny kolem stfedu. Podobné v prostoru dimenze 3 je sloZzenim symetrii
podle rovin s ruznobéznymi rovinami symetrie otoceni prostoru kolem piimky.
Jak si ale predstavit otoc¢eni prostoru dimenze n o thel o kolem podprostoru
dimenze (n — 2)? Méjme pevné zadany podprostor p dimenze (n — 2). Potom
kazdym bodem prostoru, prochazi pravé jeden podprostor dimenze 2 (rovina) to-
talné kolmy k p, ktery ma s danym podprostorem p spole¢ny pravé jeden bod.
Otoceni prostoru kolem p o thel « je potom zobrazeni, které je v kazdé totalné
kolmé roviné otocenim kolem spole¢ného bodu o thel a. Ukazme si situaci v
soutradnicich. Predpokladejme, Ze je zadan kartézsky repér tak, ze p je podpro-
stor uréeny pocatkem a prvnimi (n — 2) smérovymi vektory. Uvazujme libovolné
dvé rizné nadroviny, které obsahuji p, t.j. 0 : awp_1 + bz, = 0, a® + b> £ 0,

0 Tyt +dr, =0, +d* # 0. Jejich odchylka je déna cosa = \/#a;;%,
tedy sina = —_lad=bel __ potom soumérnosti podle p a o, v tomto pofadi, jsou
NFEE N

/ /

$1:x17 e 7mn_2:xn_2,
2a
/ —
Tp1 = Tp—1— a2—+b2<ax"71 +bx,)
2b
A
T, = Ty — CLQ——I—bQ(aljnil + b$n> )
a
¥y =a], ST =1
v C / /
Tyq = Tpp_y — m(0$n—1 +dxy,)
2d
"o / /
Ty = T, — Cng—dg(C%_1 + dxy,) .
SloZenim dostaneme
) =z, ST =Ty,
o (a* — b?)(c* — d?) + 4abcdx N 2ab(c* — d*) — 2cd(a® — bQ)x
(@24 02) (2 + d?) et (a® + b2)(c + &) "
" 2ab(c? — d?) — 2cd(a® — b?) N (a® — b*)(c® — d?) + 4abed
= - Tpn—1

Tn-1 = (@ 1 02) (2 + ) @)+ @)
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Pokud ma byt toto zobrazeni oto¢enim kolem oMo u thel 2a, musi byt cos(2a) =
(a?—b2)(c?—d?)+4abcd 2ab(c?—d?)—2cd(a’—b?)
(a?+b2)(c?+d?) (a2+b2)(c?+d?)
vztahti cos(2a) = cos? a — sin® a a sin(2a) = 2 cos a sin a.

a sin(2a) = . To ale opravdu dostaneme ze

e e vy v

nezalezi na konkrétni volbé nadrovin symetrie. Podstatné je jen jejich vzdale-
nost, v piipadé rovnobéznych nadrovin, nebo odchylka, v pfipadé riiznobéznych
nadrovin. &

Uloha 3.3.1. Ovéite konstrukéné, e slozenim dvou osovych symetrii v roving je
bud posunuti (v pfipadé rovnobéznych os symetrie), nebo otoceni kolem bodu o
thel, ktery ma dvojnasobnou velikost nez je odchylka os.

3.4 Klasifikace shodnosti v roviné a prostoru

Podobné, jako jsme klasifikovali v afinni roviné afinity podle po¢tu samodruznych
bodt a vlastnich smért, budeme nyni klasifikovat i shodnosti v euklidovské roviné
a tiirozmérném euklidovském prostoru. Uvédomme si pri tom, ze vlastni hodnoty
shodnosti mohou byt pouze 1 a —1, Ze riznym vlastnim hodnotam odpovidaji
na sebe kolmé vlastni sméry a vicenasobnému kofeni charakteristické rovnice
odpovida podprostor vlastnich sméri, jehoz dimenze je rovna nésobnosti kofene.

V roviné potom dostavame tabulku, kde v fadcich jsou shodnosti, které ne-
maji zadny samodruzny bod, pravé jeden samodruzny bod, primku samodruznych
bodi a kone¢né mohou byt vSechny body samodruzné.

Charakteristickd rovnice je polynomiélni stupné dva. Ta nemusi mit zadna
realny kofen, t.j. zobrazeni nema zadny vlastni smér, nebo ma dva realné rizné
koteny (1 a —1), t.j. zobrazeni ma dva na sebe kolmé vlastni sméry, nebo kone¢né
ma charakteristickd rovnice dvojnasobny kofen 1 nebo —1, t.j. kazdy smér je
vlastni.

Dostavame tak néasledujici tabulku shodnosti v euklidovské roviné, kde po-
¢atek kartézského repéru volime jako samodruzny bod, pokud existuje, a sméry
soutfadnych os jsou vlastni sméry, pokud existuji.
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Zadny vlastni Dva kolmé Kazdy smér
smeér vlastni sméry vlastni
Zadny ¥=x +b ¥=x +b
samod- | — Yy = -y Yy = y+b
ruzny b#0 (b1;b2) # (0;0)
bod Posunuta o. s. | Posunuti
Jeden ' =z cosa+y sina ¥ =—x
samod- |y = —x sina+y cosa | — Yy = -y
ruzny sina # 0
bod Otoceni o thel a Stredova symetrie
Piimka ¥ =x
samod- | — Y = —y -
ruznych
bodi Osova symetrie
Vsechny ¥ =ux
body — — y =y
samod- Identita
ruzné

Disledek 3.4.1. Protoze je kazda shodnost v roviné slozenim nejvyse tif oso-
vych symetrii, je kazdé zobrazeni ve vySe uvedené tabulce slozeno z nejvyse tii
osovych symetrii. UkdZeme si to u vSech zobrazeni. Samotna osovi symetrie je
déna jedinou osovou symetrii.

Ptimé shodnosti jsou posunuti a otoc¢eni kolem bodu, pfitom stfedovou symet-
rii a identitu bereme jako zvlastni pripad otoceni o thel 7 nebo 0. Tyto shodnosti
musi byt sloZzeny ze dvou osovych symetrii a podle Pozndmky 3.3.3 je posunuti
slozenim dvou osovych symetrii s rovnobéznymi osami a otoceni je slozenim dvou
osovych symetrii s riznobéznymi osami.

Posledni zobrazeni v tabulce je posunutéa osova symetrie. Ta je slozenim osové
symetrie a posunut{ ve sméru osy o nenulovy vektor. Je tedy posunuta osova
symetrie v tabulce slozenim ti#{ osovych symetrii, pfitom jsou dvé osy symetrie
rovnobézné (v nasem pripadé kolmé na tieti osu x). o

Disledek 3.4.2. Protoze je slozenim dvou pfimych shodnosti opét prfima shod-
nost, dostavame tak, ze skladani posunuti a otoceni je opét posunuti nebo otoceni.
To, ze slozenim dvou posunuti je opét posunuti je zfejmé. Podobné se snadno na-
hlédne, Ze slozenim posunuti a otoceni je opét otoceni o stejny thel kolem jiného
sttedu. Novy stfed otoceni je ovSem zavisly na tom, v jakém pofadi tato dvé
zobrazeni slozime.
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Hufe se vidi, Ze slozenim dvou otoceni (obecné podle raznych stiedi i thli) je
bud'to posunuti, nebo otoc¢eni. Snadno se to vidi analyticky. Méjme dvé otoceni
01(S, ) a 09( R, f) o rovnicich

(7)== () ()
()= (o oy (=) ().

Pozor, soutadnice stfedt otoc¢eni dostaneme z vyse uvedenych rovnic jako sou-
fadnice samodruznych bodt. Potom z

(i) i ) (i) o)
_ cos(a) cos(B) — sin(a) sin(3) cos(a) sin(f) + Si'Il(Oz) cQs(ﬁ)
E — cos(a) sin(B) — sin(« )Co;(ﬁ) cos() cos(f) — sin(a) sin(5) )
B cos(a+ () sin(a+ 5)
( )

—sin(a+ ) cos(a+ B)

dostameme, Ze 01 0 05 1 05 0 01 jsou budto otoceni o thel a + 3, a + 8 # 2,
kolem bodt, které dostaneme jako samodruzny bod slozeného zobrazeni a pro
riuzné poradi skladéani jsou to rizné body pro S # R. Specielné, pro a+ =7
jde o stfedovou symetrii.

Pro (a+f) = 27 dostaneme jednotkovou matici a zobrazeni je bud'to identita
(pro stejné stiedy otaceni) nebo posunuti (pro rizné stiedy otaceni), pro rizné
poradi skladani jsou to ritizné posunuti. o

Uloha 3.4.1. Ovéite, Ze sloZzenim otoceni a osové symetrie je budto osova syme-
trie nebo posunuta osova symetrie. o

Uloha 3.4.2. Jaké zobrazeni vznikne slozenim ti{ osovych symetrii podle ti{ os,
které tvori strany trojihelnika? o

Uloha 3.4.3. V roviné popiste grupu shodnosti rovnostranného trojihelnika a
Ctverce. o

Podobné jako v roviné, muzeme klasifikovat shodnosti i v prostoru. Charakte-
risticka rovnice shodnosti v prostoru je polynomialni stupné 3. Méame nasledujici
tf1 moznosti:

1. Jeden kofen charakteristické rovnice je redlny (1 nebo —1) a zbyvajici
dva koreny jsou komplexné sdruzené. V tomto pripadé ma shodnost prave je-
den vlastni smér. Je-li reAlnym kofenem —1, ma podle Véty 2.4.4 shodnost prave
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jeden samodruzny bod a dostavame tak zobrazeni, které vznika slozenim otoceni
kolem osy a rovinné symetrie podle roviny kolmé na osu otaceni. V tabulce jde o
otoceni kolem osy z a rovinné symetrie podle roviny yz. Je-li realnym korenem 1,
mé shodnost bud'to pfimku samodruznych bodi (otoceni kolem osy) nebo nemé
zadny samodruzny bod (otoceni kolem osy slozené s posunutim ve sméru osy).

2. Pokud mé charakteristicka rovnice dva realné rtizné koteny 1 a —1, musi byt
jeden z nich dvojnéasobny. V tomto piipadé dostaneme jeden vlastni smér odpovi-
dajici jednonasobnému koteni a dvojdimenzionalni prostor vlastnich sméri, které
odpovidaji dvojnédsobnému kofeni. Pfitom jsou tyto prostory na sebe kolmé. Ta-
kové zobrazeni nemuze mit pravé jeden samodruzny bod. M4 tedy budto primku
samodruznych bodu (symetrie podle primky, v tabulce osy x), nebo rovinu sa-
modruznych bodu (symetrie podle roviny, v tabulce osy xy), nebo nemé zadny
samodruzny bod. Tato situace miZe nastat dvojim zpisobem, budto posunutim
osové symetrie ve sméru osy nebo posunutim rovinné symetrie ve sméru roviny
symetrie.

3. Kone¢né pro trojnésobny redlny kofen charakteristické rovnice je kazdy
smér vlastnim smérem. Je-li trojnasobnym kofenem —1, ma shodnost pravé jeden
samodruzny bod a dostavame stfedovou symetrii. Je-li trojnasobnym kotenem 1,
dostavame budto posunuti nebo identitu.

Dostavame tak tabulku shodnosti v &3, viz strana 96.

Uloha 3.4.4. Jaké zobrazeni v & vznikne slozenim dvou oto¢eni kolem os, které
jsou

a) rovnobézné,

b) rtznobézné,

¢) mimobé&zné? o

Uloha 3.4.5. Jaké zobrazeni v £ vznikne slozenim dvou osovych symetrii kolem
os, které jsou

a) rovnobézné,

b) riznobézné,

¢) mimobézné? o

Uloha 3.4.6. Jaké zobrazeni v £; vznikne slozenim étyf rovinnych symetrif podle
¢tyT rovin, které tvori stény 4-sténu? o

Uloha 3.4.7. Popiste grupy symetrif pravidelnych téles. Jaké jsou jejich netrivi-
alni podgrupy? o



3.4. Klasifikace shodnosti v roviné a prostoru

Jeden vlastni

Prostor v.s. dim.

Kazdy smér

smér 2 a kolmy v.s. vlastni
=z +b |2 =2 +b |2 ==x + by
Zadny y = wycosa+zsina |y = —y Y= vy +b
samod- | 2/ = —ysina+zcosa | 2/ = —z Z = z + bs
ruzny sina £ 0, b #0 by #0 (by;b2;b3) # 0
bod Otoceni kolem pf. x Sym. podle pt. z | Posunuti
o thel a plus posunuti | plus posunuti
ve sméru pr. T ve sméru pt. x
=z + by
Y=y +b
7z = —z
(b1302) # (0;0)
Sym. podle rov.
xy plus posunuti
ve sméru rov. xy
¥ =—x ¥ =—x
Jeden Yy = ycosa+zsina y= -y
samod- | 2/ = —ysina+ z cosa | — 7z = —z
ruzny sina # 0
bod Otoceni kolem pf. x Stiredova sym.
o thel a plus
sym. podle roviny yz
¥=x ¥=x
Piimka |y = wycosa+zsina |y = -y
samod- | 2/ = —ysina+ zcosa | 2/ = —z —
ruznych | sina # 0
bodt Otoceni kolem pf. x Sym. podle pf. x
o thel «
Rovina ¥=x
samod- | — y =y —
ruznych 2= —z
bodi Sym. podle
bodi rov. Ty
Vsechny =
body — — Y=y
samod- Z = z
ruzné Identita

96
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3.5 Podobna zobrazeni, grupa podobnosti

Definice 3.5.1. Zobrazeni f euklidovského prostoru &, do euklidovského pro-
storu & se nazyva podobné zobrazend, jestlize existuje k € R takové, Ze pro
kazdé dva body body X,Y € &, plati

(X FY)] = k[XY].

Cislo k se nazyva koeficient podobného zobrazent.

Poznamka 3.5.1. Pro £k = 1 v Definici 3.5.1 podobného zobrazeni dostavame
shodné zobrazeni. Jsou tedy shodna zobrazeni specidlnim pfipadem podobnych
zobrazeni a podobnéa zobrazeni maji celou fadu stejnych vlastnosti, jako shodna
zobrazeni. &

Priiklad 3.5.1. Prikladem podobného zobrazeni na euklidovském prostoru je
stejnolehlost, kterou jsme probirali v Casti 2.5. Opravdu, je-li f stejnolehlost s
koeficientem k € R, kK # 0, a stfedem S, t.j. f(X) = kX + (1 — K)S, potom
If(X)f(Y)| = |c(Y — X)|| = |s| | XY, a tedy stejnolehlost s koeficientem & je
podobné zobrazeni s koeficientem |x|. v

Véta 3.5.1. Necht' f : &, — &/, je podobné zobrazeni s koeficientem ky a g : £, —
& je podobné zobrazent s koeficientem ko. Potom sloZené zobrazeni gof : &, — &
je podobné zobrazeni s koeficientem kq.ks.

Diikaz. Dukaz plyne piimo z Definice 3.5.1 podobného zobrazeni. Opravdu pro
libovolné dva body X,Y € &, mame

(g0 /)X)(go YY) =k [f(X) (V)| = ko.ka [ XY [

Véta 3.5.2. Necht f : &, — & je podobné zobrazeni s koeficientem k. Pak

1) Existuje stejnolehlost hy : &, — &, s koeficientem k a shodné zobrazeni
g1:E — &) takové, Ze f = gy 0 hy.

2) Ezistuje shodné zobrazeni go : &, — &! a stejnolehlost hy : E, — &), s
koeficientem k takové, Ze f = hg o go.

Diikaz. 1) Na &, uvazujme stejnolehlost h;' s koeficientem 1/k a libovolnym
stfedem. Protoze stejnolehlost je podobné zobrazeni a podle Véty 3.5.1 je slo-
zeni dvou podobnych zobrazeni opét podobné zobrazeni, je slozené zobrazeni
g1 = foh': & — & podobné zobrazeni s koeficientem k.1/k = 1, t.j. je to
shodné zobrazeni. Protoze je hi ' bijekce, je k ni inverzni zobrazeni stejnolehlost
s koeficientem k a f = g; o h;.
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1) Na & uvazujme stejnolehlost h,* s koeficientem 1/k a libovolnym st¥edem.
Protoze stejnolehlost je podobné zobrazeni a podle Véty 3.5.1 je slozeni dvou
podobnych zobrazeni opét podobné zobrazeni, je sloZzené zobrazeni g, = hy' o f
&, — &, podobné zobrazeni s koeficientem k.1/k = 1, t.j. je to shodné zobrazeni.
Protoze je hy' bijekce, je k ni inverzni zobrazeni stejnolehlost s koeficientem k a

J=haogs. [

Véta 3.5.3. 1) Podobné zobrazeni je afinni zobrazend.

2) Podobné zobrazent je prosté, t.j. n < m.

3) Podobné zobrazeni zobrazuje libovolné tii rizné kolinedrni body opét na tii
rizné kolinedrni body a zachovdvad délici pomer.

Drikaz. 1. Shodna zobrazeni a stejnolehlosti jsou afinni zobrazeni. ProtozZe je podle
Véty 3.5.2 podobné zobrazeni slozenim shodného zobrazeni a stejnolehlosti, je
podle Véty 2.1.8 podobné zobrazeni afinni.

2. Protoze je stejnolehlost bijekce a shodné zobrazeni je prosté, je jejich slozeni
prosté zobrazeni.

3. Plyne pfim z ptredchozich dvou vlastnosti. [

Véta 3.5.4. Necht [ : &, — &/, je podobné zobrazeni s koeficientem k. Pak pro
asociované linedrni zobrazeni ¢y : Z(E,) — Z(E),) plati:

1) ller(u)|| = k||u|| pro kazdy vektor u € Z(&,).

2) (pr(u), ¢ (v)) = k*(u,v) pro kazdé dva vektory u,v € Z(E,).

Dikaz. 1. Necht u = AB, potom oW = IF(AFBI = [f(A)F(B)] =
kIAB| = k |[u].

2. Méame
2 (pr(w), 5(v)) = llos(a) + @ (VIIP = s @)I* = llor (V)1
= los(a+ V)P = llor @) = lles(v)I?
=k (Jlu+v[* = [[ul* = [Iv[)
=2k (u,v). 0

Diisledek 3.5.1. Podobné zobrazeni zachovava odchylky vektorii.
Diikaz. Mame

erv) K (v
cos 5 (is(w), ¢4(v)) = ||Eoiiu>;rsﬁf(v2|| = knu(knzu = cos 4 (u,v). O

Pomocna véta 3.5.5. Necht ¢ : Z(E,) — Z(E],) je linedrni zobrazeni takoveé,
Ze plat || p(u)|| = k |Ju|| pro vsechny u € Z(E,). Pak (¢(u),¢(v)) = k2 (u,v) pro
vSechny u,v € Z(&,).
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Dikaz. Mame
(u—v,u—v) = (U.,ll) + (V7V) —2(11,V),

£,
2(u,v) = —[lu—v[* +[[uf* + v
Potom
2 (p(u), ¢(v)) = =llp(u) = eW)[I* + llp@)[* + [o(v)[
= —lle(a=v)II* + [le@)]* + le(v)]*
=k (= [la = v[* + Jul® + [[v[*)
=2k*(u,v). 2
Pomocna véta 3.5.6. Necht (uy,...,u,) je bdze prostoru prostoru Z(&,) a
necht ¢ : Z(E,) — Z(E],) je linedrni zobrazent takové, Ze plati (p(w;), p(u;)) =
k2 (u, uy). Pak (p(u), o(v)) = k* (u,v) pro vsechny u,v € Z(E,).
Diikaz. Jsou-li u = 37" w;u; a v =" y;u; libovolné vektory, je (u,v) =
> i j=1 Ti yj (wi, v ). Potom
(p(u), o(v)) = (in w(ui),zyj o(u;))
= ZSU@Z/] (uj —kQ szy] ul7u])
i,j=1 4,j=1
=k (Z Ti Uy, Z?Jj u;) = k (u,v).
i=1 j=1
[

Véta 3.5.7. Necht je dino (n + 1) bodi v obecné poloze Py, Py, ..., P, € &, a
body P}, P|,..., P, € & takové, Ze

KPP = PP,  i,j=0,...,n,keR". (3.5.1)

Pak ezistuge jediné podobné zobrazeni f : &, — & s koeficientem k takové, Ze
f(P;) = P! pro vSechna i =0,...,n.

deaz.?igtoie jsou b_od_y> Py, P,...,P, € &, v obecné poloze, jsou vektory
w = BP,...,u, = ByP, € Z(&,) linearné nezéavislé. Podminka (3.5.1) zna-
mend, ze i body By, P/,..., P, € £ jsou v obecné poloze, a tedy i vektory u} =
}TPE, Lou = @ € Z(&))) jsou linearné nezavislé. Podle Véty 1.1.2 existuje
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jediné linearn{ zobrazeni ¢ : Z(&,) — Z(&],) takové, ze p(u;) = uj. Navic plati

()] = & fluill a [[e(u; —uy)|| = ||<p(13jf_3i)|| = |PiP]| = k|P;F| = k|(w —uy].
Potom ale

2 (p(w), p(uy)) = —lle(w) — (uy)[I* + [le(w)l* + [[ouy)]|*
= —lle(w; —uy)|I* + [l(w)[I* + llo(u) |
=K (=l = wyl* + Jlu” + [[uy]1?)
= 2]€2 (ui, Uj) .
(p(u),p(v)) = k*(u,v) a |e(u)]| = klul pro kazdy vektor u,v € Z(&,).

Opravdu jsou-liu= 7" z;u; av=>_"_ y;u;. Potom

<wwmw»:(zywmw§j%¢w»
= leyj ,o(uj)) )) = k? leyj (u;,u;)

,j=1 4,j=1
= k}2 (ZCL’Z uz-,Zyj Uj) = k}2 (u,v) .
i=1 7j=1

Odtud okamzité vyplyva [[¢(u)|| = & ||u]l.
Podle Véty 3.1.5 je zobrazeni

F(X) = P} + o(RoX)

afinni zobrazeni a snadno se vidi, ze f(P;) = P/. Potom

FEOLO)] = [e(BY) — p(BX)|| = [o(XY)]| = k| XY|| = k[ XY,

a tedy je to podobné zobrazeni. O
Disledek 3.5.2. Podobné zobrazeni v roviné je urc¢eno vrcholy podobnych troj-
tthelnikii. o
Uvazujme kartézsky repér R = (P;ey,...,e,) v prostoru &, a kartézsky repér
=(Q;dy,...,d,) v prostoru £ . Potom dostaneme vyjadieni f ve tvaru
x;:Zajixi—l—bj,j:l,...,m, (352)
i=1

a z podminky, Ze f je podobné zobrazeni tvaru (ps(u), ps(v)) = k*(u,v) dosta-
neme

(pr(w), 05(v)) = (A()" (A(v)) = ()" ATA(v) = k*(u)" E,(v),
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t.j. ATA = k*E,. Dostavame tedy, Ze matice A je matici podobného zobrazeni
pravé tehdy, spliuje-li podminku

ATA = K’E, . (3.5.3)

Déle uvazujme podobna zobrazeni na euklidovském prostoru.

Definice 3.5.2. Podobné zobrazeni f s koeficientem k euklidovského prostoru
&, na sebe se nazyva podobnost &,.
Je-li k # 1, nazyva se f vlastni podobnost.

Véta 3.5.8. Podobnosti na euklidovského prostoru &, tvori grupu, tzv. grupu
podobnosti Po,,.

Diikaz. Dukaz je ziejmy. Slozenim dvou podobnosti je podobnost. Z definice po-
dobného zobrazeni se snadno vidi, Ze inverzni zobrazeni k podobnosti s koeficien-
tem k je opét podobnost s koeficientem 1/k. O

Veéta 3.5.9. Viastni hodnoty prislusné podobnosti s koeficientem k mohou bijt
pouze k.

Diikaz. Je-li u vlastni vektor piislusny vlastni hodnoté A, je z podminky ||ps(u)|| =
k ||u|| pro asociované linearni zobrazeni podobnosti |A| =k, a tedy A = £k. [

Véta 3.5.10. Modul podobnosti s koeficientem k je £k™.

Diikaz. Podobnost mé jako svou matici ¢tvercovou matici takovou, ze ATA =
k* E,. Potom |ATA| = k?, a tedy |A|]> = k™ a po odmocnéni |A| = k™. H

Véta 3.5.11. KazZdd vlastni podobnost euklidovského prostoru &, md prdvé jeden
samodruzny bod.

Drikaz. Koreny charakteristické rovnice pro podobnost mohou byt pouze hodnoty
+k. Pro vlastni podobnost jedni¢ka neni kofenem charakteristické rovnice a podle
Véty 2.4.4 ma podobnost pravé jeden samodruzny bod. O

Véta 3.5.12. KazZda vlastni podobnost na &, s koeficientem k je sloZenim shod-
nosti na &, a stejnolehlosti s koeficientem k a stredem, ktery je samodruznym
bodem dané podobnosti.

Diikaz. Je-li S’ samodruzny bod vlastni podobnosti f, existuje jedina stejnolehlost
h~! s koeficientem 1/k a stfedem S. Potom g, = foh™' a go = h™! o f jsou
shodnostina &, a f =g oh =ho gs. ]

Poznamka 3.5.2. Grupa podobnosti na &, je podgrupou grupy afinit na &, t.j.
Po,, C Ay, &
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Nésledujici graf nam ukazuje hlavni podgrupy v grupé afinit na &,.

Liché n:
(Af,, 0)
(Qlfniﬂ o) (Poy, 0) (€, 0)
(een+,o (Po,, 7, (&h,,, 0 ($0,,0)
/% )//
(TR T, + S.s.,0)
\ (‘Il ‘)/
|
(Id, o)
Sudé n:
(Af, ©)

(25,7, 0) (o, 0) (€t 0)
| % |
(ee,t, o) (&h,,0)
\@\ /
($0,,0) o)

. /

(%, + S.s.,0)
|
(T, 0)
|
(Id, o)

Poznamka 3.5.3. Vlastni podobnost v euklidovské roviné se samodruznym bo-
dem S, kterd je slozena z otoceni kolem bodu S o thel +a, kde velikost a je
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SR ;

8 : O ) Ooj
Cod” O

Obrazek 3.5.1: Spirélni podobnost

v intervalu (0,7) a + znamena oto¢eni proti sméru hodinovych rucic¢ek, — po
sméru hodinovych rucicek, a stejnolehlosti se stfedem v bodé S a koeficientem
k, k>0, k # 1, se nazyva spirdlni podobnost a znaci se SP(S, «, k).

Na Obrazku 3.5.1 je ve spiralni podobnosti SP(S,30°,1.1) zobrazena série
kruznic takovych, Zze k; je obrazem kruznice k;_1, ¢« = 1,...,12, a ve spirdlni
podobnosti SP(S,45°,1.5) série pravidelnych 5thelniki.

Se spiralni podobnosti se mizete také setkat v prirodé, viz Obrazek 3.5.2. <

Obrazek 3.5.2: Vyskyt spiralni podobnosti v piirodé

Uloha 3.5.1. Rozmyslete si, zda v definici spiralni podobnosti zalezi na pofadi
pouzitého otoceni a stejnolehlosti.
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Jaké zobrazeni dostaneme v pripadé, Zze velikost « je cely nasobek 7, nebo
k = 1, nebo pouzijeme stejnolehlost s koeficientem —k? o

Uloha 3.5.2. Je dan bod A, p¥imka p a kruznice k (na Obrazku 3.5.3 nakresleny
modre). Sestrojte ¢tverec ABC'D takovy, ze B € k a C € p.

Regeni: Pouzijeme spiralni podobnost SP(A, £45° v/2). V takové spiralni
podobnost se zobrazi bod B na bod C'. Sestrojime tedy obraz k' (na Obrazku
3.5.3 nakreslen zeleng) kruznice k a bod C' dostaneme jako prusecéik &' N p.

Mohli bychom také pouzit spiralni podobnost SP(A,445°,1/v/2) a zobrazit
v ni piimku p, potom B =p' N k.

Na Obréazku 3.5.3 je pouzito otoceni proti sméru hodinovych rucicek, otoc¢eni
po sméru hodinovych ruci¢ek nevede na zadné feseni. V daném zadani ma tloha 2
feseni (nakreslena ¢ervené). Rozmyslete si, kolik feseni muZe uloha mit v riznych
zadanich. o

Obrazek 3.5.3: K Uloze 3.5.2

Uloha 3.5.3. V euklidovské roviné je dan ¢tverec s obsahem P a podobnost s
koeficientem k # 1. Jaky obsah bude mit obraz ¢tverce?

V euklidovském prostoru je dana krychle s objemem V' a podobnost s koefici-
entem k # 1. Jaky objem bude mit obraz krychle? o



Kapitola 4

KRUHOVA ZOBRAZENI

Az dosud jsme se zabyvali zobrazenimi (afinni, shodné, podobnd), ktera zob-
razovala podprostory na podprostory, a tedy piimky na piimky (nebo body).
Takovato zobrazeni muzeme souhrnné nazyvat "linearni". V této ¢asti textu se
budeme zabyvat zobrazenimi v roviné, ktera nebudou linearni - budou zobrazovat
primky na primky nebo kruznice. Takovéto zobrazeni budeme nazyvat "kruhova"
zobrazeni.

4.1 Kruznice a jeji vlastnosti

V tomto paragrafu si pripomeneme nékteré zakladni vlastnosti a pojmy, které
jsou spojeny s kruznici v euklidovské roviné.

Definice 4.1.1. Necht S je bod v & a r > 0 je redlné ¢islo. Mnozina bodi
X # 85 € &, takovych, ze
|SX|=r

se nazyva kruznice se stiedem S a polomérem r. Znacime k(S;r).

Uvazujme v &, kartézsky repér a necht vzhledem k nému je S = [m;n| a
X = [z;y]. Z Definice 4.1.1 plyne, ze X € k pravé tehdy, kdyz

Vi —mP+ = =7,

coZz upravime na tvar
k:a®+y* —2mr —2ny+c=0, (4.1.1)

kde jsme polozili
c=m?+n*—r*. (4.1.2)

105
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Poznamka 4.1.1. Rovnici (4.1.1) miZeme vynasobit libovolnym nenulovym real-
nym ¢islem a dostaneme opét rovnici téze kruznice. Rovnici (4.1.1)) potom na-
zyvame normovand rovnice kruznice. V piipadé neparametrické rovnice primky
azx + by + ¢ = 0 nazyvame tuto rovnici normovanou, jestlize velikost normélového

vektoru je 1, t.j. va? +b% = 1. &

Umluva 4.1.1 Z divodu jednoduchosti zépisu budeme levou stranu rovnice
(4.1.1) znacit K(X) = 2>+ y* — 2mx — 2ny + ¢, a tedy k : K(X) = 0.

Poznamka 4.1.2. Uvazujeme-li naopak mnozinu bodua v roviné, jejichz sourad-
nice spliuji rovnici (4.1.1), pak z (4.1.2) je zfejmé, Ze se jedna o kruznici pouze
za predpokladu, Ze m? +n? — ¢ > 0. &

Definice 4.1.2. Necht k : K(X) = 0 je kruznice a P = [x0; yo] € & je bod.
Cislo K(P) = 2 + y2 — 2mxo — 2nyo + ¢ se nazyva mocnost bodu P ke kruZnici
k.

Body se zapornou mocnosti se budou nazyvat vnitini body kruznice k a body
s kladnou mocnosti se budou nazyvat vnejsi body kruznice k.

Pripomenme nejdrive, Ze realné piimka kruznici bud realné neprotind nebo
ji protind ve dvou reélnych bodech, které mohou i splynout (te¢na kruznice).
Nésledujici véta nam ukéze, jaky je geometricky vyznam mocnosti bod.

Véta 4.1.1. Necht P je bod, k je kruznice a p je libovolnd primka prochdzejict
bodem P, kterd protind kruznici k. Potom soucin orientovanych velikosti iseki,
které jsou ma primce p vytaty bodem P a priseciky primky p s kruznici k, je
nezavisly na volbé primky p a je roven mocnosti bodu P vzhledem ke kruznici k.

Diikaz. Primku p uré¢eme parametricky bodem P = [z;yo] a jednotkovym vek-
torem (cosa;sina), tj. p = X = [xo;y0] + t(cosa;sina). V tomto piipads, je-li
X dan parametrem t, je |PX| = |t|. Dosadime do rovnice kruznice a po tupravé
dostaneme kvadratickou rovnici pro t ve tvaru

t* + 2t[(xzo — m) cosa + (yo — n) sina] + K(P) = 0.

Jsou-li 1, ty kofeny této kvadratické rovnice, je z korenovych vztahu pro kvad-
ratickou rovnici ¢ty = K(P) a tvrzeni nyni plyne z toho, Ze parametr ¢ urcuje
vzdélenost prislusného bodu od bodu P. Je-li pii tom K (P) < 0, maji kofeny ¢; a
t rizna znaménka, coz znamena, ze prusec¢iky piimky p a kruznice k lezi na riz-
nych polopfimkach uréenych na piimce p bodem P (Obr. 4.1.1 a)). Pro K(P) > 0
maji kofeny t; a t5 shodné znaménka, coz znamena, ze priseciky piimky p a kruz-
nice k lezi na téze polopiimce uréené na piimce p bodem P (Obr. 4.1.1 b)). Tato
situace je vyjadiena formulaci "orientovany soucin vzdélenosti". ]
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Obrazek 4.1.1: K mocnosti bodu ke kruznici

Disledek 4.1.1. Pro vnéjsi bod P kruznice k je mocnost rovna druhé mocniné
délky tusecky, kterd je uréena na te¢né bodem P a bodem dotyku (Obr. 4.1.1 b)).
o

Poznamka 4.1.3. 7Z Véty 4.1.1 vyplyva, Ze pojem vnitintho a vné&jsitho bodu
kruznice definovany v Definici 4.1.2 splyva s intuitivni prestavou, kdy vnéjsi body
jsou ty, ze kterych lze ke kruznici sestrojit tecny. Body lezici na kruznici maji
podle definice nulovou mocnost. &

Necht jsou dany dvé kruznice ky(S1;71), ka(Se; r2) svymi rovnicemi

ki Ki(X) =22+ —2mpx —2nyy +¢, =0, (4.1.3)
mi+ni—c >0,
ko Ko(X) =2 +y* — 2mox — 2ngy + ¢ =0, (4.1.4)

mi+mna—cy>0.

Uvazujme body, které lezi na obou kruZnicich, tj. spliwji rovnice (4.1.3) i
(4.1.4). Potom tyto body musi spliovat i rovnici

Ki(X)— Ky(X)=(mg—my)z+ (ng —ny)y+c¢p —ca =0. (4.1.5)

Pro my = mg, ny = no, ¢1 = ¢, tj. k1 = ko, je rovnice splnéna identicky.

Pro m; = mo, ny = no, ¢1 # co, tj. k1 a ks maji spoleény stied, ale rtzné
poloméry, neni rovnice splnéna nikdy, coz znamena, ze dvé soustfedné kruznice
nemaji spolecné (realné) body.

Pro (mqy;n1) # (mg;ng) je rovnice (4.1.5) rovnici piimky. Spolecné body
dvou nesoustiednych kruznic tedy musi leZet na piimce (4.1.5). Protoze pru-
nikem primky a kruznice jsou bud dva rizné body, nebo jeden dvojnasobny bod,
nebo zadny (redlny) bod, nastava totéz i pro pocet (redlnych) spole¢nych bodu
dvou nesoustfednych kruznic, které se mohou protinat ve dvou riznych bodech,
nebo se dotykaji v jednom bodé, nebo se (realné) neprotinaji.
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Definice 4.1.3. Necht k;, ko jsou dvé nesoustiedné kruznice o rovnicich (4.1.3)
a (4.1.4). Pak primka (4.1.5) se se nazyva chorddla kruznic k; a ks.

Véta 4.1.2. Chorddla dvou nesoustiednijch kruznic je geometrické misto bodii,
které maji vzhledem k obéma kruznicim touZ mocnost.

Diikaz. Dukaz je pfimym diisledkem definice chordaly jako pfimky, tvofené tako-
vymi body X, ze K;(X) = Ky(X). O

Poznamka 4.1.4. Z rovnice (4.1.5) vyplyva, Ze chordéla je kolma na spojnici
stfedii danych nesoustfednych kruznic. &

Véta 4.1.3. Necht jsou ddny tri rizné nesoustiedné kruznice k;(S;, 1), 1 =1,2,3,
takové, Ze jejich stredy neleZi na jedné primce, potom existuje jediny bod, ktery
md stejnou mocnost vzhledem ke vsem trem kruZnicim.

Diikaz. Protoze stredy Si, S, S35 nelezi na stejné pirimce, jsou chordaly kruznic
k1, ko a ki, k3 riznobézné piimky. Prusecik téchto chordal méa stejnou mocnost
vzhledem ke vSem tfem kruznicim a musi jim tedy prochézet i chordala kruznic
ko, ks, viz. Obrazek 4.1.2. O

Definice 4.1.4. Bod, ktery mé stejnou mocnost vzhledem ke tfem raznym
kruznicim, jejichz stfedy nelezi na piimce, se nazyva chordickyj (potencni) stred
téchto kruznic.

Poznamka 4.1.5. Chordicky stfed pro tii kruznice, jejichz stfedy lezi na jedné
primce neexistuje, protoze chordaly kazdych dvou kruznic jsou kolmice na primku
stfedi, a tedy jsou to navzajem rovnobézné piimky. &

Poznamka 4.1.6. Chodicky stfed pro tii kruznice se pouziva pii konstrukei chor-
daly dvou neprotinajicich se kruznic. Sestrojime libovolnou tfeti kruznici, ktera
dané dvé kruznice protina. Potom snadno sestrojime chordaly této kruznice a
danych kruznic. Hledana chordala je potom kolmice spusténé z priseciku chor-
dal(chordického stiedu) na spojnici stfedi danych kruznic, viz Obréazek 4.1.2.

¢

Definice 4.1.5. Odchylkou dvou nesoustrednyjch kruznic se spoleénymi real-
nymi body rozumime odchylku tecen v libovolném spoleéném bodé.

Odchylkou primky a kruznice, kterd méa s primkou spolec¢né realné body, ro-
zumime odchylku dané pfimky a te¢ny kruznice v libovolném spoleéném bodé.
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Obrazek 4.1.2: Potenéni stred t¥{ kruznic

Poznamka 4.1.7. Protoze kazdé dvé nesoustiedné kruznice jsou symetrické podle
spojnice stfedi, je definice odchylky opravdu nezévisla na zvoleném spoleéném
bodu kruznic.

Podobné kruznice a primka jsou symetrické podle kolmice spusténé ze stredu
kruznice na ptrimku.

Je zifejmé, ze odchylka dotykajicich se kruznic je nulova. Podobné odchylka
kruznice a jeji teCny je nulova. &

Poznamka 4.1.8. Odchylku dvou kruznic tedy nedefinujeme pro dvé soustiedné
kruznice nebo pro dvé nesoustfedné kruznice, které nemaji spole¢né (realné) body.

Podobné odchylku primky a kruznice nedefinujeme, je-li vzdélenost piimky
od stiedu kruznice vétsi nez polomér kruznice. &

Véta 4.1.4. Necht jsou ddny dvé nesoustiedné kruznice ki(Si;m1) a ko(S2;7m2),
které magji spolecné redlné body. Necht ki a ko magji rovnice (4.1.3) a (4.1.4). Pak
odchylka < (ki,ke) = ¢ je ddna vztahem

|2m1m2 + 2711’)12 —C1 — CQ|
2/mi +nd —ei\/mi+nd—cy

cos p =

Diikaz. Dvé kruznice se realné protinaji, jestlize plati jedna z nésledujicich moz-
nosti

L. |S19:] <714 re a |S15] > max(ry, ) (viz Obréazek 4.1.3 a));

2. 19 <1y, |S18:] + 79 > 1y a|S152] <7y (viz Obrazek 4.1.3 b)).
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Oznacme P spole¢ny bod kruznic k; a ks. Odchylka tecen v bodé P je shodna
jako odchylka piimek PS; a PSy (viz Obrazek 4.1.3).
Z kosinové véty pro trojihelnik Sy PS; dostaneme

1S19512 = r3 4+ 12 — 27171y COS@
T% + T‘% — |5152|2

cos@z T
172

Hledan& odchylka ¢ je mira mensiho z thla STP\SZ, ™ — m, a tedy

|7 413 — [S159)?]
27'17"2 ’

cos p =

Dosazenim z analytického vyjadieni (4.1.3) a (4.1.4) pak snadno dostaneme po-
zadované tvrzeni. O

b)

Obrazek 4.1.3: Odchylka dvou kruznic

Poznamka 4.1.9. Snadno se presvédcime, Ze je-li |S1.52| > r1 + 72 nebo |S1.5| >
T —Ta,je

2 2 2
[r{ + 15 — [S15:]%] -1
27”17"2

<>

a ( spliujici podminku predchozi véty neexistuje.

Véta 4.1.5. Necht je ddna piimka p a kruznice k(S;r) takové, Ze v(S,p) < r

(tj. primka a kruZnice maji spolecné redlné body). Necht p : ax +by+d =0 a

k:x?+y* —2mx — 2ny + ¢ = 0. Pak odchylka < (p,k) = ¢ je ddna vztahem
lam + bn + d|

Va2 +2vm?2+n2—c

CoS p =
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Diikaz. Odchylka primky p a kruznice k je dédna odchylkou piimky p a tecny t
kruznice k£ ve spolecném bodé P. Tato odchylka je rovna odchylce normalového
vektoru (a;b) piimky p a normélového vektoru SP teény kruznice ve spoleéném
bodé P = [x9;yo] piimky a kruznice (viz Obrazek 4.1.4). Tento normalovy vektor
ma soufadnicové vyjadieni (m — xo;n — o). Tedy

|a(m — o) + b(n — yo)|
Va2 + b2/ (m — 20)% + (n — yo)?
Protoze bod [z¢;yo] lezi na pfimce p i kruznici k, vyhovuje jejich rovnicim a

dosazenim (—azxg — byy) = d do d&itatele a 22 + y2 — 2mzg — 2nyy = —c do
jmenovatele dostaneme tvrzeni véty. ]

cos p =

Obréazek 4.1.4: Odchylka kruznice a primky

Pfipomenme (viz ¢ast 2.5), ze homotetie je budto posunuti nebo stejnolehlost.
Jako specialni homotetie tak bereme i identitu a stfedovou symetrii.

Véta 4.1.6. Jsou-li ki(S1;71) a ka(Sa;1a) libovolné dvé kruznice, potom ezistuji
pravé dve homotetie, které zobrazuji kruznici kv na kruznici k.

Drikaz. Musime rozlisit celkem ¢tyfi mozné situace.

A) Kruznice ki(S1;71) a ko(S2;72) jsou totozné, tj. S; = Sy = S a ry = ro.
V tomto pripadé je jedna homotetie identita a druhé je stfedova symetrie podle
spole¢ného stiedu S. Na Obrazku 4.1.5 A) zobrazuje identita libovolny bod X do
bodu X; a stfedovéi symetrie do bodu Xo.

B) Kruznice k1(S1;71) a ko(S2;72) jsou soustfedné razné, tj. 51 = S, = S a
r1 # ro. Potom existuji pravé dveé stejnolehlosti se stfedem v bodé S, které prevadi
k1 na kruznici k,. Koeficient prvnf stejnolehlosti je 1 = 2 a koeficient druh¢
stejnolehlosti je ko = —;—i. Na Obréazku 4.1.5 B) zobrazuje prvni stejnolehlost
libovolny bod X do bodu X; a druhé stejnolehlost do bodu Xs.

C) Kruznice kq(S1;7r1) a ko(Sa;7r2) jsou shodné a nesoustiedné, tj. S; # Sy a

ry = re. V tomto pripadé je jedna homotetie posunuti o vektor S1.5; a druhéa je
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K=k, I
X=X, /
B)
A)

Obréazek 4.1.5: Homotetie kruznic se stejnymi stiedy

stfedova symetrie podle stiedu O tsecky S7S3. Na Obrazku 4.1.6 C) zobrazuje
posunuti bod X do bodu X; a stfedova symetrie podle stfedu O do bodu Xs.
D) Kruznice ki(S1;71) a ko(Ss; r2) jsou neshodné a nesoustiedné, tj. S; # Ss
a r; # ro. Potom existuji pravé dvé stejnolehlosti, které prevadi k; na kruznici
ko. Stfedem prvni stejnolehlosti je bod O; = m’fm ST+ Tl’_ﬁm Sy (vnitini stred
stejnolehlosti - je vnitinim bodem tusecky S1.52) a koeficient stejnolehlosti je k1 =
—12. Druhd stejnolehlost je dana stfedem Op = —;2-5; + =1-5, (vnéjsi stred
stejnolehlosti - je vnéjsim bodem usecky S1.52) a koeficient stejnolehlosti je kg =
72 Na Obrazku 4.1.6 D) zobrazuje prvni stejnolehlost bod X do bodu X a druha

s‘éejnolehlost do bodu Xs. ]

, ) 5,
Q) D)

Obréazek 4.1.6: Homotetie kruznic s riaznymi stiedy

Poznamka 4.1.10. Poznamenejme, ze v piipadé C) maji vzdy kruznice dvé
navzajem rovnobézné spolecné tecny (takzvané vnéjsi teény - kruznice lezi ve
stejnych polorovinach uréenych teénami). Pokud se kruznice protinaji ve dvou
realnych bodech, je stfed symetrie obou kruznic vnitinim bodem obou kruznic
a dalsi spolecné tecna neexistuje. Pokud maji kruznice vnéjsi dotyk, prochézi
bodem dotyku (stfedem symetrie kruznic) teti spoleéna te¢na (takzvana vniting
tecna - kruznice lezi v riznych polorovinach uréenych tecnou). Pokud se kruznice
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o .
\\

Obrazek 4.1.7: Spolecné te¢ny shodnych nesoustiednych kruznic

realné neprotinaji, je stfed symetrie vnéjsim bodem obou kruznic a prochézeji
jim dalsi dvé spoleéné vnitini teény (viz Obrazek 4.1.7).

Protoze stejnolehlost zachovava odchylky, zobrazuji se te¢ny kruznice na tec¢ny
obrazu a tedy spole¢né tecny dvou nesoustiednych neshodnych kruznic prochazi
stiedy stejnolehlosti téchto kruznic. Mohou tedy v ptipadé D) nastat néasledujici
situace - viz Obréazky 4.1.8 a 4.1.9:

a) Jedna kruznice lezi uvnit¥ druhé kruznice. V tomto pfipadé neexistuji spo-
le¢né tecny.

b) Kruznice maji vnitini dotyk. V tomto pfipadé je bod dotyku vnéjsim stie-
dem stejnolehlosti obou kruznic a prochézi jim jediné spole¢na vnéjsi tecna.

¢) Kruznice se protinaji ve dvou realnych riznych bodech. V tomto piipadé
je vnéjsi stred stejnolehlosti vnéjsim bodem obou kruznic a prochézi jim dveé
spoleéné vnéjsi teény. Vnitini stied stejnolehlosti je vnitinim bodem obou kruznic
a zddna dalsi te¢na jim neprochazi.

Obrazek 4.1.8: Spolecné te¢ny neshodnych nesoustiednych kruznic, a) - ¢)

d) Kruznice maji vnéjsi dotyk. V tomto piipadé je vnéjsi stied stejnolehlosti
vnéjsim bodem obou kruznic a prochézi jim dvé spolecné vnéjsi tecny. Vnitini
stted stejnolehlosti je bodem dotyku a prochézi jim tieti spolecna vnitini tecna.

e) Kruznice se neprotinaji a lezi ve vnéjsi oblasti druhé kruznice. V tomto
pripadé oba stifedy stejnolehlosti jsou vnéjsimi body obou kruznic a prochézeji
jimi celkem ¢tyTi spolecné tecny - dvé vnitini tecny prochézejici vnitinim bodem
stejnolehlosti a dvé vnéjsi tecny prochézejici vnéjsim bodem stejnolehlosti. &
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Obrazek 4.1.9: Spole¢né te¢ny neshodnych nesoustiednych kruznic, d), e)

4.2 Kruhové krivky

V tomto paragrafu rozsifime pojem kruznice na pojem kruhové kiivky nebo zo-
becnéné kruznice.

Vynasobme rovnici (4.1.1) nenulovym ¢islem A € R a oznatme M = Am,
N = An, C' = Ac. Potom ma kruZnice rovnici

A2 +y*) —2Mx — 2Ny +C =0, (4.2.1)

kde M? + N? — AC > 0.

Uvazujme nyni naopak mnozinu boda X v roving, jejichz souradnice [z;y]
spliuji rovnici (4.2.1), kde alespon jeden s koeficientu A, M, N je nenulovy. Vy-
SetTfeme, o jakou mnozinu se jedna. Mohou nastat nasledujici moznosti:

1. A= 0, M? + N? £ 0. Potom se jedna o rovnici piimky.

2. A # 0. Rovnici upravime na tvar

M N C
2,2 o IV v
' +y 2A$ 2Ay—|—A 0

(1’—])2+(3/——

Potom pro CA—M?—N? > 0 se jedné o prazdnou mnozinu, pro CA—M?—N? = 0

se jedna o bod [%3 %] apro CA—M?— N? < 0 se jedné o kruznici o poloméru r =
—W a stfedu [%; %] Predchozi tivahy tedy muZeme shrnout do definice.

Definice 4.2.1. Necht je dana rovnice (4.2.1) takova, Ze alesponi jeden z koefi-
cienttt A, M, N je nenulovy a M?+N? — AC > 0. MnoZina bodit X € &,, jejichz
soutadnice [x;y] vyhovuji rovnici (4.2.1), se nazyva kruhovd kfivka (zobecnénd
kruznice).

Je-li A # 0 hovoiime o stredové kruhové krivce se stfedem S = [%; %], je-li
A = 0 hovorime o nestredové kruhové krivce.

Je-li A # 0, M? + N? — AC = 0, hovoiime o nulové kruhové krivce.
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Poznamka 4.2.1. Z predchozich uvah tedy vyplyva, Ze kruhova kiivka je budto
kruznice, pfimka (nestfedova kruhova kiivka) nebo bod (nulova kruhova kiivka).
Pripad, kdy M? + N? — AC < 0 reprezentuje v realném oboru prazdnou mno-
zinu. Pokud bychom uvazovali komplexni rozsifeni roviny (viz [JaSe96]), dostali
bychom takzvanou imagindrni kruznici. &

Véta 4.2.1. Necht jsou diny dvé nenulové kruhové kiivky cy, co, které maji spo-
lecné redlné body. Pak odchylka < (cy,c) = @ je ddna vztahem

|2M1M2 + 2N1N2 - Alcg - A201|
2/ M?+ N2 — A C\\/ME + N2 — A,C,y

cos p =

Diikaz. Dukaz vyplyva z Véty 4.1.4 pro odchylku dvou kruznic, Véty 4.1.5 a
vzorce pro odchylku dvou piimek (viz [HoJa]). ]

Definice 4.2.2. Necht jsou dany dvé razné kruhové kiivky ¢; : K;(X) = 0,
t = 1;2. Potom mnozina kruhovych kfivek o rovnicich

)\1K1(X) + )\QKQ(X) = 0,
kde A\; € R; (A1; A2) # (0;0), a plati

(M My 4 X My)? 4+ (A Ny 4+ Ao No)2 — (M Ay 4+ A A) (M Cr + X Cy) > 0;

se nazyva svazek kruhovych krivek.

Podle typu a polohy kruhovych kiivek c; a ¢, mizeme dostat celkem 6 nasle-
dujicich typt svazkta kruhovych krivek.

L. Svazek rovnobéznych primek, tj. svazek piimek 2. druhu (viz [HoJa]). Tento
svazek dostaneme, pokud jsou obé zékladni kruhové kiivky c¢; a co primky, které
jsou navzajem rovnobézné (viz Obréazek 4.2.1).

I1. Svazek riznobéZnych primek, tj. svazek piimek 1. druhu (viz [HoJal). Tento
svazek dostaneme, pokud jsou obé zakladni kruhové kiivky c¢; a ¢y primky, které
jsou navzajem ruznobézné (viz Obrazek 4.2.1). Spoleény bod S vSech primek
svazku se nazyva stred nebo wvrchol svazku.

II1. Svazek sousttednijch kruznic. Tento svazek dostaneme, pokud jsou obé
zékladni kruhové kiivky ¢; a ¢y soustfedné kruznice (jedna z nich muZze byt i
nulova kruhova kfivka - spoleény stied S vSech kruznic svazku, viz Obréazek 4.2.2).

IV. Svazek dotykajicich se kruznic. Tento svazek dostaneme, pokud jsou obé
zékladni kruhové kiivky c; a ¢y kruznice s jednim spoleénym bodem dotyku nebo
pokud je ¢; kruznice (i nulova) a cs jeji te¢na (viz Obrazek 4.2.2). Spole¢na tecna
ch vSech kruznic ve svazku je chordalou vsech dvojic kruznic ve svazku. Stredy
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Obréazek 4.2.1: Svazek rovnobéznych a rtznobéznych piimek

Obrazek 4.2.2: Svazek soustfednych a tecnych kruznic

ch

v8ech kruznic lezi na piimce ¢ (centrdla svazku), ktera je kolma na chordalu a
protina ji v bodé dotyku vSech kruznic.

V. Svazek protinajicich se kruznic. Tento svazek dostaneme, pokud jsou obé
zékladni kruhové kiivky c; a co kruznice se dvéma riznymi spoleénymi body
nebo pokud je ¢; kruznice a ¢y jeji seéna (viz Obrazek 4.2.3). Piimka ch urcena
spoleénymi body vSech kruznic ve svazku je jedina nestiedova kruhova kiivka ve
svazku a je chordalou v8ech dvojic kruznic ve svazku. Stredy vSech kruznic lezi
na primce ¢ (centréala svazku), ktera je kolma na chordalu.

V1. Svazek neprotinagicich se kruznic. Tento svazek dostaneme, pokud jsou
obé zakladni kruhové kiivky ¢; a ¢y kruznice (mohou to byt i nulové kruhové
kiivky), které nemaji spole¢né body (viz Obréazek 4.2.3). Ve svazku je jedina
nestredova kruhova kiivka primka ch, ktera je chordélou vSech dvojic kruznic ve
svazku. Stfedy vSech kruznic lezi na pfimce ¢ (centrala svazku), kterd je kolméa
na chordélu. Ve svazku jsou dvé nulové kruhové krivky.

ch ~

Obrazek 4.2.3: Svazek protinajicich se a neprotinajicich se kruznic
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Definice 4.2.3. Dva svazky kruhovych kiivek nazveme dudlni, jestlize kazda
kruhové kiivka jednoho svazku kolmo protina kazdou kruhovou kiivku druhého
svazku. Pritom pro nulovou kruhovou kiivku chapeme kolmé protinani s nenu-
lovou kruhovou kiivkou tak, ze nulova kiivka (bod) lezi na nenulové kruhové
kiivce.

Poznamka 4.2.2. V Definici 4.2.2 jsme pouzili k definovani svazku kruhovych
kiivek analytické (souradnicové) vyjadieni zakladnich kruhovych kiivek ¢; a cs.
Z definice dualnich svazku kruhovych kiivek dostdvame ekvivalentni "geometric-
kou" definici svazku kruhovych kiivek. Necht ¢; a ¢y jsou dvé ruzné kruhové
kiivky. Potom mnozina vSech kruhovych kiivek, které kolmo protinaji ¢; a co
tvori svazek kruhovych krivek, ktery je dualni ke svazku kruhovych kiivek urce-
ného kiivkami ¢; a cs. &

Poznamka 4.2.3. Z obrazku je okamzité vidét, které svazky kruhovych kiivek
jsou navzajem duélni. Rozeberme si jednotlivé moznosti.

1. Svazek rovnobéznych primek je duélni ke svazku rovnobéznych primek,
kolmych na vSechny primky prvniho svazku.

2. Svazek ruznobéznych piimek je dualni ke svazku soustifednych kruznic a
naopak. Pritom je vrchol svazku riznobéznych piimek spoleénym stfedem svazku
soustrednych kruznic.

3. Dualni svazek ke svazku tecnych kruznic je opét svazek tecnych kruznic.
Pritom si vyméni roli chordala a centrala svazki, tj. chordala prvniho svazku
je centralou dualniho svazku a centrala prvniho svazku je chordalou duélniho
svazku.

4. Dualni svazek ke svazku protinajicich se kruznic je svazek neprotinajicich
se kruznic a naopak. Ptitom spoleéné body svazku protinajicich se kruznic jsou
nulovymi kruhovymi kfivkami duélniho svazku a chordaly a centraly duélnich
svazku si vymeéni roli. &

Poznamka 4.2.4. S dualnimi svazky kruhovych piimek se mtuzeme potkat v kar-
tografii. Jeden typ kartografického zobrazeni (zobrazeni kulové plochy do roviny)
je stereografickd projekce, ktera zobrazuje body na kulové ploge (globu) do tecné
roviny kulové plochy (pramétny) projekei z bodu na kulové plose, ktery je dia-
metralné polozen k bodu dotyku. Stereografickd projekce zobrazuje kruznice na
kulové plose do kruznic nebo pfimek v roviné a zachovava odchylky. Soustava po-
lednikii se promitne do svazku riiznobéznych primek, je-li bod dotyku dané roviny
polem, nebo do svazku protinajicich se kruznic v ostatnich pfipadech. Soustava
rovnobézek se potom promitne do dualniho svazku soustfednych nebo neprotina-
jicich se kruznic. Poly se promitnou do nulovych kruhovych kiivek svazku. &
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Obrazek 4.2.4: Stereografickd projekce

4.3 Kruhova inverze

V euklidovské roviné jsme se zabyvali zobrazenim "stejnolehlost", které bylo dano
bodem S (stfedem stejnolehlosti) a realnym ¢islem x # 0 (koeficientem stejno-
lehlosti). Kazdy bod X # S se zobrazil do bodu X’ takového, ze plati

1. polopiimky SX a SX’ jsou totozné pro x > 0 a opacné pro kK <0 ,

2. |SX'| = |k| - |SX], 4. |n| = B

Studujme nyni zobrazeni, které je definovidno podobné a lisi se jen ve 2. vlast-
nosti, kde podil nahradime sou¢inem vzdalenosti.

Definice 4.3.1. Necht S je bod v & a k # 0 je realné ¢islo. Potom zobrazent,
které bodu X # S € &, pritadi bod X’ takovy, ze

1. polopfimky SX a SX’ jsou totoZné pro k > 0 a opacné pro k < 0,

2. 1] - [SX| = |#,
nazyvame kruhovou inverzi s kladnou mocnosti (pro £ > 0) nebo kruhovou
inverzi se zdpornou mocnosti (pro £ < 0). Bod S se nazyva stfedem kruhové
inverze a k jejim koeficientem (mocnosti).

Poznamka 4.3.1. Je zfejmé, Ze kruhova inverze se zdpornou mocnosti x je sloze-
nim kruhové inverze s kladnou mocnosti |k| a stfedové symetrie podle S. Dale se
tedy budeme zabyvat predevsim vlastnostmi kruhové inverze s kladnou mocnosti.
Vlastnosti kruhové inverze se zdpornou mocnosti se potom snadno odvodi. &

Poznamka 4.3.2. Kruhova inverze je bijekci & —{S} na sebe. Abychom nemuseli
vyluc¢ovat bod S, zavadi se rozsiteni euklidovské roviny o jeden bod. &

Definice 4.3.2. Mobiovou rovinou My rozumime euklidovskou rovinu &, roz-
Sifenou o jeden nevlastni bod oo, tj. My = & U {oo}.
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Definici kruhové inverze nyni rozsitime o predpis S — 0o a oo — S. Kruhova
inverze je potom bijekci na Mdbioveé roviné.

Véta 4.3.1. Kruhovd inverze je involutorni zobrazeni na M.

Diikaz. Je ziejmé, ze S — oo +— S. Necht X # S. Pak X — X' — X”. Musime
dokézat, ze X = X". Z 1. podminky Definice 4.3.1 kruhové inverze vyplyva, Ze
polopfimky SX a SX” jsou totozné pro kazdé . Potom z 2. podminky méme
|ISX|-|SX'| = || a |SX'|-|SX"| = || a odtud |SX| = |SX"|, coz dohromady
dava X = X". ]

Véta 4.3.2. Kruznice k = (S, \/|k|) je silné samodruznd v kruhové inverzi s klad-
nou mocnosti a slabé samodruind v kruhové inverzi se zdpornou mocnosti.

Diikaz. Necht X € k, tj. |[SX| = \/|k|. Potom

SX|-ISX| = |x] = |SX'|= "T‘|: W= Xek
K

Je-li kK <0 je X' diametralni bod k X, je-li K > 0 je X' = X. O

Definice 4.3.3. Kruznice k = (S, \/|k|) se nazyva zdkladni kruznice inverze
nebo jen kruznice inverze.

NS

Véta 4.3.3. V kruhové inverzi se vnitini body kruznice inverze zobrazuji na vnéjsi
body a naopak vnéjsi body se zobrazi ve vnitini body.

Diikaz. Je-li X vnitinim bodem k = (S, +/|k|) je |SX| < +/|x| a tedy || =
|SX|-[SX'| < +/|k|-]SX'|. Odtud |SX'| > /|| a X’ je vnéjsim bodem kruznice
k. Naprosto stejné pro vnéjsi bod X dostaneme, ze X' je vnitinim bodem. ]

Konstrukce obrazi bodt v kruhové inverzi. Predpokladejme, Zze k =
(S,7) je kruznice inverze a uvazujme jeji vnéjsi bod X, viz Obrazek 4.3.1. Sestro-
jme piimku SX. Z bodu X sestrojme tecny ke kruznici k£ a body dotyku oznac¢me
Ty a Ty. Prusecik primky 7775 a primky SX ozna¢me X'. Protoze T1T5 je kolmice
na SX, dostaneme pro pravouhly trojihelnik ST X na zékladé euklidovy véty
o odvésng [SX| - |SX'| = r? a tedy X’ je obrazem bodu X v kruhové inverzi
s kladnou mocnosti r? a stfedem S. Oznaéime-li X" obraz bodu X’ ve stiedové
symetrii podle stfedu S, je X" obrazem X v kruhové inverzi se zapornou mocnosti
—r? a stfedem S.

Obraz vnitintho bodu kruznice k se sestrojuje opa¢nou konstrukei.

Véta 4.3.4. Primka prochdzejici stiedem inverze se zobrazi sama na sebe (je
slabé samodruznd,).
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Obréazek 4.3.1: Obraz bodu v kruhové inverzi

Diikaz. Tato véta vyplyva piimo z Definice 4.3.1 a je zfejma z Obrazku 4.1.3. O

Véta 4.3.5. Primka neprochdzejici stredem inverze se zobrazi na kruznici, kterd
prochdzi stredem inverze. Navic, tecna sestrojend k obrazu ve stfedu inverze je
rovnobéznd s danou primkou.

Diikaz. Necht k = (S, +/|k|) je kruznice inverze a p je piimka neprochazejici
bodem S, viz Obrazek 4.3.2.

X!

S

F.U

Pl

Obrazek 4.3.2: Obraz piimky neprochazejici stfedem inverze

Oznacme P patu kolmice spusténé z S na p a P’ obraz bodu P. Necht X je
libovolny bod z p a X’ jeho obraz. Plati |SP|-|SP'| = |SX]|-|SX’| = || a odtud

% = ||g)}§,/‘|. Uhel PSX se rovna thlu PTSY’, a tedy trojuhelniky SPX a SP'X’
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jsou podobné. Odtud thel PX'S je totozny s pravym thlem SPX , a tedy X'
lezi na Thaletové kruznici opsané nad tseckou S P’. ProtoZze tecna t sestrojend ke
kruznici p’ je kolmé na praumér SP’, je t rovnobéZna s p. O

Véta 4.3.6. KruZnice prochdzejici stredem inverze se zobrazi na primku, kterd
neprochdzi stiedem inverze. Navic je obraz rovnobéziny s tecnou sestrojenou k dané
kruznici ve stiedu tnverze.

Diikaz. Dukaz této véty se déla konstrukei opac¢nou ke konstrukci z predchozi
Véty 4.3.5. Oznacme P diametralné polozeny bod k bodu S na dané kruznici [,
viz Obrazek 4.3.3.

Obréazek 4.3.3: Obraz kruznice prochazejici stfedem inverze

Necht P’ je jeho obraz v kruhové inverzi. Necht X je libovolny bod dané kruznice
a X' jeho obraz. Stejné jako v predchozim dikazu se dokéze, ze trojuhelniky
SPX a SP'X’ jsou podobné pravoihlé. Odtud dostaneme, Ze thel SPX/ je
pravy a tedy X' lezi na kolmici k pifimce P'S, ktera prochazi bodem P’. Protoze
' i teéna t sestrojend ke kruznici [ v bodé S jsou kolmé na piimku SP, je I
rovnobézna s t. O

Véta 4.3.7. Kruznice neprochdzejici stredem inverze se zobrazi na kruznici, kterd
neprochdzi stiedem inverze.

Diikaz. Necht k = (S, /]«]) je kruznice inverze a I = (O, r) je kruznice neprocha-
zejici bodem S. Ozna¢me P, () prusec¢iky primky SO s kruznici [ a P’,Q)’ necht
jsou jejich obrazy (na Obrazku 4.3.4 nejsou tyto body oznaceny).

Necht X je libovolny bod dané kruznice [ a X' je jeho obraz. Uhly SXPaSPX
jsou totozné protoZe trojuhelniky SX P a SX'P’ jsou podobné na zakladé véty
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Obrazek 4.3.4: Obraz kruznice neprochézejici stfedem inverze

sus. Stejné tak tuhly S/X\Q a @’ jsou totozné, protoze jsou podobné trojihel-
niky SXQ a SQ'X". Plati PXQ = SXQ — SXP a PX'Q) = SQ'X' — SP'X’
a odtud P’/X’\Q’ = FXT) = 5. Tedy X' lezi na Thaletové kruznici opsané nad
useckou P'Q)’. ]

Poznamka 4.3.3. Predchozi 4 véty nam nejen fikaji, jak se zobrazi nenulové
kruhové ktivky, ale davaji také ndvod, jak prislusné obrazy sestrojit. &

Véta 4.3.8. Kruhovd inverze je konformni zobrazent, tj. zachovdvd odchylky kii-
vek.

Diikaz. Odchylka kiivek je dédna odchylkou tecen ve spoleénych bodech. Staci
tedy ukazat, ze se zachovava odchylka obrazti dvou piimek. Pokud piimky p a ¢
prochézi stfedem inverze, jsou samodruzné a tedy odchylka p’ a ¢’ je totozna s
odchylkou p a q.

Necht nyni p, ¢ jsou pfimky neprochazejici stfedem inverze. Jejich obrazy p’
a ¢ jsou kruznice, které prochazi stfedem inverze a jejich odchylka je déna od-
chylkou tecen ve spoleéném bodé S. Te¢na t ke kruznici p’ v bodé S je rovnobézné
s p a podobné i te¢na u ke kruznici ¢’ v bodé S je rovnobé&zné s q. Odchylka ¢ a
u je tedy stejna, jako odchylka p a q. ]

Disledek 4.3.1. Kruhova inverze zachovava dotyk kruhovych kfivek. o

Véta 4.3.9. KruzZnice, kterd neprochdzi stredem inverze, a jeji obraz v kruhové
wmwverzi jsou stejnolehlé se stredem stejnolehlosti ve stredu inverze.

Diikaz. Véta je disledkem toho, ze kruhova inverze zachovavéa dotyk. Je-li totiz ¢
tecna vedené ke kruznici [ ze stiedu kruhové inverze, je t’ tecna l’, ale t = t’ a tedy
[ a I’ maji spoletné tecny prochazejici stifedem inverze (viz Obrazek 4.3.4). [
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Obréazek 4.3.5: Obraz kruznice neprochézejici stfedem inverze

Poznamka 4.3.4. Tato véta nAm umoziuje snadnéji kreslit obrazy kruznic v kru-
hové inverzi. Pozor ale na to, Ze tyto kruznice nejsou stejnolehlé bod po bodu.

%

Disledek 4.3.2. V kruhové inverzi s kladnou mocnosti jsou slabé samodruzné
vSechny kruznice kolmé na kruznici inverze. Je-li totiz [ a I’ dvojice kruznic, které
se na sebe zobrazuji v kruhové inverzi, a t je jejich spolecné tefna sestrojena
ze stfedu inverze, musi byt, z podminky [ = [’, bod dotyku [ a ¢ samodruznym
bodem inverze. To ovSem znamena, ze [ kolmo protina kruznici inverze. o

Véta 4.3.10. Pro kazdé dva body X,Y rizné od S a jejich obrazy X', Y v kruhové
verzi se stredem v bodé S a koeficientem r plati

| XY
X/Y/ — |K/| ’ .
| | |SX]| - |SY]
Dikaz. Necht X, Y jsou dva body rizné od stfedu inverze S a X', Y’ jsou jejich
obrazy. Oznac¢me v = XSY = X'SY’, viz Obrazek 4.3.6
Vyuzitim kosinové véty dostaneme

I X'Y']? = |SX']2 +|SY']> = 2|SX'| - |SY| cosy

2 ! + ! 2 ! CcoSs
= K —
ISXPE T SYR “Isx|- sy

,{2

~SX?|SY? (
_ RIXYP
~SXPSY]?

|SY|? + |SX|* — 2[SX]| - |SY | cos )
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Obrazek 4.3.6: Vzdalenost bodu v kruhové inverzi

Odmocnénim dostaneme nase tvrzeni. O

Poznamka 4.3.5. Kruhova inverze nezachovava vzdalenosti a tedy stfed kruznice
se nezobrazuje do stfedu kruznice. &

Véta 4.3.11. (Ptolemaiova®) Necht A, B, C, D jsou ¢tyri nekolinedrni rizné body.
Pak plati

|AB| - |CD| + |BC| - |DA| > |AC| - |BD|
a rovnost nastdvd prdavé tehdy, lze-li bodim A, B,C,D (v tomto pofadi) opsat
kruznici.
Drikaz. Necht zvolené body jsou takové, ze A, B, D nejsou kolinearni. To lze pted-
pokladat vzdy, jinak bychom preznacili body. Potom v kruhové inverzi se stfedem

v A a mocnosti jedna zobrazime body B, C, D a jejich obrazy oznac¢ime B’,C’, D'.
Pro tyto body plati trojihelnikova nerovnost

|B'C'| + |C'D'| > |B'D'|.

Vyuzitim vzorce pro vzdélenost z Véty 4.3.10 dostaneme

|BC| |C'D| S |BD]|

|AB| - |AC|  |AC|-|AD| ~ |AB| - |AD|

a odtud plyne nase tvrzeni. Rovnost v trojihelnikové nerovnosti nastava prave
tehdy, jsou-li body B’,C’, D’ kolinearni. To ovSem nastava pravé v piipadé, ze
body B, C, D (v tomto pofadi) lezi na kruznici, které prochézi stfedem inverze -
bodem A. O

Klaudios Ptolemaios, zkracend jen Ptolemaios, (asi 85 — asi 168, Alexandrie) byl anticky
matematik, astronom, astrolog a geograf, ktery Zil a pracoval v egyptské Alexandrii. Proto je
znam i jako Ptolemaios Alexandrijsky.
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Uloha 4.3.1. Necht k(S,r) je kruznice a A, B jsou dva riizné body rizné od
bodu S. Necht A" a B’ jsou obrazy bodu A a B v kruhové inverzi (s kladnou nebo
zapornou mocnosti) s kruznici inverze k. Dokazte, Ze plati

|AA'| - |BB'| + |AB| - |A'B'| = |AB'| - |A'BY,
to znamena, Ze podle Véty 4.3.11 lezi body A, A’, B’, B na kruznici, ktera je
navic samodruzné v dané kruhové inverzi.

Reseni: Oznaéme ~ tthel £(ASB) (na Obrazku 4.3.7 je tloha zobrazena pro
kruhovou inverzi s kladnou mocnosti) a |x| = r%. Potom z Véty 4.3.10, kosinovy
véty a definice kruhové inverze dostaneme

Obrazek 4.3.7: K tloze 4.3.1

. |ABJ?
AA/ . BB/ AB . A/B/ — A _ |I{| . B _ |/€| |KJ| |
A+ [BB|+ B |A'B| = (S| = ro0) - (SBl = rqp0) + 1505
|5 (JAB|* — |SBJ* — |SAP?) + |s[?
= |SA|-|SB|+
|SA[| - 5B
= |SA| - |SB|+
| ISB|-SB| - (=2|SB| -|SA| - cos(y)) + |SA| - |SA| -|SB] - |SB
|SA|-|SB]

= |SA|-|SB| —2|SB|-|SB|-cos(y) + |SA'| - |SB'|.
Na druhou stranu, z Véty 4.3.10, je

k] - [AB

AB| =2
Bl = (5T 158

(4.3.1)
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a tedy
/ / |'Li‘ ) ‘AB/P
AB'|-|AB| = ———
| - | |SA|-|SB|
_ |6l (ISAP + [SB'|* — 2|SA| - |SB'| - cos(v))
ISAl- 183y
B |SB|*- (]SA|* + |SB'|? — 2|SA| - |SB’| - cos(v))
B |SA| - |SB|
. 12
= |SA|-|SB| —2|SB|-|SB’| - cos(y) + %
A|-|SA|-|SB
=|SA|-|SB|—2|SB|-|SB’| - cos(vy) + |54 |f§’A|| 1S5

= [SA|-|SB| —2|SB| - |SB| - cos(7) + |SA| - |SB|.

Z Véty 4.3.11 potom dostavame, ze ¢tyiuhelnik AA’B’'B je vepsan kruznici a
protoze A’, B’ jsou obrazy bodi A, B, je tato kruznice samodruZna. A

Diisledek 4.3.3. Jako dusledek Ulohy 4.3.1 dostaneme, 7ze v kruhové inverzi
se zapornou mocnosti jsou slabé samodruzné kruznice, které protinaji kruznici
inverze v diametralné polozenych bodech. Opravdu, jestlize kruznice [ protina
kruZnici inverze se zapornou mocnosti v diametralnich bodech A, A’, potom kazdy

dalsi bod B € [ se podle Ulohy 4.3.1 zobrazi do bodu B’ € 1. o

Kruhové inverze lze velice efektivné vyuzit pro feseni celé rady planimetrickych
tloh s kruznicemi. Typické jsou Apolloniovy? tlohy, které lze s vyuzitim pojmu
kruhové kfivky naformulovat jedinou formulaci.

Uloha 4.3.2. Jsou dany tfi rizné kruhové kiivky. Sestrojte kruhovou kiivku,
ktera se danych tii kiivek dotyké, ptritom jako dotyk nulové a nenulové kiivky
rozumime to, ze nulova kruhova kiivka lezi na nenulové. A

Poznamka 4.3.6. Protoze mame celkem tfi typy kruhovych kiivek a vybirdme z
nich s opakovanim tii kfivky, dostaneme celkem 10 Apolléniovych tloh. Oznacime-
li jako B bod, P primku a K kruznici, jsou tyto tlohy zapsany jako BEB, BEP,BBK,
BPP, BPK, BKK, PPP, PPK, PKK a KKK.

Ulohy BBB, BBP, PPB, PPP a PPK jsou feditelné se znalosti stiedoskolské
planimetrie. Vyteste si vSechny tyto tlohy.

Pro feseni uloh BBK, BPK a BKK muzeme velice efektivné vyuzit kruhové
inverze se stfedem v daném bodé. Tato inverze ndm totiz hledanou kruhovou

2 Apollénios z Pergy byl starovéky Fecky geometr, matematik a astronom ze 3.-2. stoleti pi.
n. 1. Zabyval se predevsim studiem kuZelosecek.
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krivku zobrazi na primku a tloha se tak v pripadé BBK prevede na hledani
tecen kruznice prochézejicich danym bodem a v pripadé BPK a BKK se tuloha
prevedena hledéani spole¢nych tecen dvou kruznic. Obrazem téchto tecen v dané
inverzi je potom hledana kruznice.

Nejslozitéjsi jsou tlohy PKK a KKK, které umime stfedoskolskymi metodami
fesit v nékterych specialnich polohéach. Reste tyto tlohy v situaci, kdy jsou dvé
kruznice soustiedné.

Specialni situace nastava tehdy, jestlize mezi tfemi kruhovymi kiivkami je
pravé jedna nulova kruhova kiivka, kterd lezi na nenulové kruhové kiivce a je
bodem dotyku s hledanou kruhovou kifivkou. Takovéto tlohy se nazyvaji Pappovy®
ilohy. Jde tedy o ulohy: je dana piimka p (kruznice k) a na ni bod 7" a dalsi pfimka
q (kruznice [). Sestrojte kruznici, ktera se dotyka prfimky p (kruznice k) v bodé
T a dotyka se piimky ¢ (kruznice [). VSechny tyto tlohy jsou fesitelné se znalosti
stredoskolské planimetrie a méli byste je umét vyftesit. &

Uloha 4.3.3. Jsou dany dvé nesoustiedné kruznice ky(Sy,71), ka(Sa,72) a bod
A, ktery nelezi na kruznicich k; a ko ani na primce S195. Sestrojte:
a) Kruznici [, ktera prochézi bodem A a kolmo protina kruznice k; a k.

b) KruZnici [, ktera prochéazi bodem A a kolmo protina kruZnici k; a kruZnici
ko protind v diametralné polozenych bodech.

¢) KruZnici [, ktera prochézi bodem A a kruznice k; a ks protina v diametralné
polozenych bodech.

Resent: (viz Obrazek 4.3.8) Uvazujeme dvé kruhové inverze s kruznicemi k;
a ko. Hledana kruznice [ je v téchto inverzich samodruzné a musi tedy prochézet
obrazem A; bodu A v prvni inverzi a obrazem A, bodu A ve druhé inverzi.
Kruznice [ je tedy urcena tfemi body A, A;, As. Pri tom:

a) Obé kruhové inverze maji kladnou mocnost.

b) Prvni kruhova inverze mé kladnou mocnost a druhé zapornou mocnost.

¢) Obé kruhové inverze maji zapornou mocnost.

V zadéani jsme predpokladali, ze bod A nelezi na pifimce S;.5,. Pokud A €
S1.5,, dostali bychom, Ze vSechny body A, A;, Ay lezi na pifimce a feSenim by
byla kruhova kiivka [ = 51.55.

Poznamenejme, Ze piipad a) odpovida tomu, jak sestrojit kruznici prochazejici
bodem A v dualnim svazku ke svazku urcéeném kruznicemi k; a ko. V situaci
na Obrazku 4.3.8 a) odpovidaji na stereografické mapé kruznice k; a ko dvéma
rovnobézkam a kruznice [ je potom polednik prochéazejici bodem A. A

3Pappos z Alexandrie byl fecky matematik a astronom 4. stoleti, posledni vjznamny mate-
matik starovéku.
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Obrazek 4.3.8: K uloze 4.3.3

Uloha 4.3.4. Je dana kruznice k(S,r) a dva rizné body A, B rizné od bodu S.
Sestrojte kruznici [, kterd prochéazi body A, B a kruznici k protina v diametralné
polozenych bodech.

Resend: 1. Metoda s pouzitim potenéniho st¥edu:

Hledané kruznice [ a kruznice k£ maji chordalu, ktera prochéazi stfedem .S kruz-
nice k (vyplyva z toho, Ze chordéla prochézi spole¢nymi body kruznic). Hledana
kruznice [ a libovolna kruZnice, ktera prochézi body A, B maji jako chordélu
piimku AB. Sestrojime tedy pomocnou kruznici k' tak, aby prochazela body A,
B a protinala kruznici k. Chordéla kruznic k, k' a pfimka AB se protinaji v po-
tenénim stfedu P kruZnic k, k' a [. PFfimka ur¢ené timto poten¢énim stifedem a
bodem S protind kruznici k£ v diametralné polozenych bodech, kterymi prochazi
kruznice |.

IT. Metoda s vyuzitim kruhové inverze: Kruznice [ musi byt samodruzna v
kruhové inverzi se zapornou mocnosti uréené kruznici k. V této inverzi sestro-
jime obraz A’ bodu A a kruZznice uré¢ena body A, A" a B je hledané kruZnice [.
Jako disledek Ulohy 4.3.1 dostaneme, ze kruznice [ prochézi i obrazem B’ bodu
B. Poznamenejme, ze tato tiloha ma praktické uplatnéni v kartografii. Nejkratsi
spojnice dvou bodt na zemské kouli je oblouk na hlavni kruznici (kruznice na
kulové ploge se stiedem ve stiedu kulové plochy) prochézejici témito body. Kazdé
dvé hlavni kruznice se protinaji v diametralné polozenych bodech. Predstavuje-li
tedy ve stereografické mapé kruznice k obraz hlavni kruznice v roviné rovnobézné
s prumétnou (v polarni stereografické projekei rovnik), je oblouk AB na kruznici
[ nejkratsi spojnici bodiu A a B.

Na Obrazku 4.3.9 jsou zakresleny prvky pro obé metody feSeni. A
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Obrazek 4.3.9: K uloze 4.3.4

Uloha 4.3.5. Je dana kruznice k(S,r) a dva rizné body A, B ruzné od bodu S.
Sestrojte kruznici [, ktera prochézi body A, B a kruznici k kolmo protina.

Ndvod feseni: Postupujeme podle konstrukce popsané v Uloze 4.3.1, viz Ob-
razek 4.3.6. &

Uloha 4.3.6. Jsou dany dvé nesoustiedné neprotinajici se kruznice k;(Sy,r;) a
ko (Sa,72). Naleznéte nulové kruznice svazku kruhovych kiivek ur¢eného k;(S1,r1)
a ko(Sa,72). (Ulohu lze také formulovat takto: Na streografické mapé jsou dany
obrazy dvou rovnobéZzek, naleznéte obrazy polu.)

Ndvod reseni: Podle Ulohy 4.3.3 a) sestrojime v dualnim svazku dvé kruhové
kiivky (poledniky). Jejich priseciky jsou hledané body. Uvédomme si, Ze jedna
kiivka v dudlnim svazku je centrala S;.95. A

Uloha 4.3.7. Jsou dany dvé nesoustfedné neprotinajici se kruznice ky(Si,71) a
ko(Sa, r9). Naleznéte kruhovou inverzi, které zobrazi dané kruznice na soustfedné
kruZnice.

Ndvod Teseni: Kruhové inverze zobrazuje duélni svazky na duélni svazky. Sva-
zek protinajicich se kruhovych kiivek se volbou stfedu inverze do jednoho spolec-
ného bodu vsech kiivek svazku zobrazi do svazku riznobéznych piimek. Duélni
svazek neprotinajicich se kruhovych kiivek se tedy zobrazi do svazku soustiednych
kruznic. Pro nalezeni stiedu inverze postupujte podle navodu Ulohy 4.3.6.
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Regenf je zobrazeno na Obrazku 4.3.10, kde jsou nulové body svazku nepro-
tinajicich se kruznic, ktery je urcéen kruznicemi ki(S1,71) a ko(Se,r2), oznaceny
jako O1 a Os. Tyto body jsou sestrojeny jako pruseciky dvou kruhovych kiivek
l1 = 515 a ly v dudlnim svazku (na obrazku nakresleny modie - Iy ma stied v
pruseciku centraly a chordaly prvniho svazku). Stfed kruznice inverze i je nulovy
bod Oy a polomér kruznice inverze (na obrazku nakreslena ¢ervené) je volen tak,
aby prochéazela druhym nulovym bodem O,. V této kruhové inverzi se zobrazi k
a ko do soustfednych kruznic &} a k) (na obrazku nakresleny zelené) se spoleénym
stfedem O,. AN

Obrazek 4.3.10: K uloze 4.3.7

Uloha 4.3.8. Je déna kruznice k(S,7) a na ni dva rizné body A, B. Uvazujme
nenulové kruhové kiivky [y a [y, které se dotykaji navzajem v bodé M, kiivka [y
se dotykd kruznice k v bodé A a kiivka [y se dotykd kruznice & v bodé B. Co
tvori geometrické misto bodua M?

Resent: Pomoci kruhové inverze se stfedem v bodé A prevedeme tlohu na
ekvivalentni tlohu (viz Obrazek 4.3.11). Kruznice k a [ se zobrazi na rovnobé&zné
pfimky k" a [{, pficemz k' je pevna a [ je "pohybliva". Kruznice [, se zobrazi na
kruznici [}, ktera se dotyka k' v bodé B’ al] v bodé M'. Body M’ se tedy pohybuji
po piimce kolmé k p¥imce k' a prochézejici bodem B’. Hledané geometrické misto
bodu M tedy bude kruznice, ktera kolmo protika kruznici £ v bodech A a B. {

Uloha 4.3.9. Jsou déany 4 kruznice k;(S;,7;), i = 1,...,4, takové, Ze kazda ma
vnéjsi dotyk se sousednimi dvémi kruznicemi. Dokazte, ze body dotyku kruznic
lezi na kruznici.
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Obrazek 4.3.11: K 1loze 4.3.8

Obrazek 4.3.12: K tuloze 4.3.9

Resent: Ozna¢me body dotyku jako A, B,C a D. Pomoci kruhové inverze
se stfedem napiiklad v bodé D pievedeme tlohu na tlohu jednodussi - obrazy
zbyvajicich t¥1 bodu dotyku musi leZet na primce (viz Obréazek 4.3.12). Opravdu,
kruznice k; a k4 se zobrazi na rovnobézné primky k] a k). KruZnice ks a k3 se
zobrazi na kruznice k) a kj, které se navzajem dotykaji v bodé B’, pfitom se
kruznice £k dotyka k7 v bodé A" a kruznice £} se dotyka k) v bodé C’. Bod B’
je tedy stfedem stejnolehlosti kruznic &} a k} a body dotyku rovnobéznych tecen
se musi v této stejnolehlosti na sebe zobrazovat. Tedy body A’, B a C’ lezi na
jedné primce. Jeji obraz v pouzité kruhové inverzi je kruznice prochazejici body
A B,CaD. YA\

Uloha 4.3.10. Uvazujme t¥i rizné body A, B, C lezici na jedné piimce takové, ze
bod C' lezi mezi body A, B. Uvazujme pulkruznici k; sestrojenou nad priameérem
AB, pulkruznici ko sestrojenou nad priumérem AC' a pulkruznici k3 sestrojenou
nad primérem BC (vechny piulkruznice ve stejné poloroving). Cést roviny ohra-
nicend pulkruznicemi ky, ko, k3 se nazyva arbelos (Sevcovsky niz). Predstavme si
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kruznici [y, kteréd lezi v arbelu a dotyka se ki, ko, k3, a déale posloupnost kruznic
l5, ktera se dotyka ki, ks, [, dale [3 riznou od [, ktera se dotyka ki, ko, lo, ...,
[; raznou od [;_o, kterd se dotyka ki, ko, l;_1, ... . Tato posloupnost kruznic se
nazyva Pappuv fetézec. Sestrojte nékolik prvnich kruznic v Pappopvé fetézci (viz
Obréazek 4.3.13

Obrazek 4.3.13: K uloze 4.3.10

Ndvod Teseni: Kruhovéa inverze se stfedem v bodé A prevede polokruznice kq,
ko na rovnobézné polopiimky a polokruznici k3 na polokruznici, ktera se dotyka
poloptimek v jejich pocateénim bodé. Potom kruznice [; se zobrazi do posloup-
nosti shodnych kruznic, které lezi v pasu mezi polopfimkami, obou polopiimek se
dotykaji a dotykaji se navzajem (viz Obréazek 4.3.14). Obrazy takovychto kruznic
ve zvolené inverzi potom patii do Pappova Tetézce. A

Obrazek 4.3.14: K uloze 4.3.10
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4.4 Analytické vyjadreni kruhové inverze

Necht S = [s1, s2], X = [z,y], X' = [2/, /] jsou soufadnice v n&jakém kartézskéem
repéru. Necht je dana kruhova inverze se stfedem S a mocnosti k zobrazujici
X # S na X'. Potom S, X, X’ jsou kolinearni, a tedy

e
SX' — k. S5X,
kde k ma stejné znaménko jako k. Z definice kruhové inverze je k = | S;‘('Q. Tedy
K
X -5 =—=X-5
’SX|2( )7

coz muzeme v soutradnicich prepsat

K
(x—s1)?+ (y — 52

/
Tr =81+

)2(1’ - 51>7

y,:52+ )2(y—82).

K
(x —51)%+ (y — 52
Tyto rovnice jsou soufadnicovym vyjadienim kruhové inverze se stfedem v bodé S
a mocnosti k. Pro vétsinu uvah nehraje zddnou roli umisténi stfedu inverze vzhle-
dem k pocatku souradného repéru. V praxi se proto prevazné pouziva inverze,
jejiz stred splyva s poc¢atkem soufadné soustavy. Takova inverze ma jednodussi
rovnice
/ KZ / KY
xr = ﬁ7 y — ﬁ. (4.4.1)
¢ty ety
S pouzitim analytického vyjadieni se snadno dokazi véty, které jsme si difve
dokézali synteticky. UkaZeme si to na urc¢eni obrazi kruhovych kiivek. Necht

m:  A(@* +y?) —2Mx —2Ny+C =0

je kruhova kiivka. Uréeme rovnice jejiho obrazu m’ v kruhové inverzi se stfedem
v pocatku souradného repéru a koeficientem x. Dosazenim (4.4.1) do rovnic m
dostaneme

2,12 2,12 / /
+
szz szyQ —2 /2/135 /2_2N /2'%1/ /2+C:0'
(2% +y'?) " +y ' 4y
a odtud
m' . O +y?) — 2Mra’ — 2Nky + Kk*A = 0. (4.4.2)

7 podminky M? + N2 — AC' > 0 pro kruhovou kiivku dostaneme M'? + N'? —
A'C" = K?(M? + N? — AC) > 0, a tedy m/ je kruhova kiivka. RozliSujeme nasle-
dujicich pét moznosti:
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1. m je nulova kruhova kiivka, tj. M? + N? — AC = 0. Potom i M'? + N'? —
A'C" =0 am’ je nulova kruhova kiivka.
2. m prochazi stfedem inverze a je to pifimka. Potom A = 0,C = 0, tj.

m: —2Mz —2Ny =0,
m' 1 —2Mkz' —2Nky =0,

a odtud m = m/.
3. m prochazi stfedem inverze a je to kruznice, tj. A # 0,C = 0. Potom

m:  A(x® +y*) —2Mx — 2Ny = 0,
m':  —2Mka' —2Nky + k*A =0,

a tedy m’ je pfimka a neprochazi stiedem inverze.
4. m neprochazi stfedem inverze a je to piimka, tj. A = 0,C # 0. Potom

m: —2Mx —2Ny+C =0,
m' : C(z"? +y?) —2Mk2’ — 2Nky' =0,

a m’ je kruZnice prochazejici stfedem inverze.
5. m neprochézi stfedem inverze a je to kruznice, tj. A # 0,C' # 0. Potom

m:  A@x® +y*) —2Mx — 2Ny +C =0,
m': C(x?+y?) —2Mka’ — 2Nky + k*A =0,

a m’ je kruZznice, ktera neprochéazi stiedem inverze.
Dokézali jsme tedy najednou vSechny ¢tyfi véty o obrazech kruhovych kiivek
v kruhové inverzi.

Poznamka 4.4.1. 7Z (4.4.2) se snadno odvodi také soutadnicovy dikaz Véty
4.3.8. Opravdu, ze soufadnicovém vyjadieni pro odchylku dvou kruhovych kiivek
z Véty 4.2.1, dostaneme

|2M{ M} + 2N{ N — A Ch — ALCY|
2/ M2+ N2 — A\C|\/ M + N2 — ALCY
|22 M1 My + 2k2 Ny Ny — £2A,Cy — k2 Ay CY |
2\/KEM? + K2N}E — k2A1C1\/K2M3 + K2N3Z — k2 A5C,
20M, My + 2N; Ny — A,Cy — AsCh|
24/ M? + N? — AjCy1\/ M3 + N3 — AyC,y
= Ccosp. o

cos =
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Uloha 4.4.1. Uréete mocnost, stied a rovnice kruhové inverze takové, ze bod
A =[0;0] se zobrazi na bod B = [2;1] a bod C = [1;0] je samodruzny.

Resend: Kruhova inverze se samodruznym bodem méa kladnou mocnost k.
Stred inverze lezi na pifmce AB =y = 1z, t.j. stfed inverze je bod S = [s1, 25].
Plati

|SA|-|SB| =|SC|* =&,

coz v souradnicich dava rovnici
2, 1.2 2 1.\2 _ 2, 1.2
\/81+181'\/(2—81) +(1—581) —(1—81) +;181,

kterou upravime na

Bed(sy—2)2=3(s]— 851+ 1),

si(s1—2) = (s] — Es1+ 3),

—281 = —251 + %,
S1 = —2
a stfed kruhové inverze je bod S = [—2; —1]. Potom x = |SCJ* = 10 a rovnice
kruhové inverze jsou
10 2 10 1

(x +2)2+ (y+1)2’ (x+2)2+(y+1)2

A

Uloha 4.4.2. V kruhové inverzi s kladnou mocnosti 1 a stfedem inverze v po¢atku
urcete rovnice obrazu:
a) bodit A = [~1;0], B = [1;-2] a C' = [3; 3];
b) piimky p = y = 2x;
¢) pifimky ¢ =y — 1 =0;
d) kruznice ki = 22 + y> + 8z — 6y = 0;
e) kruznice ky = 2 +y* — 22 — 2y —7=0.

Resens: Rovnice kruhové inverze je ' = proyed y = # a odtud = =
z’ y
x/2+y/27 y = x/2+y’2 .
a) Dosazenim dostaneme A’ = [-1;0], B’ = [£; 2], C' = [1;1];
. oy , / / i
b) Do rovnice ptimky p dosadime za z,y a dostaneme p’ = z’2ziy’2 = Qm/ﬁ ek tj.
p =y =22 ap = p, tj. piimka p je samodruzna.
: N~z , !
¢) Do rovnice pifimky ¢ dosadime za z,y a dostaneme ¢ = i 1=0a
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) 2 2 . . o PENVSPEI
upravime na ¢ = 2’ + y'* — 3y = 0, tj. obraz je kruznice prochézejici pocatkem.
d) Do rovnice kruznice k; dosadime za =y a dostaneme

2 2
' y/ ' y/

+ +38 —6 =
(x/2 _|_y/2)2 (x’2 +y/2)2 ? +y/2 72 +y,2

1 x y/
+ 8 —6
I/Q + y/Q Z)S'2 + y/2 1:/2 + y/2
8z —6y+1=0,

tj. k] je pfimka neprochézejici poc¢éatkem.
e) Do rovnice kruznice ks dosadime za =,y a dostaneme

2 2
' y/ ' y/

+ - —9
(.I/Z _|_y/2)2 (I/2 _|_y/2)2 l,E/Q _|_y/2 x/2 +y/2

—7=0,

1 ! y/
e y/z - 295’2 + y’2 - Qx,2 + y’2
7z +y?) =22 — 2 +1=0,

x’2+y’2+%m’+%y’—%:(),

—7=0,

tj. k% je kruznice se stfedem [—2; —1] a polomérem 2. A

4.5 Kruhova zobrazeni

Definice 4.5.1. Kruhové zobrazeni v M6biové roviné definujeme jako bijektivni
zobrazeni, které zobrazuje kruhové kiivky na kruhové kiivky.

Disledek 4.5.1. Kruhové zobrazeni zobrazuje nulovou kruhovou kiivku na nulo-
vou kruhovou kiivku (body na body) a nenulovou kruhovou kiivku na nenulovou
kruhovou kiivku. MizZe ale zobrazit stfedovou kruhovou kfivku na nestfedovou a
naopak.

Je zirejmé, ze kruhové zobrazeni tvori grupu, takzvanou grupu kruhoviych zob-
razeni. V této grupé je grupa podobnosti a grupa shodnosti podgrupou. Opravdu,
kazda shodnost i podobnost zobrazuje kruhové kiivky na kruhové kiivky a navic
zachovava jejich typ. o

V euklidovské roviné je kazda shodnost sloZena z nejvyse tif osovych symet-
rif. Podobné kazdé podobnost je slozeni stejnolehlosti a shodnosti, tedy slozenim
stejnolehlosti a nejvyse tii osovych symetrii. Podobné tvrzeni bude platit i pro
kruhové zobrazeni. Definujme nejdiive obecné osové soumeérnosti v Mdbiové ro-
vine.
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Definice 4.5.2. Jako osové soumérnosti (osové inverze) v Mobiové roviné de-
finujeme symetrie podle pfimek a kruhové inverze.

Potom plati nésledujici véta, jejiz diikaz presahuje ramec tohoto ucebniho
textu.

Véta 4.5.1. KazZdé kruhové zobrazeni je sloZeno z konecného poctu osovijch in-
verzi. Il

Uloha 4.5.1. Ukaite, 7e stejnolehlost se stfedem v bodé S a koeficientem & se
dé rozlozit na dvé kruhové inverze i, a i, se stiedy v bodé S a koeficienty x; a

Ko takovymi, Ze k = 2.

Resent: Nejdrive je zfejmé, Ze ve slozeném zobrazeni i 014, je bod S samodruz-
nym bodem. Z definice stejnolehlosti a kruhové inverze je ziejmé, ze bod X # S se
zobrazi ve stejnolehlosti nebo zobrazeni iy 0 41 na shodnou polopiimku pro x > 0

:2 > () a na opacnou polopiimku pro £ < 0 a £2 < 0. Navic, pro stejnolehlost
plati, ze |SX"| = || - |SX|, kde X" je obrazem "bodu X. Pro kruhovou inverzi
iy plati [SX|-|SX'| = |k1| a pro kruhovou inverzi ip plati [SX'| - [SX"| = |kal.
Odtud |SX"| = %|SX| a tedy iz 041 je pro k = #2 zadana stejnolehlost.

Uvédomme si, ze v rozkladu stejnolehlosti na kruhové inverze je podstatny
jen pomeér z—f Vzdycky mizeme volit k1 = 1 a kg = k. A

Poznamka 4.5.1. Pokud zachovava kruhové zobrazeni typ kruhové kiivky, jedna
se bud'to o shodnost (slozenou z nejvyse tii symetrii podle piimek) nebo podob-
nost. Kazda podobnost je slozenim stejnolehlosti a shodnosti. Stejnolehlost je
slozenim dvou kruhovych inverzi se stfedy ve stfedu stejnolehlosti. Je tedy po-
dobnost slozenim dvou kruhovych inverzi a nejvyse tii symetrii podle piimky.
Kruhova zobrazeni, ktera nezachovavaji typ kruhové kiivky, musi mit ve svém
rozkladu minimalné jednu kruhovou inverzi. &
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