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Resené tulohy a cviceni

V tomto textu naleznete tlohy k procviceni k textu Geometrické zobrazeni. Vy-
sledky pocetnich a teoretickych tloh jsou uvedeny hned za zadanim tulohy v za-
tlohy. Popis konstrukce a diskusi ponechéaviame na ¢tenaii. Obrazky jsou vytvo-
feny v programu GeoGebra.

V casti 4 textu jsou uvedeny typické planimetrické ulohy, pii jejichz feseni se
da vyuzit shodnost, podobnost nebo kruhova inverze. V ¢asti 5 jsou rozebrany
Pappovy! a Apolloniovy? tlohy. U slozit&jsich tloh je zpravidla uveden navod
na feSeni v obecné i specialni poloze a navod, jak se pii jejich FeSeni daji vyuzit
geometrické zobrazeni. Ulohy oznacené é# jsou konstrukéné slozité a stadi proto
umét jen rozbor feSeni. U ostatnich tiloh byste méli umét i popis konstrukce a
narysovat reseni.

1 Afinni zobrazeni

1.1. V A, jsou dany tii body A, B,C v obecné poloze. Ve vhodné zvoleném
afinnim repéru urcete rovnice afinity, ktera zobrazi A na B, B na C' a C' na A.
Urcete také rovnice inverzni afinity. Ma tato afinita samodruzny bod? Jestlize
ano, urcete jej.

{ Rovnice afinity zaviseji na zvoleném afinnim repéru. Bez ohledu na jeho
volbu je samodruzny bod T'= 3(A+ B+ C). }

1.2. V A, je dan rovnobéznik ABC D. Rozhodnéte, jaké zobrazeni vznikne zob-
razenim bodi:

a) A— B, B— C,Cw~ D;

b)A— A C— C, B~ D,

c) A— A, B— B,Cw— D;

'Pappos z Alexandrie byl fecky matematik a astronom 4. stoleti, posledni vyznamny mate-
matik starovéku.

2 Apollénios z Pergy byl starovéky fecky geometr, matematik a astronom ze 3.-2. stoleti pf.
n. 1. Zabyval se piedevsim studiem kuZelosecek.
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d) B— B, C—C, A— B;

e)A— B, Cw— B, D~ B.

{ a) Afinita se samodruznym bodem ve stfedu rovnobé&znika ABCD; b)

Osové afinita s charakteristikou -1, tj. §ikmé osova symetrie podle osy AC

ve sméru @; c¢) Elace s osou AB; d) Rovnobézna projekce na piimku

BC' ve sméru 1@ ; ) Konstantni zobrazeni na bod B. }
1.3. Urcete maticovou rovnici afinniho zobrazeni f : A3 — Ajs vzhledem k afin-
nimu repéru | = (P;uy, uy, u3), jestlize je dan obraz f(P) pocatku a obrazy
vektort uy, ug, us:

a) f(P)=[-231], pr(m)= w +us —us
pr(ug) = 2wy +3ug,
Sﬁf(u:a) = U
b) f(P)=1[1;23], ¢r(wm)= u, —2ug,
or(ug) = u; —uy  +2us,
or(ug) = —u;  +2u,.
! 12 1\ /= )
{a) |2y | = 0 0f (a2 +1| 3 |
xl -1 3 O) T3 (1
b) [z, | = 1 =1 2| |z +12].}
) 2 2 0] \uy 3
1.4. Urcete maticovou rovnici afinniho zobrazeni f : A3 — Ajs vzhledem k afin-
nimu repéru | = (P;uy, ug, u3), jestlize je dan obraz f(P) = [—2;3; 1] pocatku
a vektory ¢r(uy), pr(us), ¢r(us) spliwji nasledujici vztahy:
or(uy) = +-us,
or(uy) +2p5(us) = uy,
pr(uz)  +op(uz) = w —uz 4us.
Tl 1 —% % T3 1

1.5. Urcete maticovou rovnici afinniho zobrazeni f : A, — A,, vzhledem k afin-
nimu repéru R = (P;uy, ..., u,), je-li :

a) n=2, gpw)=(-L1), ¢r(u)=(0;2),

B =[-1;0], f(B) =[1;1];
b) n=3, ¢r(a)=(-1;0;1), ¢s(uz)=(0;-2;-1),

or(us) = (2;3;1), B =[-1;2;1], f(B) = [2;—5;4];
c) n=3, pru)=(-123), ¢r(uz)=(0;2;-2);

ng(u?)) = (37 _1; 1)7 B = [17 1;0]7 f(B) = {_2;0; 3] .
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x -1 0\ [z 0
() =12 6)+6)
x! -1 0 2 T -1
By = 0o -2 3|[y]+[-6];
z 1 -1 1 z 6
x’ -1 0 3 x -1
o) |y | = 2 2 -1 yl+1 0]}
Z 3 -2 1 z -2

1.6. Afinni zobrazeni f na Aj je dano obrazem jednoho bodu a obrazy t¥i linearné
nezavislych vektori. Urcete rovnice f v daném afinnim repéru, ve kterém jsou
body a vektory zadany:

a) [1;0; 1] [4; —6; 4], (1;2;0) — (7;8; —14),
(2; —1;1) — (4; —13;10), (—1;2;1) — (1;8; —11);
b) [0;1; ] [—14;10;13], (0;2;1) — (—21;13;17),
(1;—-1;2) — (—24;10;20), (1;2;—1) — (=6;7;5);
c) [0,0, ] [L 0; 3]7 (03 L1) = (2§4§4>>
(1707 ) = ( 17_37—3>7 (2;1§O> = (15_15_3);
d) 10;0;0] — [1; —1;0], (1;2;0) = (1; -1;0),
(0;1;—1) — (1;1;—1), (—1;1;2) — (0;1;1).

3 2 0 x 1
=1-2 5 4 y|l+10];
0o -7 3 z 1

——
£
~
ST

x -7 =5 —11 T 2
B yl= 4 4 s5|(y]+|1]

2 6 4 9 z 0

x’ 3 2 0 x 1
oly]|=|-2 5 —4 y |+ 0];

Z 0o -7 3 z -3

2! ~1/5  3/5 —2/5\ [« 1
Olyl=(-95 2/5 =3/5](y|+[-1].}

2 2/5 —1/5 4/5) \z 0

1.7. Pro zobrazeni z Cviceni 1.6 a), b) a c) urcete samodruzné body, charakte-
ristickou rovnici, vlastni ¢isla a vlastni sméry sméry.

{a)S=[-55 B B —1IN+15A+2T=0, A\, = -1, u; = (—2;4;7),
)\2:3,112—( 201),)\3—9,112—(27 6,7),

b) Nem4a samodruzny bod, )\3 — 6N — 11N -6 =0, )\, =1, u =

(2;—=1;—-1), Ay =2, uy = (3; —1;—2), \3 = 3, ug = (7; —3; —5);
c)S=[-2 -1l )\3—11)\2+15>\+27_0 ANo=—1,uy = (=2;4;7),

)\2:3,112 ( 201),)\3—9,112—(—, 6,7)}
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1.8. Ztransformujte rovnice afinniho zobrazeni
0

' 1 —1 .
yl={1 1 ( ) +( 3
’ o 1)\ —9

z

do novych reperi | = (P;e;,e) na Ay a M = (Q;d;,ds,ds) na Ajs, kde ve
starych souradnicich je P = [1;1], e; = (1;1), ex = (2;—1), Q = [2;1;1], d; =
(0;1;2), dg = (2;1;2), d3 = (3;1;0).

! S 30
{ly]|=31-9 -3 ()ﬁ ~34].}
2 6 6 20

1.9. Urcete rovnice afinniho zobrazeni, které ma bod B jako samodruzny bod a
vektor u; je vlastni vektor pro vlastni ¢islo A;:

a) B=1[2;3;3], w = (1;1;0), A\ = =2,
= (0;1;1), Ao = =2,  ug=(1;1;2), Ay = 4;
b) B =[1;0;2], u; = (1;0;0), Ay =2,
u2:(1;1;0),/\2:2, usz = (0;1;2), A3 = —1,;
c) [\/5,0,0], u;, = (1;1;0), A\ = 2,
Ug = (17 7 ) )\2 usz = (O, 1,2), )\3 = —1,
d) B = []_ 2, 3], u; = (2, 1,0), )\1 = 1,
:(7 ,—) 2:1, 113:(1,2,1)7/\3:—1;
e) B:[6,0,7], w = (—1;1;2), Ay = —1,
uy = (—2;1;0), Ao = =2, uz=(1;0;1), A3 = 3.
x 1 -3 3 x 0
{a)ly|=13 =5 3| (y|+| 2];
Z 6 —6 4 z -3
T 2 0 O x -1
by [ ]=10 2 -3 y |+ 6;
2 0 0 —1 z 4
! 2 0 0 T V2
o) ly|=1(0 2 =3/2 yl—10|;
Z 00 -1 z 0
x 2 =21 x
O (v]=[2 -3 2][v]
z 1 -2 2 z
x’ 9 22 —6 x 6
ey |=1-1 -4 1 yl—1(1].}
Z 8 16 -5 z 6
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1.10. Afinni zobrazeni f : Ay — Ay je dédno obrazy ti{ bodu v obecné poloze.
Urcete rovnice tohoto zobrazeni:

a) (L1 = [=75],  [35-2]=[5-3], [~1;—1] [11;-T7];
b) [2;1] = [<16;7], [3;5] = [=33;17], [2;0] = [-12; F];
c) (2153, 31— [31], 2;3] = [5: 5]

(
()= D))

1.11. Podle poc¢tu samodruznych bodi a vlastnich smért urcete u zobrazeni z
Ulohy 1.10 o jaké zobrazeni se jedna.

{ a) Zobrazeni ma piimku samodruznych bodi p = 2z+3y—1 = 0. Cha-
rakteristicka rovnice je A2—\ = 0 s kofeny A\; = 1 a Ay = 0. Vlastni vektor
odpovidajici A\; je smérovy vektor pfimky p. Vlastni vektor u = (—2;1)
odpovidajici Ay generuje jadro asociovaného linearniho zobrazeni. Jedna
se o rovnobéznou projekci na primku p ve sméru vektoru u.

b) Zobrazeni mé piimku samodruznych bodi o = x + 2y + 5 = 0. Cha-
rakteristicka rovnice je A% — %)\+% =0skoteny \y =1a )\ = % Vlastni
vektor odpovidajici A je smérovy vektor primky o. Vlastni vektor od-
povidajici As je u = (=3;1) Jedna se o osovou afinitu s osou o, smérem
ur¢enym vektorem u a charakteristikou As.

¢) Zobrazeni ma piimku samodruznych bodi o = x — 2y — 1 = 0. Cha-
rakteristickd rovnice je A2 =2 A+1 = 0 s kofeny \; » = 1. Vlastni vektory
odpovidajici A 2 jsou smérové vektory primky o. Jedna se o elaci s osou

0.}

1.12. Afinni zobrazeni f : A3 — Az je dano obrazy ¢tyf boda v obecné poloze.
Urcete rovnice tohoto zobrazeni:
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z' 7/5 1/2 —3/10\ [z 5/2
wly =5 72 =3/2||y|-{1572].}
2 6 3 -1 z 8

1.13. Pro zobrazeni z Cviceni 1.12 a), b), d), f) a g) urcete samodruzné body,
charakteristickou rovnici, vlastni ¢isla a vlastni vektory.

{ a) Pfimka samodruznych bodu X = [2;1;0] + ¢(1;1; 1),

N 4222 - A =-2=0, N\ =1, u = (1;1;1), \y = =1, uy = (0;1;1),

Az =2, uz = (2;0; 1);

b) S = [0;0;0], A* — 120% + 70A — 100 = 0, A, = 2, w, = (4 —2;9),

/\273 = 5:|:5Z,

d) S = [2:3:3], ¥ — 120 — 16 = 0, \ps = —2, u; = (1;1;0), uy =

(1;0; 1), A3 = 4, uz = (1;1; 2);

f) S = [—%; —%;—%], N HAN —TA+6=0, N\ =2, u = (—1;1;2),
i

w = (=3;0;1), A\ = -7, uz = (1;2;3). }

000

v A rozlozte na zékladni afinity.

1.15. Afinitu
' -2 =2 2 x 1
Yy | = 2 3 -3 y|l+10
z 0 1 1 z 4

v Ajz rozlozte na zéakladni afinity.

2 Shodna a podobna zobrazeni

2.1. Jako symetrii rovinného ttvaru v euklidovské roviné rozumime shodnost,
ktera zobrazi dany ttvar na sebe. Grupa symetrii daného dtvaru je potom mno-
Zina vSech symetrii tohoto utvaru spolu s operaci skladani zobrazeni.

Popiste grupu symetrii (uréete pocet prvkii grupy, pocet stiedovych a osovych
symetrii v grupé) nasledujicich rovinnych atvaru:

a) Rovnostranného trojihelnika.

b) Ctverce.

c¢) Obdélnika o hranéch a, b, a # b.

d) Pravidelného 5-uhelniku..
e) Pravidelného n-thelniku (n > 6).
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f) Elipsy.

g) Hyperboly.
h) Paraboly.
ch) Kruznice.
i) Kosoctverce.
j)Kosodélniku.

k) Srdce (karetni herce).

{ a) Grupa symetrii ma 6 prvki, z toho jsou 3 osové symetrie, Zadna
stfedova symetrie.

b) Grupa symetrii méa 8 prvki, z toho jsou 4 osové symetrie, jedna stie-
dova symetrie.

c) Grupa symetrii méa 4 prvky, z toho jsou 2 osové symetrie, jedna stie-
dova symetrie.

d) Grupa symetrii ma 10 prvki, z toho je 5 osovych symetrii, zadna stie-
dova symetrie.

e) Grupa symetrii ma 2n prvkid, z toho je n osovych symetrii, Pro n
sudé je v grupé jedna stfedovéi symetrie, pro n liché neni v grupé zadna
stfedova symetrie.

f) Grupa symetrii elipsy ma 4 prvky - identitu, dvé osové symetrie podle
os elipsy a jednu stfedovou symetrii se stfedem ve stiedu elipsy.

g) Grupa symetrii hyperboly mé 4 prvky - identitu, dvé osové symetrie
podle os hyperboly a jednu stfedovou symetrii se stfedem ve stiedu hy-
perboly.

h) Grupa symetrii paraboly méa 2 prvky - identitu a osovou symetrii podle

osy paraboly.
ch) Grupa symetrii kruznice méa nekoneéné mnoho prvka - identitu, oto-

¢eni kolem stifedu kruznice o libovolny thel (zahrnuje i stfedovou symet-
rii), osové symetrie podle vSech piimek prochazejicich stfedem kruznice.
i) Grupa symetrii koso¢tverce mé 4 prvky - identitu, dvé osové symetrie
a jednu stredovou symetrii.

j) Grupa symetrii kosodélniku mé 2 prvky - identitu a jednu stfedovou
symetrii.

k) Grupa symetrii srdce mé 2 prvky - identitu a jednu osovou symetrii.

}

2.2. V & je dan rovnostranny trojuhelnik ABC.

a) Urcete, jaké zobrazeni vznikne sloZenim otoceni (v daném poradi vzdy ve
sméru hodinovych rucicek) kolem bodu A o thel «, kolem bodu B o thel g a
kolem bodu C o thel 7. Reste konstrukéné a zobrazte body A, B, C' ve vysledném
zobrazeni.

b) Urcete, jaké zobrazeni vznikne slozenim stfedovych symetrii (v daném po-
fadi) se stfedem v bodech A a B. Reste konstrukéné a zobrazte body A, B,C ve

~— —
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vysledném zobrazeni.

c) Urcete, jaké zobrazeni vznikne sloZenim stfedovych symetrii (v daném po-
fadi) se stifedem v bodech A, B a C. Reste konstrukéné a zobrazte body A, B,C
ve vysledném zobrazeni.

d) Urcete, jaké zobrazeni vznikne sloZzenim (v daném pofadi) osovych syme-
trif podle primek a, b. Reste konstrukéné a zobrazte body A, B, C' ve vysledném
zobrazeni.

e) Urcete, jaké zobrazeni vznikne slozenim (v daném potadi) osovych symetrii
podle pfimek a, b, c. Reste konstrukéné a zobrazte body A, B,C ve vysledném
zobrazeni.

{ a) Stredova symetrie se stfedem S = £ (A + C).

b) Posunuti o vektor 2 AB.

c) Stfedova symetrie se stfedem S = C' + EZX

d) Otoceni se stfedem C o thel 2y = 120° (ve sméru hodinovych rucicek).
e) Posunuta osova symetrie - posunuti o vektor 2 C@ 1 (O je stied strany
AB) slozené s osovou symetrii podle osy o, B€oaol b. }

2.3. V & je dan ¢tverec ABC'D. Rozhodnéte, jaké zobrazeni je dano:
a) slozenim osovych symetrii podle os AB a AC' (v tomto poradi);
b) obrazy f(A) =B, f(B) =C, f(C) = D;
¢) slozenim osovych symetrii podle os AB a C'D;
d) obrazy f(A) = A, f(B)=D, f(C)=C;
e) slozenim stfedovych symetrii podle stfedu A a C' (v tomto poradi);

)
f) obrazy f(A) =C, f(B) =D, f(C) = A.

a) Otoceni kolem bodu A o 90 stupnii proti sméru hodinovych rucicek.
b) Otoceni kolem stfedu ¢tverce o 90 stupnii proti sméru hodinovych
rucicek.

c¢) Posunuti o vektor 2 AD.

d) Osova symetrie podle thlopticky AC'.

e) Posunuti o vektor 2AC,

f) Stfedova symetrie podle stiedu ¢tverce. }

2.4. V & je dan pravidelny 5-thelnik ABC'DFE. Rozhodnéte, jaké zobrazeni je
dano:

a) slozenim osovych symetrii podle os AB a AC' (v tomto poradi);

b) obrazy f(A) = B, f(B) = C, f(D) = E;

¢) slozenim osovych symetrii podle os AB a C'E;

d) obrazy f(A) = B, f(C) = E, f(D) = D;

e) slozenim stfedovych symetrii podle stfedi A a C' (v tomto poradi).
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a) Otoceni kolem bodu A o 54 stupnii proti sméru hodinovych rucicek.
b) Otoceni kolem stfedu kruznice opsané o 72 stupii proti sméru hodi-
novych rucicek.

c¢) Posunuti o vektor kolmy na stranu AB.

d) Osova symetrie podle kolmice spusténé z bodu D na stranu AB.

e) Posunuti o vektor 2AC }

2.5. V &, je dan pravidelny 6-thelnik ABC'DEF'. Rozhodnéte, jaké zobrazeni je
déno

a) slozenim osovych symetrii podle os AB a AC' (v tomto poradi);

b) obrazy f(4) = C, [(B) = D, (D) = F:

c) slozenim osovych symetrii podle os AB a C'F' (v tomto pofadi);

d) obrazy f(A) = A, f(B) =F, f(C) = E;

e) slozenim stfedovych symetrii podle stfedi A a B (v tomto potadi).

a) Otoceni kolem bodu A o 60 stupnii proti sméru hodinovych rucicek.
b) Otoceni kolem stiedu 6-tthelnika o 120 stupiiti proti sméru hodinovych
rucicek.

c¢) Posunuti o vektor AE.

d) Osova symetrie podle osy AD.

e) Posunuti o vektor 2 EC = EC. }

2.6. Dokazte, ze zobrazeni, které je dano obrazy tii bodi v obecné poloze, je
shodnost a rozlozte ji na osové soumérnosti, jestlize [1;1] — [—1;3], [1;—=3] —
(=53], [6;1] = [-1;-2].

e (-0 ()
i () 0
f = hy o hy méa rovnice (Zj;) — (_01 (1)) (z) + <—42); 5 = [1:3],

A1,2 = =£1; otoceni se stiedem v bodé S o 90 stupnd.

2.7. V roviné & je dana osova symetrie osou o. Urcete jeji rovnice, je-li dano:
a)o=x—2y+1=0;
b)o=2r+y+1=0.

(o= ()= (3 247) )+ ()
o= ()= (3 5 () (9
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2.8. V roviné & je dana osova symetrie, ktera zobrazi bod A na bod A’. Uréete
jeji rovnice je-li dano:

a) A=[0;0], A" =[33];

b) A=10;-1], A =][3;1].

_ (Y (0 =1\ [z 3\
o= ()= (5 0) 6) ()
() (513 1218 (@) (27/18)
2=\y) " \—12/13 5/13 ) \y 18/13 )
2.9. V roviné &, jsou dany dvé osové symetrie Obrazkem 2.1. Urcete jejich rovnice.
{0 = "\  (4/5 3/5 T\
'Y \y)  \3/5 —4/5) \y )’
_ (2" _(—4/5 =3/5\ (= 3/5\
»= ()= Gl 39 () ()

Obrazek 2.1: K Uloze 2.9

2.10. V roviné & jsou dany osové symetrie o, které zobrazuje bod A na bod A’,
a 09, kterd zobrazuje bod B na bod B’. Urcete jejich rovnice, rovnice sloZenych
zobrazeni 0, 0 01 a 01 0 09. Urcete, co jsou tato slozena zobrazeni.

o) A= (L2 A= (32, B =21, B = (12
b) A=[1;-2], A’=[3;2], B=[0;1], B [2 0;
c) A= [_1; _1]7 A= [ ]a B =1 ] [ L; 1]

13
= (7)- (2 20 () ()
w= ()= 25) )
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weon= ()= (1) () (500
nee= (7)=(% 0) () (35).

Zobrazeni o 0 01 je otoCeni kolem bodu S = [6/5;2/5] o thel a@ = 90°

po sméru hodinovych ruci¢ek a zobrazeni o0, o 0y je otoceni kolem bodu
= [6/5;2/5] o thel a = 90° proti sméru hodinovych rucicek.

S

SoHe oy
”= (i) - (4/5 /3/5) @ * (—3/5)3
(8 - 0)

Obé zobrazeni 05 0 01 a 01 © 09 jsou totozna a je to stfedova symetrie se
stfedem S = [1;1/2].

SRR

02: / =

ens()-( )
o= ()-090) ()

Zobrazeni 0, 0 0 je posunuti o vektor u = (2;2) a zobrazeni o0y o 09 je
posunuti o vektor u = (—2; -2). }

S

\//_\
@)

)—‘

~— o

2.11. Jako symetrii prostorového titvaru v euklidovském prostoru rozumime shod-
nost, ktera zobrazi dany dtvar na sebe. Grupa symetrii daného tutvaru je potom
mnozina v8ech symetrii tohoto utvaru spolu s operaci skladani zobrazeni.
Popiste grupu symetrii (urcete pocet prvki grupy, pocet stiedovych, osovych
a rovinnych symetrii v grupé) nasledujicich prostorovych utvari:
a) Pravidelného 4-sténu.
b) Krychle.
c¢) Pravotuhlého hranolu o délkach hran a, a, b, a # b.
d) Pravouhlého kvadru o délkach hran a, b, ¢, a # b # ¢ # a.
e) Pravidelného 8-sténu.
f) Trojosého elipsoidu (délky vSech tii poloos jsou navzajem ruzné).
g) Trojosého hyperboloidu (délky vSech tii poloos jsou navzajem rizné).
h) Eliptického nerotacniho paraboloidu.
ch) Hyperbolického paraboloidu.
i) Kulové plochy.
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{ a) Grupa symetrii pravidelného 4-sténu ma 24 prvki, z toho je 6 ro-
vinnych symetrii, 3 osové symetrie a zadné stiedova symetrie.

b) Grupa symetrii krychle ma 48 prvki, z toho je 9 rovinnych symetrii,
9 osovych symetrii a jedna stfedova symetrie.

¢) Grupa symetrii hranolu ma 16 prvki, z toho je 5 rovinnych symetrii,
5 osovych symetrii a jedna stfedova symetrie.

d) Grupa symetrii kvidru ma 8 prvkd, z toho jsou 3 rovinné symetrie, 3
osové symetrie a jedna stfedova symetrie.

e) Grupa symetrii pravidelného 8-sténu je totoZna s grupou symetrii
krychle (jsou to duélni pravidelna télesa).

f) Grupa symetrii trojosého elipsoidu ma 8 prvki - identitu, tfi rovinné
symetrie podle rovin prochézejicich stfedem a obsahujicich vzdy dvé osy
elipsoidu, 3 osové symetrie podle os elipsoidu a jednu stfedovou symetrii
se stfedem ve stfedu elipsoidu.

g) Grupa symetrii trojosého hyperboloidu mé 8 prvka - identitu, 3 ro-
vinné symetrie podle rovin prochazejicich stfedem a obsahujicich vzdy
dvé osy hyperboloidu, 3 osové symetrie podle os hyperboloidu a jednu
stfedovou symetrii se stfedem ve stfedu hyperboloidu.

h) Grupa symetrii eliptického nerota¢niho paraboloidu ma 4 prvky -
identitu, dvé rovinné symetrie podle rovin obsahujicich osu papaboloidu

a 1 osovou symetrii podle osy papaboloidu.
ch) Grupa symetrii hyperbolického paraboloidu méa 4 prvky - identitu,

dvé rovinné symetrie symetrie podle rovin obsahujicich osu paraboloidu
a 1 osovou symetrii podle osy paraboloidu.

i) Grupa symetrii kulové plochy mé nekone¢né mnoho prvki - identitu,
otoceni kolem libovolné ptrimky prochazejici stiedu kulové plochy o li-
bovolny thel, rovinné symetrie podle vSech rovin prochazejicich stfedem
kulové plochy, symetrie podle stfedu kulové plochy. }

2.12. V euklidovském prostoru &3 je dana stfedova symetrie s se stfedem v bodé
S a nenulovy vektor u. Jaké zobrazeni vznikne sloZzenim stfedové symetrie s a
posunuti ¢, (v libovolném potradi)?

Reseni: Stredova symetrie se stfedem v bodé S se da vyjadrit jako s = X' =
—X + 2S5 a posunuti o vektor u ma vyjadieni t, = X' = X + u. Potom sot, =
X' = =X + (28 — u), coz je stfedova symetrie se stiedem v bods S = S — su.
Podobné t, 0s = X' = =X + (25 + u), coz je stiedova symetrie se stfedem v
bodé §' = S + su.

2.13. V euklidovském prostoru &3 je dana stiedova symetrie s se stfedem v bodé
S a symetrie r, podle roviny p. Jaké zobrazeni vznikne sloZzenim stfedové symetrie
s a symetrie r, (v libovolném poradi)?
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Reseni: Ulohu vyTesime ve vhodné zvoleném kartézském repéru, ktery zvolime
tak, ze rovina p je soufadna rovina xy a stfed S lezi na ose z a ma souradnice
S = [0;0; c]. Potom symetrie podle roviny p ma vyjadieni [z;y; z] — [x;y; —2]
a stfedova symetrie s ma vyjadieni [z;y; z] — [—x; —y; —z + 2¢|. Potom sloZené
zobrazeni r, o s mé vyjadreni

[z;y; 2) = [—x; —y; —2 + 2¢] = [—x; —y; 2 — 2],

coz je pro ¢ = 0 symetrie podle pfimky, kterou je osa z. Pro ¢ # 0 je to posunuté
osova symetrie s osou z a posunutim ve sméru osy z o vektor (0;0; —2c).
Podobné, sloZené zobrazeni s o r, ma vyjadreni

[z;y; 2] = [z y; —2] = [—2; —y; 2 + 2],

coz je pro ¢ = 0 opét symetrie podle primky, kterou je osa z. Pro ¢ # 0 je to
posunuté osova symetrie s osou z a posunutim ve sméru osy z o vektor (0;0; 2c¢).

Odpovéd tedy je: SloZenim stfedové symetrie se stfedem symetrie v bodé S
a symetrie podle roviny p je, v piipadé, ze S € p, symetrie podle kolmice vedené
bodem S na rovinu p. Pokud S ¢ p, je slozené zobrazeni posunuté osova symetrie,
ktera je slozenim osové symetrie,jejiz osa je kolmice spusténa z bodu S na rovinu
p, a posunuti ve sméru kolmém na rovinu p o vektor, jehoz délka je dvojnasobek
v(S, p). Orientace posunuti zavisi na poradi skladani danych zobrazeni.

2.14. V euklidovském prostoru &3 je dana stiedova symetrie s se stfedem v bodé
S a symetrie o podle pfimky o. Jaké zobrazeni vznikne slozenim stfedové symetrie
s a osové symetrie o (v libovolném potadi)?

Reseni: Ulohu vy¥esime ve vhodné zvoleném kartézském repéru, ktery zvolime
tak, Ze osa o je souradné osa z a stfed S lezi na ose x a ma soufadnice S =
[¢; 0; 0]. Potom symetrie podle osy o ma vyjadieni [z; y; z] — [—x; —y; 2] a stfedova
symetrie s mé vyjadieni [x;y; z] — [—x 4 2¢; —y; —z]. Potom sloZené zobrazeni
0 0 s méa vyjadreni

[zy; 2] = [—2 4 26—y —2] = 2 — 205y 2]
coz je pro ¢ = 0 (tj. S € o) symetrie podle roviny zy. Pro ¢ # 0 (tj. S & o) je to
posunuta symetrie podle roviny, kde rovina symetrie je rovina xy, a posunutim

ve sméru osy x o vektor (—2¢;0;0).
Podobné, slozené zobrazeni s o 0 mé vyjadreni

[z3y; 2] = [—2; —y; 2] = (2 4 2055 — 2],

coZ je pro ¢ = 0 opét symetrie podle roviny zy. Pro ¢ # 0 je to posunuta symetrie
podle roviny zy slozena ze symetrie podle roviny zy a posunutim ve sméru osy x
o vektor (2¢;0;0).
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Odpoved tedy je: SloZzenim stiedové symetrie se stfedem symetrie v bodé S
a symetrie podle piimky o je, v piipadé, ze S € o, symetrie podle roviny vedené
bodem S kolmo na pfimku o. Pokud S ¢ o je slozené zobrazeni posunuté symetrie
podle roviny, ktera je slozenim symetrie podle roviny, ktera je kolmé na pifimku o
a prochézi bodem S, a posunuti o vektor £2PS, kde P je pata kolmice spusténé
z S na o. Orientace posunuti zavisi na poradi skladani danych zobrazeni.

2.15. V prostoru &3 je dana symetrie podle roviny r, rovinou p. Urcete jeji rov-
nice, je-li dano:

a)p=r+y+z+2=0;

b)pp=x—y+2z—-1=0.

2! -2 =2 1 —4
x 1 2 =2 T 2
=y =312 1 2 yl+3| -2}
Z -2 2 1 z 2

2.16. V prostoru &3 je dana symetrie podle roviny r,,, kterd zobrazi bod A =
[1;0; —2] na bod A" = [3;2;0]. Urcete jeji rovnice.

x 1 -2 =2 x 4
{roo=|v|=35(-2 1 =2)(y]+54]| }
4 -2 -2 1 z 4

2.17. Urcete rovnice r,, o1, i # 75 1,7 = 1,2, 3, pro vSechny rovinné symetrie z
Uloh 2.15 a 2.16. Klasifikujte slozené zobrazeni.

{Vime, Ze sloZenim dvou rovinnych symetrii je posunuti (v piipadé rov-
nobéznych rovin symetrie) nebo otoceni kolem spole¢né piimky o thel,
jehoz velikost je dvojnésobnd, nez je odchylka riznobéznych rovin sy-
metrie. Kontrolu spravnosti mizete udélat tak, ze pro slozené zobrazeni
spoc¢tete mnozinu samodruznych bodu a kofeny charakteristické rovnice.
V pripadé riznobéznych rovin symetrie je mnozina samodruznych bodu
pravé prunik rovin symetrie a pro komplexné sdruzené koteny charakte-
ristické rovnice plati Ao3 = cos(a) £sin(«), kde a je dvojnasobek velikosti
odchylky rovin symetrie.

x 1 4 -8 x 2
Dostaneme 7,, or,, = |y | = % —4 =7 —4 y| + % —26 |;
2’ -8 4 1 z 2

zobrazeni je otoCeni kolem primky p; N pg o thel ¢ = 2 arccos(1/3).
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Opravdu, pro roviny p;, ps dostaneme odchylku spliiujici cos(a)) = %, tj.
a = arccos(1/3) a velikost otoceni je ¢ = 2arccos(1/3). Na druhé strané
mé charakteristickd rovnice zobrazeni r,, o 1, kofeny 1, —% & 2,

tj. cos(¢) = —I, kde ¢ velikost ahlu otaceni. Tedy ¢ = arccos(—7/9)
a musi byt ¢ = 2, tj. arccos(—7/9) = 2arccos(1/3). Opravdu, z
vlastnosti funkce kosinus, dostaneme cos(2a) = cos(2arccos(1/3)) =
2 cos?(arccos(1/3)) =1 = 2.5 — 1 = —% = cos(¢).
x 1 —4 =8\ [z 2
Podobné ryor,, =y | =5 4 -7 4 y | =3 | 6 |; zobrazent
2 -8 —4 1 z 2

je otoceni kolem piimky p; N py o thel o = 2 arccos(1/3). Smysl otaceni
je opacny nez v piipadé r,, or,,.

x 1 -4 -8 x 14
T OTp, = | Y | = % 4 -7 4 y | + % 2 |; zobrazeni je
2 -8 —4 1 z 14

otoceni kolem piimky ps N pe o thel @ = 2 arccos(1/3). Rovina p3 je
rovina symetrie bodu A, A’ tj. p3s =2x + 2y + 22 —4=0.

! 1 4 -8 x x 10
rmory =y | =[-4 -7 — y y | +35 |14 |; zobrazeni
Z -8 4 1 z z 10

je otoceni kolem piimky p3 N ps o thel o = 2 arccos(1/3). Rovina p3 je
rovina symetrie boda A, A’, tj. p3 = 2x+2y+ 2z —4 = 0. Smysl otaceni
je opacny nez v pifpadé r,, or,,.

x 100 x 20

ot =y =10 10 y |+ % 20 | ; zobrazeni je posunuti o
2! 0 01 z 20

vektor u = §(20; 20; 20).
x 100 x 20

rmor, =y ] =[(0 10 vyl - % 20 | ; zobrazeni je posunuti o
2! 00 1 z 20

vektor u = —5(20;20;20). }

2.18. V euklidovském prostoru & je dana piimka o = X = [1;1;1] + ¢ (1; —1;1).
Urcete rovnice symetrie o podle pfimky o.
{Navod: Vime, Ze body piimky o jsou samodruzné, smérovy vektor
primky o je vlastni vektor pro vlastni ¢islo 1 a vSechny vektory kolmé
na piimku o jsou vlastni vektory pro vlastni ¢islo —1. Rovnice potom
uréime stejné, jako v Uloze 1.9.

x -1 -2 2 T 4
_ 1 11
o=y |=5[-2 -1 -2 yl+358] 1
2! 2 -2 -1 z 4
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2.19. V euklidovském prostoru je dana osova symetrie o s osou symetrie o a
nenulovy vektor u. Jaké zobrazeni vznikne slozenim osové symetrie o a posunuti
tu (v libovolném poradi)?

Resend: Ulohu vyFesime ve vhodné zvoleném kartézském repéru, ktery zvolime
tak, Ze osa symetrie je osa z a vektor u = (a;b;¢) # (0;0;0). Potom vyjadieni
0 je mozno zapsat jako [x;y; z] — [—x; —y; 2] a posunuti t, jako [z;y; 2] — [z +
a;y + b; z + ¢|. Potom sloZené zobrazeni o o t, mé vyjadieni

[Tyzl = [t ay+bz+d = [-r—a—y—bz+d.

Soustava pro vypocet samodruznych bodi ma tvar -2z —a = 0, -2y — b =
0, ¢ =0.Proc =0, tj. vektor u kolmy na osu o, dostaneme piimku samodruznych

bodi a slozené zobrazeni je osova symetrie s osou x = —%a, Yy = —%b. Proc#0
nemé slozené zobrazeni samodruzné body a jedné se o posunutou osovou symetrii,
tj. shodnost slozenou z osové symetrie s osou r = —%a, y = —%b slozenou s

posunutim ve sméru osy o vektor (0;0;c).
Pro zobrazeni t, o o dostaneme

[T,y 2] = [—2; —y; 2] = [—0 4+ a; —y + b2 + ]

Soustava pro vypocet samodruznych bodi ma tvar —2z +a = 0, =2y + b =
0, ¢=0.Proc=0,tj. vektor u kolmy na osu o, dostaneme primku samodruznych
bodi a slozené zobrazeni je osova symetrie s osou x = %a , Y= %b. Pro ¢ # 0 nemé
slozené zobrazeni samodruzné body a jedna se o posunutou osovou symetrii, tj.
shodnost sloZzenou z osové symetrie s osou x = %a, Yy = %b slozenou s posunutim
ve sméru osy o vektor (0;0;c).

Predchozi uvahy tedy muzeme shrnout do nasledujiciho tvrzeni:

Slozenim osové symetrie s osou o a posunuti o nenulovy vektor u je prou L o
osova symetrie s osou o, kterd vznikne posunutim osy o o vektor :I:%u (orientace
posunuti je dana poradim skladani zobrazeni). Pro u [ o je slozené zobrazeni
posunuté osova symetrie slozena z osové symetrie s osou o’ a posunutim ve sméru
osy o (jednéa se o vektor, ktery je ortogonélni projekci vektoru u na zaméfeni osy

0).

2.20. V euklidovském prostoru je dana krychle ABCDEFGH o délce hrany a.
Jaké zobrazeni vznikne slozenim dvou osovych symetrii, je-li:

a) prvni osa je piimka o; = AE a druh4 osa je pfimka 0, = BF',

b) prvni osa je piimka 0; = AB a druh4 osa je pfimka 0y = AD;

c¢) prvni osa je pfimka 0y = AB a druhé osa je piimka 0y = FH.

Reseni: Oznacme jako o; osovou symetrii s osou o;. Zkuste si situaci zakreslit
ve volném rovnobézném promitani.
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a) Obé osy symetrie jsou rovnobézné. Jestlize zzime osové symetrie na roviny
kolmé na osy, dostaneme v téchto rovinach dveé stredové symetrie, jejichz slozenim
je posunuti o vektor, ktery je dvojnasobkem vektoru urc¢eného stredy symetrie.
V prostoru tak dostaneme posunuti o vektor £2 zﬁ . Znaménko zalezi na pofadi,
v jakém osové symetrie skladame, o5 0 0; = tyqp @ 0100 =1 3. Ovérime si
nasi "geometrickou"predstavu analyticky. Zvolme kartézsky repér tak, ze bod A
je jeho pocatek, osa x je primka AB, osa y je piimka AD a osa z je piimka AFE.
Potom osova symetrie 01 je symetrie podle osy z, kterd mé vyjadreni [z;y; 2] —
[—x; —y; z]. Osova symetrie oy je symetrie podle piimky, ktera je posunuté osa z
o vektor AB = (a;0;0). Tato symetrie ma vyjadreni [x;y; 2] — [—z + 2a; —y; z].
Potom 05 0 01 je dano jako

[z1y; 2] = [—2; —ys 2] = [+ 2055 2]
tj. X' =X + 2@. Podobné o; o 05 je dano jako
[z3y; 2] = [—2 + 245 —y; 2] = [z — 2433 2],
. X' = X —2A4B.

b) Provedeme ve zvoleném kartézském repéru z pripadu a). Prvni osova syme-
trie je symetrie podle osy z, tj. [z;y; 2] — [z; —y; —z], a druha je symetrie podle
osy y, tj. [x;y; 2] = [—x;y; —z]. Potom 0y 0 01 je dano jako

[73y; 2] = (25 —y; —2] = [=2 —y; 2],
tj. jde o symetrii podle osy z. Podobné o0y o 05 je dano jako
[73y; 2] = [—a5y; =2 = [=2 —y; 2],

tj. jedna se opét o symetrii podle osy z.

c¢) Prvni osova symetrie je symetrie podle osy z, tj. [z;y; 2] — [z; —y; —2], a
druha je symetrie podle piimky, ktera je posunuta osa y o vektor AF = (0;0;a),
tato symetrie ma vyjadieni [x; y; z] — [—x;y; —z 4 2a]. Potom 0900, je dano jako

(55 2] = s —y; —2] = =5 —y; 2 + 24],
tj. jde o symetrii podle osy z sloZenou s posunutim o vektor 2@ . Podobné 0, 009
je dano jako
[z;; 2] = [—a5y; —2 + 2a] = [—25 —y; 2 — 2d],

tj. jedna se o symetrii podle osy z slozenou s posunutim o vektor —2/@ .
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2.21. Situaci z piedchozi Ulohy 2.20 zobecnime takto. Jaké zobrazeni v eukli-
dovském prostoru dimenze 3 vznikne slozenim dvou osovych symetrii, jsou-li osy
01, 09

a) rovnobézné ruzné,

b) riaznobézné kolmé (svirajici thel ),

¢) mimobézné kolmé (svirajici thel ).

{Ndvod: Teste konstrukéné ve volném rovnobézném promitani.

a) Posunuti o vektor, ktery lezi na kolmé pticce rovnobézek a jeho veli-
kost je dvojnasobek vzdélenosti rovnobézek. Orientace zavisi na potadi
skladani symetrii.

b) Osova symetrie podle osy o3 kolmé na obé& osy 01, 05 a prochézejici
jejich prusecikem (sviraji-li osy oy, 0y thel «, je sloZzenim osovych syme-
trif otoceni kolem osy o3 o thel 2« - orientace otaceni zavisi na potadi
skladani symetrii).

c¢) Osova symetrie podle osy mimobéZzek slozena s posunutim ve sméru osy
mimobézek o vektor, jehoz velikost je dvojnasobek vzdélenosti mimobé-
zek a orientace zavisi na poradi skladani symetrii (sviraji-li mimobézné
0sy 01, 09 thel «, je slozenim osovych symetrii otoceni o thel 2« - ori-
entace otaceni zavisi na poradi skladani symetrii - slozena s posunutim o
vektor urcujici smér osy mimobézek, jehoz velikost je dvojnasobek vzdale-
nosti mimobézek a orientace posunuti zavisi na poradi skladani symetrii).

}

2.22. Dokazte, ze zobrazeni, které je dano obrazy ¢tyf bodi v obecné poloze je
shodnost a rozlozte ji na soumérnosti podle rovin

a) [3;3;3] = [-1;3;3], [6;0;0] = [-2,4,-2], [3;0;3] = [1;451], [2,1;0] =
[0;1; 0],

b) [0;0;3] — [1;5:1], [3;0;0] — [1;2;-2], [1;1;0] = [0;2;0], [0;1;1]
0;3;1].

i -1 00 x 2
{ Mozny rozklad: a) hy : [¢/ | = 0 1 0 yl+10
Z 0 0 1 z 0
x’ 1 2 -2 1 x 1 2
he | =5 (-2 -1 2)|y]+5] 4
z 1 2 2 z -2
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x’ 1 14 -5 2 x 1 9
b) Mozny rozklad: hy : [ ¢/ | = T -5 =10 10 y | + T 45
z 2 10 11 z —18
x’ 1 -3 0 —4 x 1 12
hy: |y |==10 5 0 yl+=10
2] S\ea0 3)\:) O \e
x -1 0 0 T 2
hs: |y |=0 10 yl+10
2! 0 01 z 0

f:hgthOhl. }
2.23. Urcete parametry p, q,r tak, aby zobrazeni & — &3 byla shodnost.

x 1 2 11 »p x 2
a) |y | = 15 5 —10 ¢ yl+11
2! 4 2 r z 14
x’ 1 2 10 p x 0
D{v =112 10 q)fy)+]1
2! 14 -5 r z 1
{a) (p,q,7) = (¥10,F10, £5); b) (p, q,7) = (£11,F10, £2). }
2.24. Urcete parametry p, q,r tak, aby zobrazeni & — &3 byla shodnost.
x’ 1 2 11 p x r
)|y )= (p 20 2| |y|+|1
2 4 2 p z q
x’ 1 2 11 2p x r
D\ =% 2 2] |v]+ |1
2! 14 2 —p z q

{ a) Nelze; b) p =5, r, g libovolné. }

2.25. Urcete parametry p, ¢, r tak, aby zobrazeni &5 — &3 byla podobnost.
x! 1 -2 2 x 4

/

vy]1=1p 2 1 y |+ | —2|. Urcete koeficient podobnosti, samodruzné
2! qg r 2 z —2

body a vlastni sméry.

{k=3,p=2r=1,q= -2, samodruzny bod S = [0; 2; 0], charakteris-
ticka rovnice A — 5 A2 + 15\ — 27 = 0, jeden redlny kofen A\ = 3 a jemu
odpovidajici vlastni vektor u = (0;1;1). }

2.26. V &; je dana podobnost f. Rozlozte ji na stejnolehlost a shodnost, je-li f

dano maticové
x 1 -2 2 T 4
y]l=1 2 2 1 vyl + -2
Z -2 1 2 z -2
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{Koeficient podobnosti f je k = 3, potom jeden z moznych rozkladi je
f = hog, kde h je stejnolehlost s koeficientem 3 a stfedem v pocatku
zadané maticové

x’ 300 x
vy =10 30 Yy
2! 00 3 z
Potom g je shodnost ¢ = h™! o f s maticovou rovnici
x’ 1 =2 2 x 4
vl =:(2 2 1]|y|+i{-2] .}
2! -2 1 2 z —2

2.27. V &, je dan utvar U o plose 2cm?. Jaky bude obsah obrazu U’ v zobrazeni,
které je:

a) nepiiméa shodnost;

b) pfiméa podobnost s koeficientem 2;

c) stejnolehlost s koeficientem —3.

{ a) 2cm?; b) 8cm?; ¢) 18cm?. }

2.28. V &; je dana krychle o délce hrany 2cm. Jaky bude objem obrazu krychle
v zobrazeni, které je:

a) elact;

b) pfiméa podobnost s koeficientem 1/2;

c) stejnolehlost s koeficientem —2.

{ a) 8cm?; b) lem?; ¢) 64cm?. }

2.29. Jaky koeficient musi mit podobnost, ktera zobrazi krychli o délce hrany
1 e¢m na krychli o objemu:

a) 2cm? (delfsky problém "zdvojeni" krychle);

b) 8 em?;

b) 27 cm??

Reseni:a) k= /2, b) k=2;¢) k=3.
1

2.30. Je dan komoly kuZel s poloméry Fidicich kruznic ry a 7o = 571.

a) Jaky obsah bude mit plast tohoto komolého kuzele, jestlize obsah plasté
"odifznutého" kuZele je 2 cm??

b) Jaky bude mit tento komoly kuzel objem, jestlize objem "odfiznutého"
kuzele je 1cm?3?

Resent: Navod: Komoly kuZel vznikve z kuzele "odifznutim" casti kuzele,
ktera je obrazem piivodniho kuZele ve stejnolehlosti se stfedem ve vrcholu kuzele
a koeficientem k = 72, ry > ry. Objem (obsah plasté) komolého kuzele je potom
objem (obsah plasté) pavodniho kuzele minus objem (obsah plasté) odiiznuté
casti.

a) P=6cm? b) V ="Tcm?.
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3 Kruhové krivky a kruhova inverze

3.1. Jsou dany body A = [0;0], B=[8;4], C =1[3;9], P =[1;1], @ = [-1;—1],
R = [3; —1]. Ur€ete rovnici kruznice uréené body A, B, C' a urcete mocnost bodu
P, @, R vzhledem k této kruznici.

{k:2*+y*—6x — 8 =0, mocnost K(P) = —12, tj. P je vnitin{ bod,
K(Q) =16, tj. Q je vn&js bod, K(R) =0, tj. R € k. }

3.2. Je dana ptimka p =z — 2y — 8 = 0 a kruznice k(S,5c¢m), S = [4; 3]. Urcete
pruseciky p a k, pokud je p se¢nou k, urcete jejich odchylku.

{k=a?+y* =8 —6y=0; pnk = {[4;-2], [80]}, cos(pp) = 2. }

3.3. Je dana kruznice k(.S, 7). Uréete mnozinu bodu P, pro které je jejich mocnost
ke kruznici k rovna 2. Co plati pro teény sestrojené z bodt P ke kruznici k?

Reseni: Protoze r2 > 0, jsou hledané body P vnéjsi body kruznice k, jejichz
mocnost je dana jako druha mocnina vzdalenosti bodu P od bodu dotyku 7" te¢ny
sestrojené z P ke kruznici k. Je tedy |PT| = r. Protoze tecna je kolmé na polomér
ST, dostaneme pravouhly trojiuhelnik ST P (viz Obrazek 3.2), jehoz délky odvésen
jsou r a odtud |SP| = v/2r. Hledana mnozina bod je tedy kruznice soustiedna
s kruznici k o poloméru /27 (na Obrazku 3.2 nakreslena modfe).

lJ
P

TV

Obrazek 3.2: K Uloze 3.3

Z obrazku je jasné, ze <(SPT) = 7, a tedy tecny PT a PT" jsou na sebe kolmé.
Mnozina bodi, jejichz hodnost ke kruznici k(S,r) je r?, je totoZna s mnoZinou
bodt, ve kterych jsou tecny sestrojené ke kruznici k na sebe kolmé.

3.4. Jsou dany dvé ruzné nesoustiedné kruznice ky, ky. Sestrojte jejich chordalu.
Ulohu feste pro viechny polohy kruznic ky, k.
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3.5. Jsou dany dvé kruznice k; = 2? + y* + 16z + 10y + 64 = 0 a ko(S; 5em),
S = [—4;3]. Urcete chordalu kruznic, pokud se kruznice protinaji, urcete jejich
spole¢né body a odchylku.

{ ky = 2> +y*> + 8x — 6y = 0, chordala je ch = z + 2y + 8 = 0;
ki N ke = {[=8;0], [=4; —2]}, cos(p) = §. }

3.6. Jsou dany tii ruzné kruznice ki(S1,71), k2(S2,72) a k3(Ss,r3), takove, ze
S1, S3 a S3 nelezi na primce. Sestrojte jejich chordicky stied. Ulohu reste pro
vSechny polohy kruznic ki, ks, ks.

3.7. Jsou dény 3 kruznice ki (S, 5cm), Sy = [—8; =5, ks = 22+ 3> +8x — 6y =0
a k3(S3,5cm), S3 = [4;3]. Pokud existuje, urcete jejich chordicky stied.

{ Chordaly jsou chjys =  +2y +8 = 0, chi3 = 3z + 2y +8 = 0,
chag = x = 0; chordicky stied chia N chig N choz = [0; —4]. }
3.8. Jsou dény dva ruzné body A, B a realné ¢islo & > 0. Dokazte, Ze mnozina
AX] _

bodu X takovych, Ze 1BX| k je nenulova kruhovéa kiivka.

Diikaz: Provedeme analyticky. Zvolime kartézsky repér tak, ze A = [—a, 0],
B =la,0] a X = [z,y], a > 0. Potom podminka |AX| = k-|BX| ma souradnicové
vyjadieni
CraP+ o= ko —aF 7,

kterou umocnénim upravime na
(z+a) +y" =k (—a)+y7),

tj.
1-F)2>+ (1 -k)y*+2a(1+E)z+(1—-k)a*>=0.
Pro k = 1 dostaneme rovnici x = 0, tj. hledand mnozina bodi je osa tsecky AB

(nestifedova kruhova kiivka).
Pro k # 1 rovnici upravime na

a(l+k?)

_— 2:
=5 r+a 0,

2?4+ P42

tj.
a(l+K)\° 5, a?(1+k)?
(+W>+ e Y

kterou dale upravime na
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.. . .- . o 1+k2 «
coZ je rovnice kruZznice se stfedem v bodé S = [— a((l_J;Q)),O] a polomérem r =

’ 2ak
(1-k2)

Narysujte Apolloniovu kruznici pro k=2 a k =3 a |[AB| =6.

|. Tato kruznice se nazyva Apolloniova kruznice.

3.9. Je dana kruznice k(S,r) a jeji vnéjsi bod A. Sestrojte kruznici, kterd ma
stfed v bodé A a kolmo protina kruznici k.

Ndvod teseni: Dvé kruznice se kolmo protinaji, jestlize te¢ny ve spolecnych
bodech ke kazdé kruznici prochéazi stfedem druhé kruznice. Spole¢né body tedy
lezi na Thaletové® kruznici sestrojené nad stfedy téchto kruznic.

3.10. Jsou déany dvé nesoustiedné neprotinajici se kruznice ki(Sy,71) a ka(S2,72).
Sestrojte nulové body svazku kruznic uréeného témito kruznicemi.

Navod reSeni: Sestrojime libovolné dvé kruhové kifivky v dudlnim svazku.
Jedna z nich je centrala ¢ = S1.5;. Druha je libovolné kruznice se stfedem na
chordale danych kruznic, kteréd kolmo protiné napt. k.

3.11. Kruhova inverze s kladnou mocnosti je dana kruznici inverze k(S,r). Se-
strojte obraz:

a) bodu A, ktery je vnéjsim bodem k;

b) bodu B, ktery je vnitfnim bodem k;

c¢) pfimky p, ktera kruznici k protina ve dvou bodech;

d) ptimky p, ktera kruznici k£ neprotiné;

e) kruznice [, ktera kruznici k protina ve dvou bodech;

e) kruznice [, ktera kruznici k neprotina a lezi ve vngjsi oblasti k.

3.12. Ulohu 3.11 feste pro kruhovou inverzi se zadpornou mocnosti.

3.13. V jaky utvar prevede kruhova inverze kruznici a jeji dvé tecny, které jsou
a) raznobézné, b) rovnobézné?

3.14. Inverze v Md&bioveé roviné jsou osova symetrie a kruhova inverze s kladnou
mocnosti. Jsou dany 3 ruzné body A, B, C. Urcete inverzi, ve které se body A a
B zobrazi na sebe a C' je samodruzny bod. Ulohu feste pro:

a) Nekolinearni body A, B, C.

b) Kolinearni body A, B, C takové, ze C' je vnitini bod tsecky AB.

3Thalés z Milétu (okolo 624 pt. n. 1. Milétos — okolo 548 pi. n. 1.) byl pFedsokratovsky fecky
filosof, geometr a astronom.
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Obrazek 3.3: K Uloze 3.14

Rozbor feSeni: a) Kruznice opsané trojuhelniku ABC' je samodruzna. Je-li
tetna k této kruznici v bodé C rovnobézna s piimkou AB, tj. bod C lezi na
ose usecky AB, jednéa se o osovou symetrii. Pokud C' nelezi na ose tsecky AB
(viz Obrazek 3.3 vlevo) je hledana inverze kruhova inverze, jejiz stied S lezi
na piimce AB a tec¢né kruznice opsané trojuhelniku ABC' v bodé C', polomér
kruznice inverze je |SC|.

b) Je-li C stfedem usecky AB, je hledana inverze osova symetrie podle osy
usecky AB. Pfedpokladejme nyni, ze C' neni stfedem tsecky AB. Potom jeho dé-
lici pomér vzhledem k bodim A, B je A = (C; A, B), kde A < 0, A\ # —1. Odtud
dostaneme |AC| = |A| - |BC], tj. C lezi na Apolloniové kruznici ¢ pro k = |A| (viz
Uloha 3.8). Apolloniovu kruznici sestrojime tak, Ze na pifmce AB nalezneme bod
D takovy, ze (D; A, B) = |A|l. Nad pramérem C'D potom sestrojime Apolloniovu
kruznici, ktera je kruznici hledané kruhové inverze. Na Obrazku 3.3 vpravo je
situace nakreslena pro A = —1/2. V tomto piipadé je A stied usecky BD i usecky
SC, navic |[SB| = 2|SC| a dostaneme |SA| - |SB| = 1|SC|-2|SC| = |SCP, tj.
Apolloniova kruznice ¢ je kruznice inverze, ktera zobrazuje body A, B na sebe a
bod C' je samodruzny.

3.15. Je dana kruznice k(.S, r) a piimka p. Urcete kruznice inverzi, které zobrazuji
p na k. Ulohu feste pro vSechny mozné polohy p a k.

Rozbor reseni: Stfed kruznice inverze lezi na kolmici [ spusténé z bodu S na
primku p a musi lezet na kruznici k. Prise¢ik R = p N[ se zobrazi na jeden z
pruseciki {P, @} = kN[ a druhy je tedy stied inverze. Pro zjisténi poloméru
kruznice inverze situaci rozdélime na nésledujici moznosti:

a) p je setna k a body A, B jsou pruseciky, které jsou v hledané inverzi
samodruzné. Hledané kruznice inverze tedy jsou i1 (P, |PA|) nebo iy(Q, |QA|).

b) p je te¢na, napt. v bodé P. Potom hledana kruznice inverze je i(Q, |QP)).

¢) p kruznici k neprotina. Oznacme body P, Q) tak, ze P lezi mezi body R, Q.
Kruhova inverze, ktera ma stfed v bodé @, mé kladnou mocnost (R, P leZi na
stejné polopiimce). Polomér kruznice inverze se stfedem v bodé () potom zjistime
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z euklidovy? véty o odvésné 72 = |QR)| - |QP|. Kruhové inverze, kterda ma stied v
bodé P, ma zapornou mocnost (R, @ lezi na opacnych polopiimkach). Polomér
kruznice inverze se stfedem v bodé P potom zjistime z euklidovy véty o vysce
r? =|PR|-|PQ|.

3.16. Jsou déany kruznice ki(Sy,71) a ka(Ss,r2). Uréete kruznice inverzi, které
zobrazuji k; na ko. Ulohu feste pro viechny mozné polohy k1 a k.

Ndvod reSeni: Stied inverze musi byt ve stfedu stejnolehlosti danych kruznic.
Pro sousttedné kruznice je to tedy jejich spole¢ny stfed a polomér kruznice inverze
musi splitovat 12 = r;-r9. Z euklidovy véty o odvésné dostaneme polomér kruznice
inverze s kladnou mocnosti a z euklidovy véty o vySce polomér kruznice inverze
se zapornou mocnosti.

Pro nesoustiedné kruznice jsou stiedy inverzi na piimce 5153 a poloméry
kruznic inverzi ziskdme euklidovymi vétami z faktu, ze priseciky S1.9 a ki, ko se
zobrazuji na sebe. Kolik takovych inverzi je v zavislosti na polomérech 7y, ro?

3.17. Urcete stied kruhové inverze s kladnou mocnosti , kterd zobrazi bod A
na bod B je-li

a) k=2, A=10,1], B=0,2];

b) k=2, A=1[2,0], B=3,0];

¢) =4, A=[1,1], B = [2,2]

d) k=4, A=12,3], B=13,4]

Resent: Uloha ma vzdy dvé Teseni.
a) Sl = [0,0 s SQ = [0,3], b) Sl = [1,0], SQ = 4,0,
C) Sl = [0,0], SQ = [3,3], d) Sl = [1,2], SQ [4,5]

3.18. Urcete stied kruhové inverze se zapornou mocnosti x, kterd zobrazi bod A
na bod B je-li

a) k=—-2, A=[-1,0], B=1[2,0];
b) k=—2, A=1[0,0], B=[0,3]:
c) k=—-4, A=[0,-1], B=0,4];
d) k=—-4, A=10,0], B=[4,0].

Regend: a) Uloha méa dvé feSeni S; = [0,0], S, = [1,0]; b) Uloha mé dvé
feseni S; = [0,1], Sy = [0,2]; ¢) Uloha ma dvé feseni S; = [0,0], Sy = [0,3]; d)
Uloha m4 jedno Feseni S; = [2,0].

3.19. Urcete stiedy vSech kruhovych inverzi takovych, ze |k| = 1 a:
a) Prevadi body A = [1;0] a A’ = [3;0] na sebe.
b) Prevadi body A = [0;0] a A" = [0; 3] na sebe.

4Eukleidés téz Euklides nebo Euklid (%l asi 325 pi. n. L. — asi 260 pf. n. 1) byl fecky matematik
a geometr.
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{Ndvod Feseni: St¥ed kruhové inverze lezi na piimce AA’ a plati pro né;
|SA| - |SA’| = 1. Pro uvedena zadani:

a) S =[2+v2;0] a Sy =[2—+/2;0] pro x =1, S3 = [2;0] pro k = —1;
b) S; = [0;%] a Sy = [O;%ﬁ] pro k = 1, Sy = [0;3Y5] a 5y =

2
[0; 3_2\/5] pro k = —1. }

3.20. Urc¢ete mocnost a stied kruhové inverze takové, ze bod A se zobrazi na bod
B a bod C' je samodruzny:

a) A=[1;0], B=1[4;0], C =[2;0].

b) A=1[1;0], B=[4;0], C = [0;2].

c) A=1[1;0], B=1[4;0], C =10;3].

d) A=1[1;0], B=1[4;0], C =[-2;-3].
e) A=10;0], B=[2;1], C =[1;0].

f) A=1[0;0], B=[1;2], C = [0;1].

g) A=[21], B=[42], C=[3—1].
h) A=1[2;3], B = [3;6], C = [52]

{Ndvod tesent. Hledana kruhové inverze ma kladnou mocnost. Pokud
jsou body A, B, C kolinearni, lezi stfed kruZnice inverze na piimce AB
a plati |[SA| - |SB| = |SC|? = k. Pokud nejsou body A, B, C kolinearnf,
je kruznice k urc¢ena body A, B,(C samodruzna. Stfed inverze urcéime
budto jako prisecik piimky AB a tefny kruznice k v bodé C' nebo na
pifmce AB z rovnosti |SA| - |SB| = |SC|? = k. Pro uvedena zadan:

a) k=4,5=1[0;0];b) k =4, S=[0;0]; ¢c) k =10, S = [-1;0];

d) k=10, S =[-1;0];e) k =10, S = [-2; —1}; ) k =10, S = [-1;-2];
g) k=10, S =[0;0]; h) k =20, S = [1;0]. }

3.21. Urcete stied a koeficient kruhové inverze s kladnou mocnosti, ve které jsou
body [2,0] a [-2, 0] samodruzné a bod [0, 0] se zobrazi na bod [0, —2].

Reseni: k=8, S = [0,2].

3.22. Urcete stred a koeficient kruhové inverze s kladnou mocnosti, ve které se
bod A = [0, 1] zobrazi na bod B = [0, 9] a déale bod C' = [2, 0] se zobrazi do bodu
na ose .

Resent: Stied hledané inverze musi lezet na ose y. Bod C € z je budto sa-
modruzny nebo se zobrazi na jiny bod na ose x. V prvnim pfipadé ma stied
inverze soufadnice S; = [0, s],s # 0. Z podminky, Ze bod C' je samodruzny do-
staneme podminku |S;A| - |S1B| = |S1C]* a odtud s = 1/2. Potom S; = [0,1/2]
a k1 = 4,25. Ve druhém piipadé musi byt stfedem inverze bod Sy = [0,0] a z
podminky |SA|-|SB| = k2 dostaneme kg = 9. Bod C' se potom zobrazi na bod
9/2,0].
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3.23. V kruhové inverzi s kladnou mocnosti 1 a stfedem inverze v poc¢atku urcete
rovnice obrazi:

a) bodt A= [~1;0], B = [1;:~2 a C = [&; 1]

b) primky p = y = 2z;

¢) pfimky ¢ =y — 1 = 0;

d) kruznice k; = 2? + y* + 8z — 6y = 0;

e) kruznice ky = 2° +y? — 20 — 2y — 7= 0.

{ Rovnice kruhové inverze je ' = ﬁ, Y

a) A' = [-1;0], B' = [};32], ¢ = [1;1];

Y .
- 12+y27
505
b) p' = p, tj. p je samodruzna;
c) ¢ =2*+y* —y =0, tj. kruznice prochézejici poc¢atkem:;
d) K} =8z — 6y + 1 = 0, tj. pfimka neprochazejici pocatkem;
e) ke = 2 +y? + 2z + 2y — 2 = 0, tj. kruZnice se stfedem [—1; —1] a
polomérem 2. }

3.24. & Jsou dany dvé nesoustiedné neprotinajici se kruznice k1 (S1,71) a ka(Sa, 79).
Naleznéte kruhovou inverzi, ktera zobrazi dané kruznice na soustiedné kruznice.

k,

Obrazek 3.4: K Uloze 3.24

Ndvod teseni: Kruhova inverze zobrazuje dualni svazky kruhovych kiivek na
duélni svazky. Svazek protinajicich se kruhovych kiivek se volbou stfedu inverze
do jednoho spolecného bodu vsech kiivek svazku zobrazi do svazku ruznobéz-
nych primek. Dudlni svazek neprotinajicich se kruhovych ktivek se tedy zobrazi
do svazku soustfednych kruznic. Stfed inverze tedy volime do nulové kruhové
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krivky daného svazku. Nulové body nalezneme jako spolecné body dvou nenulo-
vych kiivek dualniho svazku. Jedna z kruhovych kiivek dualniho svazku je primka
515, druhé je jakakoliv kruznice, ktera méa stied na chordale kruznic kq(S7,7r1)
a ko(S2,72) a kolmo je protina.

Regent je zobrazeno na Obrazku 3.4, kde jsou nulové body svazku neproti-
najicich se kruznic, ktery je uréen kruznicemi ki(S1,7r1) a ko(Sz,72), oznaceny
jako Op a O,. Tyto body jsou sestrojeny jako pruseciky dvou kruhovych kiivek
l1 = 515 a ly v dudlnim svazku (na obrézku nakresleny modie - Iy ma stied v
pruseciku centraly a chordaly prvniho svazku). St¥ed kruznice inverze i je nulovy
bod O; a polomér kruznice inverze (na obrazku nakreslena ¢ervené) je volen tak,
aby prochazela druhym nulovym bodem O,. V této kruhové inverzi se zobrazi k
a ko do soustfednych kruznic &} a k) (na obrazku nakresleny zelené) se spole¢nym
stredem O,.

4 Ulohy reSené konstrukcéné s vyuzitim geometric-
kych zobrazeni

4.1. V roviné je dana piimka p, trojuhelnik ABC a bod A" & p. Sestrojte troju-
helnik A’B’C’, ktery je obrazem trojihelnika ABC' v osové afinité s osou p, ktera
pievadi A na A’. Sestrojte obrazy bodu A, B, C také v pripadés, ze A’ € p.

4.2. V roviné je dan ¢tverec ABCD. Sestrojte obraz ¢tverce:

a) V osové afinité s osou o = AB, ktera zobrazuje bod D na stied ¢tverce.
Urcete charakteristiku této afinity.

b) V osové afinité s osou o = BC, ktera zobrazuje bod A na bod D. Urcete
charakteristiku této afinity.

c¢) V zobrazeni, ve kterém jsou body A, B samodruzné a bod D se zobrazi na
bod B. O jaké zobrazeni se jedna?

4.3. V roviné jsou dany dva trojihelniky ABC a A’B'C’. RozloZte afinitu, ktera
prevadi trojuhelnik ABC na trojuhelnik A’B’C’, na osové afinity.

4.4. V roviné jsou dany dva shodné trojihelniky ABC a A’B’C’. Rozlozte shod-
nost, kterd prevadi trojuhelnik ABC na trojihelnik A’B’C’, na osové symetrie.

Rozbor reseni: Uvédomme se, ze v pripadé primo shodnych trojihelniki jsou v
rozkladu pravé dvé osové symetrie. Pro rovnobézné osy symetrie je dana shodnost
posunuti a pro riznobézné osy symetrie je dana shodnost otoceni kolem pruseciki
os. Rozklad pritom neni jednoznaény, zalezi ale jen na potadi, v jakém prevadime
dané body na sebe. V prvnim pfipadé (posunuti) jsou osy vzdy rovnobézné a maji
stejnou vzdalenost. Ve druhém pripadé se vzdy osy protinaji ve stfedu otoceni a
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odchylka os je stejna. Na Obrazku 4.5 a) je nejdiive zobrazen bod A na A’. V
této symetrii se zobrazi AABC na AA'B,C, (nakreslen zeleng). Osova symetrie
prevadéjici By na B’ uz pievede i C1 na C'. AA’B'C’ je zobrazen Cervené.

V piipadé nepiimo shodnych trojuhelniki je v rozkladu budto jedna osova
symetrie nebo 3 osové symetrie. V Obrazku 4.5 b) je nejdfive zobrazen bod A
na A’. V této symetrii se zobrazi AABC na AA'B,C) (nakreslen zelené). Osova
symetrie prevadéjici Cy na C” zobrazi By na By (AA'ByC’ je zobrazen modie).
Kone¢né osova symetrie prevadéjici B, na B’ zobrazi AA'BoC’ na AA'B'C’| ktery
je zobrazen Cervené.
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Obrazek 4.5: K Uloze 4.4

4.5. Jsou dany dvé ruzné piimky p, ¢ a bod S. Sestrojte ¢tverec ABCD se
stfedem S takovy, Ze A € p a B € q. Provedte diskusi na pocet FeSeni vzhledem
k poloze primek p, q.

Ndvod FeSent iloh 4.5 — 4.7: Otoceni o thel 7/2 kolem bodu S pfevede vrchol
A na vrchol B.

4.6. Je dana piimka p, kruznice k a bod S. Sestrojte ¢tverec ABCD se stiedem
S takovy, ze A € p a B € k. Provedte diskusi na pocet feSeni vzhledem k poloze

p, k.

4.7. Jsou dany dvé riazné kruznice ki, ko a bod S. Sestrojte ¢tverec ABCD se
stfedem S takovy, 7ze A € k1 a B € ky. Proved'te diskusi na pocet feSeni vzhledem
k poloze kruznic ki, ko.

4.8. Ulohy 4.4 — 4.6 feste pro bod C misto bodu B.
Navod Teseni: Stiedova symetrie se stfedem S pirevede vrchol A na vrchol C.

4.9. Jsou dany dveé ruzné piimky p, ¢ a bod A. Sestrojte rovnostranny trojiuhelnik
ABC takovy, ze B € p a C € q. Provedte diskusi na pocet feSeni vzhledem k
poloze piimek p, ¢q. Ulohu feste také pro zadanou pi¥imku a kruznici nebo dvé
kruznice.
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Ndvod teseni: Otoceni o uhel 7/3 kolem bodu A prevede vrchol B na vrchol

C.

4.10. Jsou dany dvé razné piimky p, ¢ a bod T'. Sestrojte rovnostranny troja-
helnik ABC' s tézistém v bodé T takovy, ze A € p a B € ¢. Provedte diskusi
na pocet feseni vzhledem k poloze piimek p, g. Ulohu feste také pro zadanou
primku a kruznici nebo dvé kruznice.

Ndvod teseni: Otoceni o tthel 2?” kolem bodu T prevede vrchol A na vrchol B.

4.11. Jsou dany dvé ruzné piimky p, g a bod A. Sestrojte ¢tverec ABC'D takovy,
7e B € paC € q. Provedte diskusi na pocet feSeni vzhledem k poloze piimek
p, q. Ulohu feste také pro zadanou piimku a kruznici nebo dvé kruznice.

Ndvod FeSeni: Pouzijeme spiralni podobnost sloZenou z otoceni o uhel /4
kolem bodu A a stejnolehlost se stfedem A a koeficientem /2, ktera prevede
vrchol B na vrchol C.

4.12. Jsou dany dvé ruzné primky p, ¢ a bod A. Sestrojte pravidelny 5-tthelnik
ABCDE takovy, ze B € p a

a) C € g;

b) D € q.

Provedte diskusi na pocet feSeni vzhledem k poloze piimek p, ¢. Ulohu Feste
také pro zadanou primku a kruznici nebo dvé kruznice.

Ndvod Teseni: Pouzijeme spiralni podobnost s(A;«, k), kde a a k uréime z
vlastnosti pravidelného 5-tihelnika.

4.13. Jsou dény dvé ruzné piimky p, ¢ a bod A. Sestrojte pravidelny 6-tthelnik
ABCDEF takovy, ze B € p a

a) C € g

b) D € g;

c) EFeq.

Proved'te diskusi na pocet feseni vzhledem k poloze pifmek p, ¢. Ulohu feste
také pro zadanou primku a kruznici nebo dvé kruznice.

Ndvod FeSeni: PouZijeme spiralni podobnost s(A;«, k), kde a a k uréime z
vlastnosti pravidelného 6-thelnika.

4.14. Je dana kruznice k a jeji vnéjsi bod P. Sestrojte te¢ny vedené z bodu P ke
kruznici k.

4.15. Je dana kruznice k(S,r) a jeji vnéjsi bod P. Bodem P sestrojte piimky,
které protinaji kruznici k s odchylkou o = 7 /4. Tato tloha je Tesitelna i pro
nékteré vnitini body k, urcete pro které.
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A

Obréazek 4.6: K Uloze 4.13

Rozbor teseni: V libovolném bodé T kruznice k(.S, r) sestrojime piimku, ktera
s tetnou v tomto bodé svira odchylku 7/4. Tuto pfimku oto¢ime kolem stiedu S
tak, aby oto¢ena primka prochézela bodem P, viz Obrazek 4.6.

Nalezené piimky se dotykaji kruznice k' soustfedné s k a polomérem r’ =
r cos(a). Uloha je fesitelnd pro viechny body lezici na k' (jedno feseni) a jeji
vnéjsi body (dvé reseni).

4.16. Je dana kruznice k(S,r) a bod P # S. Sestrojte kruznice prochazejici
bodem P, které protinaji kruznici k s odchylkou oo = 7 /4 a jejichz stiedy lezi na
piimce PS.

e P

Obrazek 4.7: K Uloze 4.14

Ndvod FeSeni: Kruhova inverze se stfedem v bodé P (na Obrazku 4.7 je na-
kreslena kruznice inverze zelené a jeji polomér je volen tak, aby byla kruznice k
samodruznd) zobrazi hledané kruznice na piimky, které jsou kolmé na piimku PS
a protinaji k' s odchylkou 7/4, tj. dotykaji se kruznice k" soustfedné s k" sestro-
jené jako v Uloze 4.13. Obrazy téchto p¥imek jsou fesenim dané ulohy (zakresleny
cervend).
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4.17. Je dana kruznice k(S,7) a bod P # S. Sestrojte kruznice se stfedem v
bodé P, které protinaji kruznici k s odchylkou oo = 7 /4.

Ndvod teseni: Te¢ny ve spole¢ném bodé T' dané a hledané kruznice maji od-
chylku . Potom tihel £ ST P mé velikost & nebo m — «v (rozmyslete si, ve kterych
pripadech tyto moZnosti nastavaji). Bod T' tedy lezi na kruZnici pro obvodovy
tthel (ekvigonéle) pro tthel a nebo m — « sestrojené nad useckou PS.

4.18. Jsou dany dvé nesoustiedné kruznice k; a ky. Sestrojte jejich spoleéné tecny.
Provedte diskusi na pocet FeSeni vzhledem k poloze kruznic k; a ko.

4.19. Jsou dany dvé ruznobézné piimky p, q, jejichz prusecik V' je nedostupny
(mimo papir). Dale je dan bod A, ktery nelezi na danych pfimkéach. Sestrojte
primku m = AV.

a) Ulohu feste pomoci tuzky, pravitka a pravotihlého trojuhelnika.

b) Ulohu feste pomoci tuzky, pravitka a kruzitka.

Rozbor feseni: a) Ve stejnolehlosti se stfedem v bodé V' a libovolnym koefici-
entem se bod A zobrazi do bodu A’. Pfimka m = AA’. Bod A’ nalezneme tak, Ze
sestrojime libovolny trojuhelnik ABC', B € p, C € q. Potom sestrojime trojthel-
nik A'B'C" takovy, ze B' € p, C" € ¢ a B'C" || BC, AB || AB’, AC || A'C" (viz
Obrazek 4.8 a)).

Obréazek 4.8: K Uloze 4.17

b) V pripadé, Zze mame k dispozici tuzku, pravitko a kruzitko, je vyhodnéjsi
vyuzit kruhové inverze se stfedem v bodé A. V této inverzi se pifimky p, ¢ zobrazi
na kruznice p’, ¢, které se protinaji v bodech A a V', ktery je obrazem bodu V.
Piimka AV’ je v kruhové inverzi samodruzna a prochazi bodem V. V Obrazku
4.8 b) je polomér kruznice inverze volen tak, aby protinala ptimky p, ¢, obrazy p’
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(¢') jsou potom kruznice uréené bodem A a pruseciky kruznice inverze s piimkou
p (q), ktera se snadno sestroji pomoci kruzitka a pravitka.

4.20. Je dana kruznice k(S,3cm) a bod P takovy, ze |SP| = 6ecm. Sestrojte
kruznici [(O,5cm) takovou, ze P € | a kN1 jsou diametralné polozené body
A, B.

Ndvod Teseni: 1. metoda: Trojuhelnitk ABO je rovnoramenny, tj. trojihelnik
ASO je pravouhly a mizeme urcit | SO |= 4cem.

II. metoda: Zvolime libovolné diametralné polozené body A’, B’ € k a nad
tétivou A’, B’ sestrojime kruznici o poloméru 5cm. Tuto kruZnici oto¢ime kolem
stfedu S tak, aby prochézela bodem P.

ITI. metoda: V kruhové inverzi se zapornou mocnosti s kruznici inverze k je
hledané kruznice samodruzna. V této inverzi sestrojime obraz P’ bodu P a nad
tétivou PP’ kruznici o poloméru 5cm.

4.21. Jsou dany dvé rtzné kruznice ki(Sy,71), ko(S2,72) a bod A, A & k;. Se-
strojte nenulovou kruhovou kiivku, ktera prochézi bodem A a kolmo protind obé
kruznice ki, ks, tj. patii do duélniho svazku kruhovych kiivek urcenych kruzni-
cemi k1, ko. Ulohu Feste pro viechny polohy kruznic.

Rozbor reseni: Ulohu rozdélime podle vzajemné polohy kruznic ki, ko

1. ki, ko jsou soustfedné. Hledané kruhova kiivka je pifimka AS, kde S je
spolecny stied ky, ko.

2. Viz Obrézek 4.9 a). Kruznice k;, ks se dotykaji v bodé T', potom spole¢na
tecna t v bodé T' je chordala svazku kruhovych kiivek urceny kruznicemi ky, ko.
Na nf lezi stfed hledané kruznice [. Tento stied také lezi na tecné v bodé A kruz-
nice v daném svazku (nakreslena modie), ktera prochazi bodem A. Tato kruznice
ma stfed na centrale S;.Sy prvniho svazku a ose o tsecky AT. Poznamenejme, Ze
pokud A € 5155 je hledana kruhové krivka centrala ¢ = S1.5;. Pokud A € ch, je
hledané kruznice sestrojena nad primérem AT

Obrazek 4.9: K Uloze 4.19
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3. Viz Obréazek 4.9 b). Kruznice k;, ks se protinaji ve dvou bodech Oy, Os.
Primka O;0, je chordala ch daného svazku kruhovych kfivek a stfed hledané
kruznice [ na ni lezi. Déale lezi na tecné t v bodé A kruznice v daném svazku, ktera
prochéazi bodem A. Tato kruznice je ur¢ena body A, O; a O,. Poznamenejme,
7ze pokud A € 515, je hledana kruhova kiivka centrila ¢ = S1.5,. Pokud A €
ch = 0105 musime na piimce 010, najit druhy prusec¢ik B hledané kruZnice s
primkou O;0,. Oznacime-li O prusecik centraly a chordaly daného svazku, plati
| OO, |>=| OA | - | OB | a z euklidovy véty o odvésné sestrojime bod B.

Obrazek 4.10: K Uloze 4.19

4. Viz Obrazek 4.10. Kruznice k;, ks se realné neprotinaji a nejsou soustiedné.
Opét, pokud A € 5155, je hledand kruhova kiivka centrala S;S3. V ostatnich
pripadech vyuzijeme kruhové inverze. Hledana kruznice [ je samodruzna v kruhové
inverzi s kladnou mocnosti a kruznici inverze k;, i = 1, 2. Sestrojime body Ay, As,
které jsou obrazy bodu A v téchto inverzich, a hledana kruznice je dana body
A, A; a A,. Poznamenejme, Ze metoda pouzita v tomto pripadé je pouzitelné i
ve vSech predchozich piipadech.

4.22. Jsou dany dvé rtzné kruznice ki(Si,71), ko(S2,72) a bod A, A & k;. Se-
strojte nenulovou kruhovou kfivku, ktera prochézi bodem A a patii do svazku
kruhovych kiivek uréenych kruznicemi kq, k.. Ulohu feste pro vsechny polohy
kruznic.
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Obrazek 4.11: K Uloze 4.20

Rozbor teseni: V pripadé, ze kruznice ki a ks jsou soustfedné, protinaji se ve
dvou bodech nebo se dotykaji, je iloha jednoducha. Na Obrazku 4.11 je situace
pro dotykajici se a protinajici se kruznice. Rozebereme si ji podrobnéji pro pripad
nesoustrednych kruznic bez spole¢nych bodu, viz Obréazek 4.12. Bodem A sestro-
jime kruznici duélniho svazku (nakreslena modie), ktera kolmo protina kruznice
ki a ky, viz Uloha 4.19. St¥ed hledané kruznice [ (nakreslena ervené) je potom
prisecik centrily ¢ = 519 a teny ¢t pomocné kruznice v bodé A. Pokud je tato
tecna s piimkou S1.5; rovnobézna, je hledana kruhova krivka chordala k; a ks.

Obréazek 4.12: K Uloze 4.20

5 Apolloniovy dlohy

Pripomenme, Ze Apolloniovy tlohy se daji formulovat jedinou formulaci: "Jsou
dény tii rizné kruhové kiivky. Naleznéte nenulovou kruhovou krivku, ktera se
vSech tfi danych kiivek dotyké. Jako dotyk nulové a nenulové kiivky pritom ro-
zumime to, Ze nulova kiivka na nenulové lezi". Specialni situace Apolloniovych
iloh jsou takzvané Pappovy tulohy, kdy je dana pravé jedna nulova kiivka, ktera
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lezi na jedné ze zbyvajicich dvou nenulovych kiivek a je bodem dotyku s hleda-
nymi nenulovymi kfivkami.

Apolloniovy tlohy je mozno tesit celou fadou metod. U nékterych uloh, nebo
ve specialnich polohach, si vysta¢ime pouze se znalosti stfedoskolské geometrie.
V nékterych piipadech se da pouzit mocnost bodu ke kruznici. Velice efektivni
metoda je u vétsiny Apolloniovych tloh vyuziti kruhové inverze. V textu uvadime
predevsim metody zalozené na uziti geometrickych zobrazeni - otédceni, posunuti,
stejnolehlost a kruhova inverze. Pro srovnani uvadime u nékterych tloh vice me-
tod TeSeni, napf. i pouziti mocnosti bodu ke kruznici.

V Apolloniovych tlohéch se predpoklada dotyk danych a hledanych nenulo-
vych kruhovych kiivek. Jako zobecnéné Apolloniovy tulohy nazyvame tlohy, kdy
hledané nenulové kruhové krivky protinaji dané nenulové kruhové kiivky pod
danou odchylkou. Takto zobecnit se nedd Apolloniova tloha BBB, mame tedy
celkem 9 zobecnénych Apolloniovych tloh.

5.1. (Pappovy tlohy) Jsou dany dvé nenulové kruhové kiivky (pfimky nebo kruz-
nice) a na prvni z nich bod T'. Sestrojte nenulovou kruhovou kiivku, kteréa se
dotyké danych kiivek a pfitom prvni z nich v bodé T

Rozbor teseni: a) Obé dané kruhové kiivky jsou piimky p, ¢. Potom hledané
kruhové kiivky jsou kruznice, jejichz stiedy lezi na ose p, ¢ a na kolmici k k
pfimce p v bodé T. Na Obrazku 5.13 a) je situace zakreslena pro ruznobézné
primky. Jaka situace nastane pro piimky rovnobézné?

b)

Obrazek 5.13: K Uloze 5.1

b) Prvni kruhova kiivka je ptimka p s bodem dotyku 7" a druhé je kruznice
k(S,r). Bod dotyku hledané kruznice a kruznice k je stfedem stejnolehlosti téchto
kruznic. V této stejnolehlosti se pfimka p zobrazi na tenu p’ s bodem dotyku
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T'. Hledany stfed stejnolehlosti je potom prusec¢ik piimky 77" a kruZznice k.
Na Obréazku 5.13 b) je situace zakreslena pro obecnou polohu. Provedte diskusi
vzhledem ke vSsem poloham pirimky p a kruznice k.

c¢) Prvni kruhova kifivka je kruznice k s bodem dotyku 7" a druhé je piimka
p. Kruznici k£ nahradime tec¢nou ke kruznici £ s bodem dotyku 7" a tlohu tak
prevedeme na piipad a).

d) Obé dané kruhové kiivky jsou kruznice. Prvni nahradime te¢nou v bodé
dotyku T a tlohu tak prevedeme na piipad b).

5.2. (Apolloniova tloha BBB = ABC) Jsou dany tii rizné body A, B a C.
Sestrojte nenulové kruhové kiivky, které prochézeji vemi tfemi body.

5.3. (Apolloniova uloha BBB pro dva nedostupné body) V omezené nakresné
sestrojte kruznici k prochazejici nepfistupnymi body A = x Ny, B =uNwv a
pristupnym bodem C' (z,y, u, v jsou dané p¥istupné piimky).

Reseni: (Viz Obrazek 5.14, zadani nakresleno modie) Kruhova inverze se stie-
dem v bodé C (kruznice inverze i zakreslena Gervené) zobrazi pfimky x, y, u, v
na kruznice 2/, 3/, v/, v' (nakresleny zelené), které se vSechny protinaji v bodé C.
Druhy prusecik kruznic 2’ a v’ je bod A’, druhy prusecik kruznic u’ a v" je bod
B’. Hledana kruZznice se zobrazi na pfimku k' = A’B’ (nakreslena fialové), jejiz
obraz v dané inverzi je hledana kruznice k (nakreslena fialové).

Obréazek 5.14: K Uloze 5.3

5.4. V omezené nakresné je dana piimka ¢ a na ni piistupny bod 7. Déle je dan
nepristupny bod M = p N q; p,q jsou ruznobézné primky. Sestrojte kruznici k,
ktera prochazi bodem M a primky ¢ se dotyka v bodé T

Reseni: (Viz Obrazek 5.15) Kruhové inverze se stfedem v bodé 7' necha pFimku
t samodruznou a piimky p a ¢ zobrazi na kruznice p’ a ¢', které se protinaji v bodé
T a dalsim bodé K. Hledana kruZnice se zobrazi do piimky &’ prochéazejici bodem
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K rovnobézné s pfimkou t. Obraz k této piimky ve zvolené kruhové inverzi je
feSeni tlohy. V Obrazku 5.15 je zadéni nakresleno modrte, kruznice inverze ¢erné,
kruznice p’ a ¢’ zelené, piimka k' a jeji obraz k (FeSeni) Cervené.

Obréazek 5.15: K Uloze 5.4

5.5. (Apolloniova uloha BBP = ABp) Je dana piimka p a body A, B & p.
Sestrojte nenulové kruhové kiivky, které se dotykaji p a prochazi body A, B.
Provedte diskusi na pocet feSeni vzhledem k poloze zadanych utvari.

Rozbor teseni: Viz Obréazek 5.16 pro A, B lezici ve stejné poloroviné urcené
primkou p.

Obréazek 5.16: K Uloze 5.5

I. metoda - uziti mocnosti bodu ke kruznici: Oznac¢me jako P prusecik piimek
p a AB. Potom mocnost bodu P vzhledem k hledanym kruznicim je |PA|- |PB].
To znamena, ze vzdalenost bodu dotyku T primky p a hledané kruznice od bodu
P spliwje |PT|* = |PA| - |PB| a ur¢ime ji pomoci euklidovy véty o odvésné.

IT. metoda - uziti stejnolehlosti: Stredy vSech kruznic, které obsahuji body A a
B, lezi na ose o tsecky AB. Sestrojime libovolnou pomocnou kruznici (nakreslena
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modre), jejiz stfed lezi na o a dotyka se p. Stejnolehlosti se stiedem v bodé
V' = oNp tuto kruznici zobrazime tak, aby obraz prochéazel body A a B.
Jak ulohu vyfesite, pokud piimka AB je rovnobé&zna (kolmé) s piimkou p?

5.6. (Apolloniova uloha BPP = Apq) Jsou dany dvé piimky p, g a bod A € p, q.
Sestrojte kruZnice, které se dotykaji p, ¢ a prochazi bodem A. Provedte diskusi
na pocet feseni vzhledem k poloze zadanych utvari.

Obréazek 5.17: K Uloze 5.6

Rozbor teseni: V pripadé ruznobéznych piimek a A € p, ¢ sestrojime libovol-
nou kruznici, ktera se dotyka primek p, ¢ (jeji stfed lezi na ose tihlu, obsahujiciho
bod A, na Obrazku 5.17 nakreslena modie). Stejnolehlosti se stfedem v bodé
V' = pNq zobrazime tuto kruznici na kruznice prochazejici bodem A (nakresleny
cerveng).

Vyteste tlohu i pro rovnobézné primky.

5.7. (Apolloniova uloha PPP = pqr) Jsou dany tii rizné piimky p, ¢ a r. Se-
strojte kruznice, které se dotykaji v8ech t¥i primek. Provedte diskusi na pocet
feSeni vzhledem k poloze zadanych atvart.

Ndvod teseni: Stredy kruznic, které se dotykaji dvou piimek, lezi na ose thlu
pro ruznobézné piimky a ose rovnobéznych primek.

Poznamenejme, 7Ze pro tfi rovnobézné primky neexistuje kruznice, kteréd spl-
nuje zadani, ale existuje nekoneéné mnoho nenulovych kruhovych kiivek spliuji-
cich zadani. Jsou to vSechny rovnobézky s danymi pfimkami.

5.8. (Apolloniova uloha PPK = pqk) Jsou dany dvé raznobézné piimky p, ¢ a
kruznice k(S,7). Sestrojte kruznice, které se dotykaji p, ¢ i k. Provedte diskusi
na pocet feseni vzhledem k poloze zadanych ttvari.
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Obréazek 5.18: K Uloze 5.8

Rozbor reseni: Bod dotyku hledané kruznice a kruznice £ je stfedem stejnoleh-
losti téchto kruznic. PFimky p, ¢ se v této stejnolehlosti zobrazi na teény p’, ¢ ke
kruznici k rovnobézné s primkami p, q. Rozbor provedeme pro riiznobézné primky
p, q. Ozna¢me V prisecik primek p, ¢, potom prusecik piimek p/, ¢’ oznac¢ime
V', Prusecik pfimky V'V’ a kruZnice k je potom bod dotyku s hledanou kruZnici.
Stred této kruznice je potom prusecik osy tthlu primek p, ¢ a spojnice stfedu S s
bodem dotyku. Na Obréazku 5.18 je nakreslena jen jedna z moznych poloh piimek
P, ¢. Provedte diskusi na pocet FeSeni pro vSechny mozné polohy p, ¢ a k.

5.9. Udélat Appoloniovu ulohu PPK pro rovnobézné primky.

5.10. (Apolloniova uloha BBK = ABk) Je dana kruznice k(S,r) a dva body
A, B ¢ k. Sestrojte nenulovou kruhovou kfivku, ktera prochézi body A, B a
dotyka se k.

Obrazek 5.19: K Uloze 5.10
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Ndvod 1eseni: Pro body A, B lezici ve vnéjsi oblasti k.

I. metoda - uziti mocnosti bodu vzhledem ke kruznici: Viz Obrézek 5.19 vlevo.
Sestrojme libovolnou kruznici k' prochézejici body AB a protinajici kruznici k v
bodech P, ). Prusec¢ik R primek AB a P(Q je chordicky stfed hledané kruznice
a kruznic k, k’. Pro bod dotyku T hledané kruznice a kruznice k plati |RT|> =
|RP|-|RQ)|. Z euklidovy véty o odvésné uré¢ime |RT'| a body 7;. Hledané kruznice
jsou urceny body A, B a T;.

IT. metoda - uziti kruhové inverze: Viz Obréazek 5.19 vpravo. Volba kruhové
inverze se stfedem napiiklad v bodé A prevede tulohu ABE na nalezeni tecen
kruznice k' prochézejici bodem B’. KruZnice inverze je zakreslena zelené a polomér
inverze je volen tak, aby byla kruznice k£ samodruzna. Obrazy tecen t; vedenych
z bodu B’ v této inverzi jsou kruznice l; (nakresleny Cervené), které jsou feseni
dané tulohy.

5.11. (Apolloniova uloha BPK = Apk a BKK = Akiky) Je dana kruznice
k(S,r), pfimka p a bod A ¢ k,p. Sestrojte nenulovou kruhovou kiivku, ktera

prochézi bodem A a dotyka se k; a p. Ulohu feste i pro dvé kruznice ki, ko a bod
A.

Ndvod feSeni: Pokud maji pfimka p a kruznice k (pfipadné dvé kruznice
ki, ks) spoleény bod, prevede kruhova inverze se stfedem v tomto spole¢ném
bodé na Apolloniovu tlohu BPP = A'p'k’ (piipadné BPP = A'k|k}), viz Uloha
5.6.

Obrazek 5.20: K Uloze 5.11

Pokud piimka p a kruznice k (pfipadné dvé kruznice ki, ko) nemaji spolecné
body, volime kruhovou inverzi se stfedem v bodé A, kteréa prevede ulohu Akp (pri-
padné Akiky) na nalezeni spoleénych tecen dvou kruznic £/, p' (pfipadné k|, k).
Na Obrazku 5.21 b) je zakresleno jedno FeSeni pro soustfedné kruznice ki a k.
Pro nesoustiedné kruznice se tloha tesi stejné, viz Obrazek 5.20, kde je polomér
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kruznice inverze (nakreslena zelené) volen tak, aby byla kruznice k; samodruzna.
Cervené je zakresleno jen jedno feseni tlohy.

5.12. (Apolloniova tloha BK K = Ak;ky pro soustiedné kruznice) Jsou dany dvé
soustfedné kruznice k1(S,r1), ko(S,72), 71 > 79, @ bod A, ktery lezi v mezikruzi.
Sestrojte kruznice, které prochazi bodem A a dotykaji se kruznic ki a ks.

Obrazek 5.21: K Uloze 5.12

Rozbor tesent: 1. metoda (viz Obrazek 5.21 a)): Sestrojime libovolné dvé kruz-
nice 11 (01, B5%2) a 15(0q, BE2), které se dotykaji kruznic ky a ky (na Obrazku
5.21 nakresleny zelené). Pripomenime, Ze body O; a Oy lezi na kruznicich se stie-
dem S a poloméry ™2 a M22. Kruznice l] a lj potom otocime kolem st¥edu
S tak, aby otocené kruznice (na Obrazku 5.21 a) nakresleny ¢ervené) prochazely
bodem A. Na Obrazku 5.21 a) ota¢ime o thly A;S A, kde body A; dostaneme jako
pruseciky kruznic I} a I} s kruznici m(S,|SA|) (na Obrazku 5.21 a) nakreslena
modre).

Poznamenejme, ze stfedy hledanych kruznic jsme mohli nalézt také tak, ze
lezi na kruznicich se stfedem v bodé A a polomérech %

I1. metoda (viz Obréazek 5.21 b)): Ulohu je mozno také vyfesit pomoci kruhové
inverze se stiedem v bodé A, viz navod v Uloze 5.11. V této inverzi se hledané
kruznice zobrazi na spolecné te¢ny kruznic k] a k. Na Obrazku 5.21 b) je polomér
kruznice inverze i volen tak, aby byla kruznice ky samodruzna a je zakresleno

(Cervené) jen jedno z moznych FeSeni.

5.13. (Apolloniova tloha KKK = kykoks pro protinajici se kruznice) Jsou dény
t1i kruznice ky, ko, k3, které se navzajem protinaji a vSechny prochézeji bodem
O. Sestrojte kruznici k, ktera se dotyka kruznic ky, ks, ks.
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Ndvod: Kruhova inverze se stfedem v bodé O zobrazi dané kruznice na tfi
piimky, které urcuji trojuhelnik. Obrazy kruznice vepsané a kruznic pripsanych
tomuto trojuhelniku jsou fesenim dané tulohy. Uloha mé tedy 4 feSeni.

Obrazek 5.22: K Uloze 5.13

Rozmyslete si, jak se bez pouziti kruhové inverze tloha vytesi ve specialni
situaci, kdy jsou vSechny dané kruznice shodné a jejich vrcholy jsou vrcholy rov-
nostranného trojiuhelnika, viz Obrazek 5.22 (dané kruznice jsou zakresleny modre,
feSeni Cervené).

5.14. (Apolloniova tloha K KK = kikoks pro dotykajici se kruznice) Jsou dany
tfi kruznice k1, ko, k3, z nichz se kazdé dvé zvenku dotykaji. Sestrojte kruznici k,
dotykajici se danych kruznic.

Ndvod: Kruhova inverze se stfedem v jednom z bodu dotyku, napf. kruznic
ky a ko, zobrazi tato kruznice na rovnobézné primky a treti kruznici na kruznici,
ktera se téchto pfimek dotyka. Obrazy kruznic, které se dotykaji rovnobéznych
pitmek k{, k) a kruznice kj jsou fesenim dané tlohy. Uloha ma tedy 2 feseni.

Rozmyslete si, jak se bez pouziti kruhové inverze tloha vytesi ve specialni
situaci, kdy jsou vSechny dané kruznice shodné a jejich vrcholy jsou vrcholy rov-
nostranného trojthelnika, viz Obréazek 5.23 (dané kruznice jsou zakresleny modie,
feSeni Cervené).

5.15. (Apolloniova tloha KKK = kjksks pro dvé soustfedné kruznice) Jsou
dény dvé soustifedné kruznice k1(S,71), k2(S,72), re > 71, a kruznice k3(Ss,73)
nesoustiedné s k;. Sestrojte kruznice, které se dotykaji vSech t¥i kruznic. Provedte
diskusi na pocet feSeni vzhledem k poloze kruznice k3 vuci kruznicim kq, ko.
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Obrazek 5.24: K Uloze 5.15

Rozbor reseni: Stfedy vSech kruznic, které se dotykaji kruznic k; a ky lezi na
kruznicich m4 (S, 252) (vngjsi dotyk s k) a mo(S, B572) (vnitini dotyk s k») a
maji poloméry =5 a % - v tomto poradi (na Obrazku 5.24 jsou nakresleny
modre ¢erchované). Kruznice o téchto polomérech se dotykaji kruznice ks, jestlize
maji st¥edy na kruznicich soustrednych s kruznicf k3 o polomérech |rs £ 22"2|. Na
Obréazku 5.24 jsou nakresleny jen kruznice n; a ny (na Obrazku 5.24 jsou nakres-
leny modie ¢arkované), které davaji feseni. Stfedy hledanych kruznic (nakresleny

¢ervené) jsou pruseciky kruznic m; a n;, i = 1, 2.

5.16. (Apolloniova uloha PK K = pk;ks pro soustifedné kruznice) Jsou dany dvé
soustfedné kruznice ki(S,71), ko(S,r2), 11 > 1o, a piimka p. Sestrojte kruznice,
které se dotykaji kruznic k1 (S, 1), k2(S, m2) a piimky p. Proved'te diskusi na pocet
feSeni vzhledem k poloze primky p vici kruznicim kq, ko.
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Ndvod Teseni: 1. metoda: Stfedy hledanych kruznic lezi na kruznicich m; a mo
popsanych v rozboru feseni Ulohy 5.15 a na rovnobézkéach s pfimkou p vzdalenych
od piimky p o %

IT. metoda: Pokud piimka p neprotina kruznici ki, nema tloha feSeni. Staci
tedy diskutovat ptipad, kdy p a k; maji spole¢ny bod. Volbou stfedu inverze do
spoleéného bodu primky p a kruznice k; prevedeme tlohu na ekvivalentni tlohu
nalezeni kruznice, ktera se dotyka dvou primek (rovnobéznych, je-li p tecna kq, a
riiznob&znych, je-li p se¢na k;) a kruznice, viz Uloha 5.8.

5.17. (Apolloniova tloha K K K = kikoks pro protinajici se kruznice) Jsou dany
tfi kruznice kq(S1,71), k2(S2,72) a k3(Ss,r3) takové, Ze ki a ke maji neprazdny
prinik. Sestrojte nenulové kruhové kiivky, které se dotykaji vSech t¥{ kruznic.

Navod Teseni: Volbou stfedu inverze do spoleé¢ného bodu kruznic ky a ko pre-
vedeme tlohu na Apolloniovu tlohu PPK = kjkjk}, kterou vyfesime metodou z
Ulohy 5.8 a TeSeni zobrazime na feSeni dané ulohy.

5.18. & (Apolloniova tloha KKK = kikoks pro neprotinajici se kruznice) Jsou
déany t¥i kruznice kq(S1,7r1), ka(Sa,72) a k3(Ss,r3), 11 > re > r3, takové, ze kazdé
dvé lezi ve vnéjsi oblasti tfeti. Sestrojte nenulové kruhové kiivky, které se dotykaji
v8ech tfi kruznic.

Navod reseni: 1. metoda: Inverzi popsanou v Uloze 3.24 pfevedeme tulohu
na ekvivalentni Ulohu 5.15 pro soustfedné kruznice, kterou vyfeSime a TeSeni
prevedeme kruhovou inverzi na feSeni ptivodni tlohy.

Obrazek 5.25: K Uloze 5.18

I1. metoda - metoda dilatace (viz Obréazek 5.25): Predstavme si, Ze kruznice
[ je feSenim dané tlohy. Jestlize polomér kruznice [ zvétsime (pro vnéjsi dotyk s
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k3) nebo zmensime (pro vnitini dotyk s k3), dostaneme kruznici, které prochazi
bodem S a dotyka se kruznic k| a k) soustfednych s k; a ko a polomérech r +7r3 a
r9%r3. Podle ndvodu Ulohy 5.11 vytesime tlohu Ssk/| k5 a polomér fegeni zvétsime
nebo zmensime o r3. Na Obrazku 5.25 jsou modfe zobrazeny kj(Si,r1 — r3) a
k4 (S2, 79 — 13) a jedno TeSeni I” ulohy S3k| k), které dava feseni [ tlohy kykoks.

Poznamenejme, Ze v nékterych situacich muze byt feSenim i piimka. To je
tehdy, pokud existuje spole¢na tec¢na vsech t¥i kruznic.

5.19. & (Apolloniova tloha PK K = pkiks pro neprotinajici se kruznice) Jsou
dény dvé nesoustfedné neprotinajici se kruznice k1 (S1,71), ko(Se,r2), r1 > 79, &
piimka p. Sestrojte nenulové kruhové kiivky, které se dotykaji obou kruznic a
primky p.

Navod reseni: Pokud mé pfimka p spolecny bod s nékterou z kruznic k;,
napi. ki, zvolime spole¢ny bod jako stied inverze a tlohu pkiks prevedeme na
ekvivalentni ulohu PPK = pk} k! nalezeni kruznice, ktera se dotyka dvou piimek
a kruznice, fegeni viz Uloha 5.8. V ostatnich p¥ipadech miZzeme pouzit jednu z
néasledujicich metod.

I. metoda: Inverzi popsanou v Uloze 3.24 pfevedeme tlohu pkiks na ekviva-
lentni tlohu K KK = k' kbp, viz Uloha 5.15, pro soustiedné kruznice k' k), kterou
vyTesime a feSeni prevedeme kruhovou inverzi na feSeni ptivodni tlohy.

p/YA\

Obrazek 5.26: K Uloze 5.19

II. metoda - metoda dilatace (viz Obréazek 5.26): Pfedstavme si, ze kruznice
[ je feSenim dané tlohy. Jestlize polomér kruznice [ zvétsime (pro vnéjsi dotyk s
k2) nebo zmensime (pro vnitini dotyk s ks), dostaneme kruznici, které prochazi
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bodem Sy a dotyka se kruznic k] soustfedné s k; a poloméru r; 75 a dotyka se
piimek p’ rovnobéznych s p posunutych o 75 (na obé strany od p). Vyfesime tlohu
BPK = S,p'k! a polomér feseni zvétsime nebo zmensime o ro. Uloha Sop'k] se
fesf metodou popsanou v Uloze 5.11. Na Obrazku 5.26 je modfe zobrazena jedna
z voleb pro tlohu BPK = Syp'k! a jedno jeji fegeni I’ nalezené metodou z Ulohy
5.11.

Poznamenejme, ze v nékterych situacich mize byt feSenim i primka. To je
tehdy, pokud existuje spole¢na te¢na kruznic ki(Sy,71) a ka(Sa, 79) rovnobézna s
p, protoze v Mobiové roviné se rovnobézky dotykaji v nevlastnim bodé.

5.20. & Jsou dany dvé dotykajici se kruznice kq, kg a piimka p. Sestrojte kruznici
se stfedem na primce p, kterd se dotyka kruznic ky, ko.

Obrazek 5.27: K Uloze 5.20

Reseni: V Obrazku 5.27 je zadani nakresleno modre. Hledané kruznice se bude
dotykat také obrazu ki, k) (nakresleny fialové) kruznic k; a ko v 0sové symetrii
s osou p. Volbou kruhové inverze se stfedem v bodé dotyku O danych kruznic
(kruznice inverze zakreslena Gervené) se dané kruznice k; a ko zobrazi do rovno-
bézek my a mo a kruznice k) a ki se zobrazi do dvou dotykajicich se kruznic (vse
zakresleno zelené, obrazy kruznic k] a kb nejsou oznaceny). Nalezneme kruznice,
které se dotykaji téchto dvou rovnobézek m; a ms a obrazi kruznic k] a k} (feSeni
této ulovy viz uloha XXX - udélat, kruznice zakresleny hnédé a nejsou oznaceny).
Jejich obrazy [; a [y v dané kruhové inverzi jsou feSenim dané ulohy (zakresleny

hnéde).

5.21. S aplikaci Apolloniovych tloh v praxi se muzete setkat na kruzbéach go-
tickych oken (na Obrézku 5.28 jsou dvé okna katedraly v Milané). Jeden ze za-
kladnich typtu takové kruzby je "kapicka", viz Obréazek 5.29 a). Lomeny oblouk
je dan kruhovymi oblouky k a [ se stfedy v bodech A a B. Kruhové oblouky
m, n, pa qmaji stfedy v bodech A, B a C. Rozmyslete si, jak sestrojit kruznici
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i. Na Obrazku 5.29 b) je do mensich lomenych oblouki nakreslena kruzba typu
"mnigka" a do kruznice sestrojen "trojlistek".

Obrazek 5.28: K Uloze 5.21

b)
@

Obrazek 5.29: K Uloze 5.21

5.22. Nad tseckou AB jsou dany dva kruhové oblouky ki, ko a kruznice | maxi-
malniho poloméru, kteréd se ki a ko dotyka. Sestrojte kruznici [y, které se dotyka
ky, ko a l, Iy riznou od [, ktera se dotykéa ki, ko a [y, a tak dale.

Ndvod teseni: Viz Obrazek 5.30. Kruhova inverze se stfedem v bodé A a polo-
mérem |AB| (kruZnice inverze i nakreslena zelené) zobrazi k; a ks na riznobézné
primky k] a kb, které se protinaji v bodé B, a kruznici [ na l’, ktera se dotyka k] a
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kY (zakresleny modfe). Stejnolehlosti se stfedem v bodé B sestrojime kruznice [/,
I}, ..., a jejich obrazy jsou FeSeni dané ulohy (prvni 3 kruznice zakresleny ¢ervené).

Obrazek 5.30: K Uloze 5.22

5.23. (Zobecnénéa Apolloniova tloha BBP, = ABp) Je dana piimka p a dva
rizné body A, B € p. Sestrojte nenulové kruhové kiivky, které prochazi body
A, B a protinaji pfimku p s odchylkou o = 7/4.

Obrazek 5.31: K Uloze 5.23

Ndvod teseni: Vsechny kruznice, které prochazi body A, B, maji stfed na ose
o usecky A, B. Sestrojime libovolnou kruznici &” se stfedem na o, ktera protiné p s
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odchylkou « a stejnolehlosti se stfedem v bodé V' = oNp ji zobrazime na hledanou
kruznici. Na Obrazku 5.31 je kruznice k' sestrojena tak, Ze na piimce p zvolime
libovolny bod, tim proloZime tec¢nu t kruznice k', jejiz stied je na pruseciku osy
o a kolmice k ¢ ve zvoleném bodé.

Poznamenejme, ze pokud je odchylka piimek AB a p rovna «, je jedno reSeni
piimka AB.

5.24. (Zobecnéna Apolloniova tloha BBK, = ABk) Je dana kruznice k(S,r)
a dva razné body A, B ¢ k. Sestrojte nenulové kruhové kiivky, které prochazi
body A, B a protinaji kruznici k s odchylkou oo = 7 /4.

Ndvod Fesent: Inverze se stifedem v bodé A prevede danou tlohu na nalezeni
piimek, které protinaji obraz k' kruznice k s danou odchylkou a prochazi bodem
B’. Tyto piimky nelezneme podle Ulohy 4.13 a jejich obrazy jsou FeSeni dané
ulohy.

Poznamenejme, Ze stejnou metodou muzeme Tesit i zobecnénou Apolloniovu
tlohu BBP,, které se oviem da fesit i pomoci stejnolehlosti, viz Uloha 5.23.

5.25. (Zobecnéna Apolloniova tloha BK,, K., = Akiks) Jsou dany dvé kruznice
k1(S1,71), k2(Sa,7m2) a bod A & ky, ko. Sestrojte nenulové kruhové kiivky, které
prochézi bodem A a protinaji kruznice ki a ks s odchylkou oy = 7/4 a ay = /3.

Ndvod teseni: Inverze se stiedem v bodé A prevede danou tlohu na nalezeni
primek, které protinaji obrazy kj a ki, kruznic k; a ko s danymi odchylkami. Podle
navodu Ulohy 4.13 se tyto ptimky dotykaji kruznic k” a kJ soustfednych s &} a kb,
jejichz polomér sestrojime podle Obrézku 4.6. Obrazy téchto primek jsou reseni
dané tulohy.

Poznamenejme, Ze stejnou metodou muzeme tesit i zobecnéné Apolloniovy
ulohy BP,, P,, a BP,, K,,.
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