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Předmluva

Pro matematika je reálný život jenom speciálnı́ přı́pad.

Diferenciálnı́ počet funkcı́ jedné proměnné je prvnı́ partiı́ matematické analýzy, s kte-
rou se setkávajı́ studenti bakalářské matematiky na univerzitách. Proto je tento učebnı́
text koncipován tak, aby byl srozumitelný pro široký okruh studentů přicházejı́cı́ch
ze střednı́ch škol.

Spolu se srozumitelnostı́ jsme se snažili zachovat rigoróznost celého výkladu
a výstavbu matematiky ve formě definic, matematických vět a jejich důkazů, čı́mž
se student postupně učı́ logické výstavbě a aparátu matematického textu. Pro lepšı́
pochopenı́ je zařazena velká řada obrázků, řešených přı́kladů i cvičenı́ k samostatnému
studiu.

Tato skripta jsou určena pro posluchače bakalářského studia učitelské a odborné
matematiky, fyziky, matematické ekonomie a informatiky. Svým rozsahem pokrývajı́
látku přednášenou v úvodnı́m kurzu matematické analýzy. Obsahujı́ také partie pře-
sahujı́cı́ tento kurz. Ty jsou v textu odlišeny menšı́m typem pı́sma a část z nich je
soustředěna do Dodatku. Jde o náročnějšı́ důkazy některých tvrzenı́ a o rozšı́řenı́ textu
o některé klasické věty matematické analýzy, které se v základnı́m kurzu neprobı́rajı́.
Důvodem k jejich zařazenı́ byla přı́má souvislost s probı́ranou látkou v základnı́m
kurzu a také snaha usnadnit přechod ke studiu takových oborů jako teorie metrických
prostorů a topologie, které řadu z těchto výsledků zobecňujı́. Tato část může sloužit
ke studiu matematické analýzy ve vyššı́ch ročnı́cı́ch.

Podrobný výklad diferenciálnı́ho počtu lze nalézt např. v [13, 17, 21], obtı́žnějšı́
přı́klady na limitu, spojitost a derivaci funkce např. v [20].

Chtěli bychom poděkovat recenzentu doc. RNDr. Jaromı́ru Šimšovi, CSc. za
pečlivé přečtenı́ textu a za cenné připomı́nky, které přispěly k jeho zkvalitněnı́. Dále
bychom chtěli poděkovat prof. RNDr. Vı́tězslavu Novákovi, DrSc., který nám rovněž
poskytl řadu připomı́nek. Děkujeme také Šárce Došlé za pomoc při přı́pravě skript a
Zdeničce Homolové za podklady k Historické poznámce.
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Text byl připraven sázecı́m systémem TEX ve formátu LATEX 2ε, obrázky byly
vytvořeny programem METAPOST s použitı́m balı́ku TEXovských maker mfpic.
Skriptum rovněž existuje v hypertextové podobě ve formátu PDF.

Brno, červen 2003 Autoři

iv



Obsah
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5.2 Věty o derivaci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
5.3 Derivace elementárnı́ch funkcı́ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
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D.5 Obecná Taylorova věta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188
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1

Kapitola 1

Pojem funkce

Obsahem této kapitoly je zavedenı́ pojmu funkce a popis některých nejdůležitějšı́ch
vlastnostı́ funkcı́. Správné pochopenı́ tohoto pojmu je důležité pro celý diferenciálnı́
počet funkcı́ jedné proměnné a rovněž pro navazujı́cı́ partie jako integrálnı́ počet,
obyčejné diferenciálnı́ rovnice a pod.

1.1. Základnı́ množinové pojmy

Abychom mohli v následujı́cı́m oddı́lu zavést množinu reálných čı́sel, připomeneme
si některé důležité pojmy z teorie množin.

Definice 1.1. Kartézským součinem dvou množin A a B rozumı́me množinu všech
uspořádaných dvojic (x, y), kde x ∈ A a y ∈ B jsou libovolné prvky. Značı́me
A× B. Tedy

A× B = {(x, y) : x ∈ A ∧ y ∈ B}.
Binárnı́ relacı́ rozumı́me libovolnou podmnožinu kartézského součinuA×B. V přı́-
padě, že A = B, se použı́vá název binárnı́ relace na množině A. K označenı́ relacı́
použı́váme obvykle malá pı́smena. Např.: f ⊆ A× B.

Pro nás nejdůležitějšı́ přı́pad binárnı́ relace je zaveden v následujı́cı́ definici.

Definice 1.2. Relaci f ⊆ A × B nazveme zobrazenı́m množiny A do množiny B,
jestliže platı́, že ke každému prvku x ∈ A existuje právě jeden prvek y ∈ B takový,
že (x, y) ∈ f .
Množinu A nazýváme definičnı́ obor f a značı́me D(f ). Množinu všech prvků
y ∈ B takových, že existuje x ∈ A s vlastnostı́ (x, y) ∈ f , nazýváme obor hodnot
f a značı́me H(f ).
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Je-li relace f ⊆ A × B zobrazenı́, pak skutečnost, že (x, y) ∈ f , zapisujeme
ve tvaru y = f (x). Rovněž použı́váme zápis f : A → B, což znamená, že f je
zobrazenı́ A do B. Dále x nazýváme nezávisle proměnnou a y závisle proměnnou.

Poznámka 1.3. Někdy se zobrazenı́ definuje ještě trochu obecněji. V definici 1.2 se
tehdy požaduje, aby ke každému prvku x ∈ A existoval nejvýše jeden prvek y ∈ B
takový, že (x, y) ∈ f . Některé x ∈ A tedy nemusı́ být prvnı́ složkou žádné dvojice
patřı́cı́ f . Taková relace se potom nazývá zobrazenı́ zA do B. Definičnı́ oborD(f ) se
pak definuje jako množina všech x ∈ A, k nimž existuje y ∈ B takové, že (x, y) ∈ f .
Je tedyD(f ) ⊆ A, ale může se stát, žeD(f ) �= A. V těchto skriptech nebudeme toto
zobecněnı́ použı́vat a budeme vždy předpokládat, že D(f ) = A.

Zobrazenı́ mohou mı́t různé významné vlastnosti. Rozlišujeme tyto speciálnı́ typy
zobrazenı́ f ⊆ A× B:

• injekce (prosté zobrazenı́) je takové zobrazenı́, pro které platı́:

∀x1, x2 ∈ A : x1 �= x2 ⇒ f (x1) �= f (x2).

Tedy různým hodnotám nezávislé proměnné odpovı́dajı́ různé hodnoty závisle
proměnné.

• surjekce (zobrazenı́ A na B) je takové zobrazenı́, pro které platı́, že H(f ) = B, tj.

∀y ∈ B ∃x ∈ A : y = f (x).

• bijekce (vzájemně jednoznačné zobrazenı́) je zobrazenı́, které je zároveň injektivnı́
i surjektivnı́.

Důležitou vlastnostı́ při zaváděnı́ reálných čı́sel bude jejich uspořádánı́.

Definice 1.4. Bud’Amnožina. Řekneme, že binárnı́ relace ≤ na A je uspořádánı́m,
jestliže je

1. reflexivnı́: ∀x ∈ A platı́: x ≤ x,

2. antisymetrická: ∀x, y ∈ A platı́: x ≤ y a y ≤ x ⇒ x = y,

3. tranzitivnı́: ∀x, y, z ∈ A platı́: x ≤ y a y ≤ z ⇒ x ≤ z.

Řekneme, že relace ≤ je úplné uspořádánı́, jestliže je uspořádánı́m a navı́c platı́, že
∀x, y ∈ A je x ≤ y nebo y ≤ x.
Je-li ≤ uspořádánı́ na A, pak dvojici (A,≤) nazveme uspořádanou množinou .
Je-li ≤ úplné uspořádánı́ na A, pak dvojici (A,≤) nazveme úplně (lineárně) uspo-
řádanou množinou (neboli řetězcem).
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Zápis x ≥ y považujeme za jinou formu zápisu vztahu y ≤ x. Je-li x ≤ y, ale
x �= y, pı́šeme x < y. Obdobně zavádı́me x > y. V úplně uspořádané množině A
platı́ tzv. zákon trichotomie: Pro libovolná x, y ∈ A nastane právě jedna z možnostı́
x = y, x < y, x > y. Pro B,C ⊆ A pı́šeme B < C, jestliže b < c pro libovolná
b ∈ B a c ∈ C.

Definice 1.5. Bud’A uspořádaná množina, B ⊆ A libovolná. Řekneme, že prvek
U ∈ A je hornı́ závora množiny B, jestliže

x ≤ U pro každé x ∈ B,
a řekneme, že L ∈ A je dolnı́ závora množiny B, jestliže

L ≤ x pro každé x ∈ B.
Množina B je shora (zdola) ohraničená, jestliže má alespoň jednu hornı́ (dolnı́)
závoru, a je ohraničená, jestliže je ohraničená shora i zdola.

Definice 1.6. Bud’A �= ∅ uspořádaná množina, B ⊆ A, B �= ∅, libovolná. Řek-
neme, že prvek a ∈ A je supremum množiny B, a pı́šeme a = supB, jestliže

1. x ≤ a pro každé x ∈ B,

2. je-li y ∈ A takové, že x ≤ y pro každé x ∈ B, pak je a ≤ y.

Čı́slo a je tedy nejmenšı́ hornı́ závora množiny B.
Infimum množiny se definuje analogicky jako největšı́ dolnı́ závora a značı́ se inf B.

Poznámka 1.7. Pokud existuje supremum resp. infimum dané množiny, pak je určeno
jednoznačně. To plyne přı́mo z definice a antisymetrie uspořádánı́.

1.2. Reálná čı́sla

S reálnými čı́sly se studenti intuitivně setkávajı́ již od základnı́ školy. Vědı́, že se zob-
razujı́ jako body na čı́selné ose a že každému jejı́mu bodu odpovı́dá právě jedno reálné
čı́slo. S takto nepřesně zavedeným objektem však nelze budovat základy analýzy.

Jsou dvě cesty: Bud’množinu reálných čı́sel přesně zkonstruovat, to je však dost
obtı́žné a zdlouhavé (nejprve se musı́ vybudovat přirozená čı́sla, pak celá čı́sla, potom
racionálnı́ čı́sla a z nich reálná čı́sla), nebo ji zavést axiomaticky, což je způsob, který
použijeme.
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Definice 1.8. Reálná čı́sla jsou struktura (R,+, ·,≤) tvořená množinouR se dvěma
binárnı́mi operacemi + (sčı́tánı́) a · (násobenı́) a jednou binárnı́ relacı́ ≤ (uspořádánı́),
přičemž platı́ tyto axiomy (R1) – (R13):

(I) (R1) x+(y+z) = (x+y)+z pro každé x, y, z ∈ R (asociativnı́ zákon),

(R2) x + y = y + x pro každé x, y ∈ R (komutativnı́ zákon),

(R3) ∃ prvek 0 ∈ R takový, že x + 0 = x pro každé x ∈ R
(nulový prvek),

(R4) ∀x ∈ R ∃ prvek −x ∈ R takový, že x + (−x) = 0 (opačný prvek k x).
Tedy (R,+) je abelovská grupa.

(II) (R5) x · (y · z) = (x · y) · z pro každé x, y, z ∈ R (asociativnı́ zákon),

(R6) x · y = y · x pro každé x, y ∈ R (komutativnı́ zákon),

(R7) ∃ prvek 1 ∈ R� {0} takový, že 1 · x = x pro každé x ∈ R
(jednotkový prvek).

(R8) ∀x ∈ R� {0} ∃ prvek x−1 ∈ R takový, že x · x−1 = 1
(inverznı́ prvek k x).

Tedy (R� {0}, ·) je abelovská grupa.
(III) Operace + je distributivnı́ vzhledem k operaci · , tj.

(R9) x ·(y+z) = x ·y+x ·z pro každé x, y, z ∈ R (distributivnı́ zákon).

(I), (II) a (III) znamená, že (R,+, ·) je pole.

(IV) (R,≤) je úplně uspořádaná množina, tj.

(R10) ≤ je reflexivnı́, antisymetrická, transitivnı́ a úplná relace.
(V) Operace +, · jsou slučitelné s uspořádánı́m ≤, tj.

(R11) x ≤ y implikuje x + z ≤ y + z pro každé x, y, z ∈ R,

(R12) pro každé x ≥ 0, y ≥ 0 platı́ 0 ≤ x · y.

(I) až (V) znamená, že (R,+, ·,≤) je uspořádané pole.

(VI) (R13) Každá neprázdná shora ohraničená podmnožina množiny R má supre-
mum.

Soustava axiomů, které má splňovat množina reálných čı́sel, je složitá a na prvnı́
pohled nenı́ patrné, zda je bezesporná, tedy zda taková struktura existuje. Lze ukázat,
že (pokud je bezesporná teorie množin — viz např. [1]) je možné takovou strukturu
zkonstruovat — viz např. [9, 13].

Nenı́ ani jasné, zda nemůže existovat vı́ce takových struktur. V algebře se doka-
zuje, že všechny takové struktury jsou v podstatě stejné (izomorfnı́). Přesněji, pokud
dvě struktury s nosnými množinami R1 a R2 splňujı́ axiomy definice 1.8, existuje
bijekce R1 naR2, která zachovává operace sčı́tánı́, násobenı́ a uspořádánı́ — viz např.
[4, str. 105], [15, str. 199], [16, str. 252] nebo [19, str. 37].
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Poznámka 1.9.

i) Tak jak je zvykem, mı́sto x · y pı́šeme xy. Odčı́tánı́ definujeme jako přičtenı́
opačného prvku, tj. x − y = x + (−y). Konečně dělenı́ definujeme jako vy-
násobenı́ převráceným prvkem, tj. x/y = xy−1, y �= 0. Z axiomů lze odvodit
jednoznačnost nuly a jedničky a opačných a převrácených prvků a rovněž známá
pravidla pro práci s nerovnostmi, jako např. že násobenı́ záporným čı́slem obracı́
nerovnost, že 1 > 0, že převrácený prvek ke kladnému je také kladný a pod.
Vesměs jde o zcela jednoduché důkazy — viz [17, str. 30].

ii) Reálná čı́sla jsou tvořena tzv. nosnou množinouR, která má jistou strukturu (je na
nı́ definováno sečı́tánı́, násobenı́, uspořádánı́ atd. a platı́ jisté axiomy). V dalšı́m
budeme (nepřesně, ale stručněji) celou tuto strukturu označovat symbolem R.

iii) Snadno se ověřı́, že axiom (R13) je ekvivalentnı́ s axiomem

(13)’ Každá neprázdná zdola ohraničená podmnožina množiny R má infimum.

Dalšı́ ekvivalentnı́ tvrzenı́ lze nalézt v dodatku ve větě D.14.
iv) Ukážeme, jakým způsobem jsou v R obsaženy dalšı́ známé čı́selné obory.

Množina A ⊆ R se nazývá induktivnı́, jestliže má následujı́cı́ dvě vlastnosti:

a) 1 ∈ A, tj. A obsahuje jedničku,
b) s každým x ∈ A také x + 1 ∈ A.

Např. množina R je induktivnı́. Snadno je vidět, že průnik systému induktiv-
nı́ch množin je také induktivnı́. Průnik všech induktivnı́ch podmnožin R, tj. jejı́
nejmenšı́ induktivnı́ podmnožinu, nazýváme množinou přirozených čı́sel a zna-
čı́me N. Tedy N = {1, 1 + 1, 1 + 1 + 1, . . . }. Pro každou induktivnı́ množinu
A ⊆ R tudı́ž platı́ A ⊇ N. Pokud vı́me, že také platı́ A ⊆ N, je nutně A = N. Na
tomto faktu je založen princip úplné matematické indukce.
Protože podle axiomu (R3) existuje v R prvek nula a podle (R4) existuje ke kaž-
dému prvku x ∈ R prvek −x, můžeme definovat množinu celých čı́sel vztahem
Z = N ∪ {0} ∪ {x ∈ R : −x ∈ N} = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . }.
Konečně množinu racionálnı́ch čı́sel definujeme jako všechny možné podı́ly
celých čı́sel, tj. Q = {p/q : p ∈ Z, q ∈ Z � {0}}.
Každé reálné čı́slo, které nenı́ racionálnı́, se nazývá iracionálnı́. Množinu všech
iracionálnı́ch čı́sel značı́me I, tedy I = R � Q. Později, až ukážeme existenci
odmocnin (viz lemma 1.14), uvidı́me, že I je neprázdná. Z tohoto výsledku
vyplyne, že množina Q nesplňuje axiom (R13).

vii) Pro úplnost ještě připomeňme strukturu C množiny komplexnı́ch čı́sel. Ta je
definována jako množina všech dvojic reálných čı́sel, tj. C = {(a, b) : a, b ∈ R},
na nı́ž je zavedeno sečı́tánı́ a násobenı́ obvyklým způsobem, tedy (a, b)+(c, d) =
= (a+ c, b+ d) a (a, b) · (c, d) = (ac− bd, ad + bc). Mı́sto složkového zápisu
(a, b) použı́váme častěji algebraický tvar a + ib, kde i = (0, 1). Platı́ i2 = −1.
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Přı́klad 1.10. Dokažte úplnou indukcı́ následujı́cı́ vlastnosti přirozených čı́sel:
(A) minN = 1.
(B) Pro každé n ∈ N prvek n+ 1 pokrývá n v N, tedy neexistujem ∈ N takové, že n < m <

< n+ 1.
(C) Každá neprázdná množina přirozených čı́sel má nejmenšı́ prvek (řı́káme, že N je dobře

uspořádaná).

Řešenı́. ad (A)
Označme M = {n ∈ N : n ≥ 1}. Protože M je induktivnı́ a M ⊆ N, je M = N. Tedy
minN = minM = 1.
ad (B)
Protože 1 > 0, platı́ N = Z ∩ {x ∈ R : x > 0}. Stačı́ ukázat, že pro libovolná m,n ∈ N,
m < n+ 1, je nutněm ≤ n. To totiž znamená, že mezi n a n+ 1 neležı́ žádné dalšı́ přirozené
čı́slo.

Jelikož (Z,+) je grupa, je (n + 1) − m ∈ Z a (n + 1) − m > 0, což znamená, že
(n+ 1)−m ∈ N. Podle (A) je proto (n+ 1)−m ≥ 1 a odtud m ≤ n.
ad (C)
Připust’me, že existuje množinaM ⊆ N, M �= ∅, která nemá nejmenšı́ prvek. Označme nynı́
T = {x ∈ N : x < M} ⊆ N. Podle (A) je nutně 1 ∈ T . Dále kdyby n ∈ T , nemohlo by platit
n+ 1 ∈ M — vzhledem k (B) by totiž n+ 1 byl nejmenšı́ prvekM . Tedy n+ 1 ∈ T . Zjistili
jsme, že T je induktivnı́, takže T = N, a protoM = ∅, což je spor. �

O množinách R, Q a I dokážeme tři tvrzenı́, která popisujı́ jejich významné vlastnosti.

Lemma 1.11. Necht’a, b ∈ R, a > 0. Pak existuje n ∈ N takové, že na > b.

Důkaz. Nejprve dokážeme, že N nenı́ v R shora ohraničená. Připust’me, že platı́ opak. Podle
axiomu (R13) pak existuje supN = c ∈ R. Protože c − 1 < c a N je lineárně uspořádaná,
musı́ podle definice suprema existovat n ∈ N takové, že n > c − 1. Pak ale n + 1 ∈ N,
n+ 1 > c, což je spor s tı́m, že c je (nejmenšı́) hornı́ závora N.

Nynı́ dokážeme tvrzenı́ lemmatu. Kdyby neexistovalo n ∈ N s vlastnostı́ na > b, platilo
by pro všechna n ∈ N, že na ≤ b, tj. n ≤ b/a a N by byla shora ohraničená, což vede ke
sporu.

Uspořádané pole majı́cı́ vlastnost popsanou v předchozı́m lemmatu, se nazývá archime-
dovské. Množina R je tedy archimedovské pole.

Lemma 1.12. Necht’x, y ∈ R, x < y. Pak existuje z ∈ Q takové, že x < z < y.

Důkaz. Pro x < 0 < y lze volit z = 0. Předpokládejme tedy, že x ≥ 0. Pak y − x > 0 a podle
lemmatu 1.11 existuje n ∈ N tak, že n(y − x) > 1, tj. ny > nx + 1. Zvolme takové n pevně.
ProtožeN nenı́ shora ohraničená, existujem ∈ N takové, žem > nx. Podle přı́kladu 1.10 (C)
je N dobře uspořádaná, takže lze předpokládat, že m je nejmenšı́ přirozené čı́slo majı́cı́ tuto
vlastnost. Pak je ovšemm− 1 ≤ nx, takžem ≤ 1 +nx < ny. Celkově nx < m < ny, a tudı́ž
x < m

n
< y. Je-li y ≤ 0, je 0 ≤ −y < −x a podle předchozı́ části důkazu existuje z ∈ Q

takové, že −y < z < −x. Pak je ovšem −z ∈ Q a x < −z < y.
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Předchozı́ lemma vyjadřuje důležitou vlastnost množiny všech racionálnı́ch čı́sel, kterou
slovně vyjadřujeme takto: MnožinaQ je hustá v R. Stejnou vlastnost má i množina I.

Lemma 1.13. Množina I je hustá v R.

Důkaz. K důkazu potřebujeme ukázat, že I �= ∅, což provedeme až za lemmatem 1.14. Je-li
a ∈ I, sporem se snadno ověřı́, že pro x ∈ Q je x + a ∈ I (množina racionálnı́ch čı́sel je totiž
pole). Necht’nynı́ x, y ∈ R, x < y. Zvolme a ∈ I. Pak je x − a < y − a a podle lemmatu
1.12 existuje z ∈ Q takové, že x − a < z < y − a. Tedy x < z + a < y a z+ a ∈ I.

Stručně shrnuto, předchozı́ dvě lemmata řı́kajı́, že mezi libovolnými dvěma různými
reálnými čı́sly ležı́ jak nějaké racionálnı́, tak nějaké iracionálnı́ čı́slo. Opakovaným užitı́m
pak dostáváme, že mezi dvěma různými reálnými čı́sly ležı́ jak nekonečně mnoho různých
racionálnı́ch, tak i nekonečně mnoho různých iracionálnı́ch čı́sel.

Na střednı́ škole se odvozuje řada pravidel pro počı́tánı́ s odmocninami. V rámci stře-
doškolské matematiky však nelze dokázat existenci libovolné odmocniny. To je obsahem
následujı́cı́ho lemmatu.

Lemma 1.14. Ke každému kladnému a ∈ R a ke každému n ∈ N existuje právě jedno kladné
čı́slo x ∈ R takové, že xn = a.

Důkaz. Naznačı́me jen princip. Označme M = {z ∈ R : z > 0, zn ≤ a}. Pak lze ukázat, že
M je neprázdná a shora ohraničená a dále, že pro x = supM platı́ xn = a a že je to jediné
čı́slo s touto vlastnostı́ — detaily viz [17, str. 41]. Jiný důkaz viz dodatek, přı́klad D.42.

Čı́slo x z předchozı́ho lemmatu nazýváme n-tou odmocninou z čı́sla a a značı́me n
√
a. Již

na střednı́ škole se dokazuje, že
√

2 /∈ Q, takže množina iracionálnı́ch čı́sel je neprázdná.
Dále prom ∈ Z, n ∈ N a kladné a ∈ R definujeme am/n = n

√
am. Z pravidel pro počı́tánı́

s odmocninami lze ověřit, že tato definice je korektnı́, tj. je-li m
n

= p
q

, určujı́ am/n a ap/q totéž
čı́slo. Tı́m je definován symbol ac pro libovolné kladné a ∈ R a libovolné c ∈ Q.

Nerovnost z následujı́cı́ho přı́kladu je velmi užitečná v řadě úvah.

Přı́klad 1.15. Dokažte, že pro libovolné x ∈ R, x > −1 a n ∈ N platı́ (1 + x)n ≥ 1 + nx

(tzv. Bernoulliova nerovnost). Pro x �= 0 a n > 1 platı́ dokonce ostrá nerovnost.

Řešenı́. Důkaz provedeme úplnou indukcı́. OznačmeM ⊆ Nmnožinu těch přirozených čı́sel,
pro něž nerovnost platı́. Zřejmě 1 ∈ M , protože nerovnost 1 + x ≥ 1 + x samozřejmě platı́.

Necht’nějaké n ∈ M , tj. (1 + x)n ≥ 1 +nx. Protože platı́ x+ 1 > 0, máme (1 + x)n+1 =
= (1+x)n(1+x) ≥ (1+nx)(1+x) = 1+nx+x+nx2 = 1+(n+1)x+nx2 ≥ 1+(n+1)x,
tedy n+1 ∈ M . MnožinaM je tudı́ž induktivnı́, takžeM = N. Zřejmě pro x �= 0 je nx2 > 0,
a tedy pro n > 1 platı́ ostrá nerovnost. �

Pro řadu úvah s reálnými čı́sly (zejména při výpočtech některých druhů limit) je
výhodné přidat k množině reálných čı́sel dva symboly, které intuitivně ležı́ před či za
všemi reálnými čı́sly (tzv. mı́nus nekonečno resp. plus nekonečno).
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Definice 1.16. Množinu R∗ = R ∪ {+∞,−∞} (kde −∞ a +∞ jsou symboly
nepatřı́cı́ do množinyR), která je úplně uspořádaná tak, že pro libovolné x ∈ R platı́
−∞ < x < +∞, nazýváme rozšı́řenou množinou reálných čı́sel.

Pokud nemůže dojı́t k nedorozuměnı́, znaménko + vynecháváme a pı́šeme pouze
∞. Prvky +∞ a −∞ se také někdy nazývajı́ nevlastnı́ body rozšı́řené čı́selné osy.
O čı́slech x ∈ R pak řı́káme, že jsou to vlastnı́ body.

Poznámka 1.17. Symbol +∞ resp. −∞ si můžeme představovat jako „obrovské“
kladné resp. záporné čı́slo (většı́ resp. menšı́ než libovolné konkrétnı́ reálné čı́slo
x ∈ R). Na základě této intuitivnı́ představy je užitečné rozšı́řit některé operace s re-
álnými čı́sly i na množinu R∗, což se ukáže v dalšı́m výhodné při počı́tánı́ s limitami.
Konkrétně při označenı́ c ∈ R, 0 < k < +∞, −∞ < z < 0 zavádı́me následujı́cı́
operace:
1. c + (±∞) = (±∞)+ c = ±∞,

+∞ + (+∞) = +∞, −∞ + (−∞) = −∞.
Nedefinujeme: ∞ + (−∞), −∞ + (+∞).

2. k · (+∞) = +∞, z · (+∞) = −∞,
k · (−∞) = −∞, z · (−∞) = +∞,
+∞ · (+∞) = +∞, −∞ · (−∞) = +∞,
+∞ · (−∞) = −∞.
Nedefinujeme: 0 · (±∞).

3. Pro a, b ∈ R∗ definujeme a − b = a + (−1) · b, s následujı́cı́mi výjimkami.
Nedefinujeme: +∞ − (+∞), (−∞)− (−∞).

4.
c

±∞ = 0.

Nedefinujeme:
±∞
±∞ ,

0
0

,
k

0
,
z

0
,

+∞
0

,
−∞

0
.

Dále připomeneme definice různých typů intervalů.

Definice 1.18. Jsou-li

1. a, b ∈ R∗ takové, že a < b, položı́me (a, b) = {x ∈R: a < x < b} (tzv. otevřený
interval);

2. a, b ∈ R, a < b, položı́me [a, b] = {x ∈ R, a ≤ x ≤ b} (tzv. uzavřený interval);

3. a ∈ R, b ∈ R∗, a < b, položı́me [a, b) = {x ∈ R; a ≤ x < b};
4. a ∈ R∗, b ∈ R, a < b, položı́me (a, b] = {x ∈ R; a < x ≤ b}.

U variant 3 a 4, pokud jsou oba koncové body a, b z R, se použı́vá název
polootevřený nebo polouzavřený interval; pokud je z R jen jeden koncový bod, tj. jde
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o interval [a,+∞) nebo (−∞, b], jedná se o uzavřený interval. Dále je (−∞,+∞) =
= R. Tento interval je otevřený i uzavřený.

Intervaly, jejichž oba koncové body jsou z R, se nazývajı́ ohraničené, v opačném
přı́padě jde o neohraničené intervaly.

V matematické analýze hrajı́ důležitou roli čı́selné množiny zvané okolı́ bodu.
V následujı́cı́ definici zavedeme tento pojem pro body na rozšı́řené čı́selné ose R∗.

Definice 1.19. Necht’ x0, δ ∈ R, δ > 0. Pak interval O(x0) = (x0 − δ, x0 + δ)

nazveme okolı́m bodu x0, interval [x0, x0 + δ) pravým okolı́m bodu x0 a interval
(x0 − δ, x0] levým okolı́m bodu x0. Množina O(x0) � {x0} se nazývá ryzı́ nebo
prstencové okolı́ bodu x0.
Bud’a ∈ R. Pak interval O(+∞) = (a,+∞) nazveme okolı́m bodu +∞ a interval
O(−∞) = (−∞, a) okolı́m bodu −∞.

Přı́klady různých okolı́ i s tı́m, jak je znázorňujeme, jsou na obr. 1.1 a).

Pokud je důležitá konkrétnı́ velikost okolı́ ve vlastnı́m bodě x0 ∈ R, pı́šeme
mı́sto O(x0) podrobněji Oδ(x0). Chceme-li ve slovnı́m vyjádřenı́ zdůraznit velikost
tohoto okolı́, mluvı́me o δ-okolı́ bodu x0.

U okolı́ nevlastnı́ch bodů jsme velikost zatı́m nezavedli, což je někdy nevýhodné.
Je možné to odstranit následovně. Protože okolı́ vlastnı́ho bodu se se zmenšujı́-
cı́m δ zmenšuje, chtěli bychom, aby to u okolı́ nevlastnı́ch bodů bylo obdobné. Proto
klademe Oδ(+∞) = (1/δ,+∞) resp. Oδ(−∞) = (−∞,−1/δ) a tyto množiny
nazýváme δ-okolı́ bodu +∞ resp. −∞.

Důvodem zavedenı́ ryzı́ho okolı́ vlastnı́ho bodu je, že v některých úvahách je
výhodné vyloučit střed okolı́. Konečně si všimněte, že O(a), kde a ∈ R∗, je vždy
otevřený interval.

Pro řadu důkazů je důležité, že okolı́ majı́ dvě vlastnosti popsané v následujı́cı́
poznámce. Jejich znázorněnı́ (pro okolı́ bodů z R) je jasné — viz obr. 1.1 b).

Poznámka 1.20 (Charakteristické vlastnosti okolı́). Platı́:

i) Jsou-li Oδ1(x0),Oδ2(x0) okolı́ bodu x0 ∈ R∗, pak rovněž Oδ1(x0)∩Oδ2(x0) je okolı́
bodu x0.

ii) Jsou-li x1, x2 ∈ R∗ různé, tj. x1 �= x2, pak existujı́ okolı́ Oδ1(x1),Oδ2(x2) taková,
že Oδ1(x1) ∩ Oδ2(x2) = ∅.

U prvnı́ vlastnosti je totiž Oδ1(x0)∩Oδ2(x0) = Oδ(x0), kde δ = min{δ1, δ2}. U druhé
vlastnosti je v přı́padě vlastnı́ch bodů |x1 − x2| > 0 a stačı́ vybrat libovolná kladná
δ1, δ2 tak, aby δ1 + δ2 < |x1 − x2|. Je-li některý bod nevlastnı́, postupuje se obdobně.
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x0 x0 + δx0 − δ x0 x0 + δ x0x0 − δ

a) Okolı́, pravé okolı́ a levé okolı́ bodu x0

x0 x0 + δ1x0 − δ1 x0 + δ2x0 − δ2 x1 x2x1 + δ1x1 − δ1 x2 + δ2x2 − δ2

b) Vlastnosti okolı́

Obr. 1.1: Okolı́ bodů

1.3. Pojem funkce

Definice 1.21. Bud’M ⊆ R. Zobrazenı́ f : M → R nazýváme reálnou funkcı́ reálné
proměnné nebo stručně funkcı́ jedné proměnné.
Množina M se nazývá definičnı́ obor funkce f a značı́ se D(f ), množina H(f ) :=
:= {f (x) : x ∈ M} se nazývá obor hodnot funkce f .

Přı́kladem reálné funkce reálné proměnné je f (x) = x2. Podobně zobrazenı́
f : M → N , kde

• M ⊆ R, N = C nazýváme komplexnı́ funkcı́ reálné proměnné (např. f (ϕ) =
= cos ϕ + i sin ϕ);

• M ⊆ C,N = R nazýváme reálnou funkcı́ komplexnı́ proměnné (např. f (z) = |z|);
• M ⊆ C,N = C nazýváme komplexnı́ funkcı́ komplexnı́ proměnné (např. f (z) = z).

V tomto skriptu budeme nadále pracovat s reálnými funkcemi reálné proměnné
(nebude-li řečeno jinak). Pro tento přı́pad je velmi důležité grafické znázorněnı́.

Definice 1.22. Grafem reálné funkce reálné proměnné f : D(f ) → R je množina
bodůG = {(x, f (x)) ∈ R2 : x ∈ D(f )}, kde (x, y) značı́ bod roviny s pravoúhlými
souřadnicemi x a y.

Úmluva: Je-li f zadaná analyticky (vzorcem) a nebude-li udán jejı́ definičnı́ obor,
budemeD(f ) rozumět největšı́ množinu reálných čı́sel x, pro něž má vzorec f smysl.

Přı́klad 1.23. Určete definičnı́ obor a obor hodnot funkce

f (x) = x − 1
x − 2

a rozhodněte, zda se jedná o prostou funkci.
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x

y

O 2

1

y = x − 1
x − 2

Obr. 1.2

Řešenı́. Podle našı́ úmluvy je definičnı́ obor
funkce f množina všech reálných x, pro něž
podı́l x−1

x−2 existuje, tj. D(f ) = R� {2}. Nynı́
ještě musı́me zjistit obor hodnot, tj. určit, ja-
kých všech hodnot může nabývat y = x−1

x−2 .
Počı́tejme:

x − 1 = y(x − 2),

x − xy = 1 − 2y,

x = 1 − 2y
1 − y

, y �= 1.

Je vidět, že ke každému y �= 1 existuje právě
jedno x, funkce f je tedy prostá a obor hodnot
je H(f ) = R� {1}. Grafem je rovnoosá hyperbola — viz obr. 1.2. �

Přı́klad 1.24. Funkce

|x| =
{
x pro x ≥ 0,

−x pro x < 0

se nazývá absolutnı́ hodnotou. Určete jejı́ definičnı́ obor a obor hodnot a nakreslete
graf.

Řešenı́. Podle své definice je tato funkce definována pro každé reálné čı́slo a výsled-
kem může být libovolné nezáporné reálné čı́slo. Tedy D(|.|) = R,H(|.|) = [0,∞).
Graf je tvořen dvěma polopřı́mkami — viz obr. 1.3 a). �

x

y

O

y = |x|

a)

x

y

0−1 1 2
−1

1

y = �x�

b)

x

y

O

−1

1

y = sgn x

c)

Obr. 1.3: Grafy funkcı́
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Poznámka 1.25 (Základnı́ vlastnosti absolutnı́ hodnoty). Absolutnı́ hodnota je
velmi důležitá a má řadu jednoduchých, ale významných vlastnostı́, dokazovaných
na střednı́ škole. Mezi ně patřı́ zejména (x, x0, x1, x2 ∈ R, ε > 0):

1. |x| ≥ 0, |x| ≥ x, |−x| = |x|, |x1x2| = |x1||x2|,
∣∣∣∣x1

x2

∣∣∣∣ = |x1|
|x2| pro x2 �= 0;

2. |x1 + x2| ≤ |x1| + |x2|;
3.

∣∣|x1| − |x2|
∣∣ ≤ |x1 − x2|;

4. |x − x0| < ε právě tehdy, když x0 − ε < x < x0 + ε, neboli když x ∈ Oε(x0).
Dále pro práci s rozšı́řenou množinou reálných čı́sel klademe |−∞| = |+∞| = +∞.

Přı́klad 1.26. Funkci �x� = n, kde n ∈ Z je určeno nerovnostmi n ≤ x < n + 1,
nazveme funkcı́ celých částı́. Určete jejı́ definičnı́ obor a obor hodnot a nakreslete
graf.

Řešenı́. Slovně lze funkci popsat tak, že čı́slu x je přiřazeno největšı́ celé čı́slo, které
je menšı́ nebo rovno x. Funkce je definována pro každé reálné čı́slo, tedyD(�.�) = R.
Zřejmě je H(�.�) ⊆ Z. Protože pro x ∈ Z je �x� = x, platı́ i opačná inkluze, takže
H(�.�) = Z. Graf je složen z polouzavřených úseček — viz obr. 1.3 b). �

Přı́klad 1.27. Funkce

sgn(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1 pro x > 0,
0 pro x = 0,

−1 pro x < 0

se nazývá signaturou. Zřejmě je D(sgn) = R, H(sgn) = {−1, 0, 1}. Graf je tvořen
dvěma otevřenými polopřı́mkami a bodem — viz obr. 1.3 c).

Přı́klad 1.28. Funkce χ(x) =
{

1 pro x ∈ Q,
0 pro x ∈ I se nazývá Dirichletovou funkcı́.

Určete jejı́ definičnı́ obor a obor hodnot.

Řešenı́. Zřejmě je D(χ) = R, H(χ) = {0, 1}. �

Definice 1.29. Funkce f se nazývá shora ohraničená, jestliže existuje U ∈ R
takové, že f (x) ≤ U pro každé x ∈ D(f ), zdola ohraničená, jestliže existujeL ∈ R
takové, že f (x) ≥ L pro každé x ∈ D(f ), a ohraničená, jestliže je ohraničená shora
i zdola, tedy jestliže existuje K ∈ R, K > 0, takové, že |f (x)| ≤ K pro každé
x ∈ D(f ).

Uvědomte si, že ohraničenost se týká oboru hodnot. Při označenı́ z definice, je-li
funkce ohraničená shora, ležı́ celý graf pod přı́mkou y = U , je-li ohraničená zdola,
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ležı́ celý nad přı́mkou y = L a je-li ohraničená, ležı́ celý mezi dvojicı́ takových
přı́mek (lze vždy volit symetricky přı́mky y = K a y = −K).

Definice 1.30. Řekneme, že funkce f je sudá, jestliže pro každé x ∈ D(f ) platı́
−x ∈ D(f ) a f (−x) = f (x) (graf je souměrný vzhledem k ose y), a řekneme, že
funkce f je lichá, jestliže pro každé x ∈ D(f ) platı́ −x ∈ D(f ) a f (−x) = −f (x)
(graf je souměrný vzhledem k počátku).

Přı́klad 1.31. Ověřte, zda jsou následujı́cı́ funkce sudé nebo liché. Jsou ohraničené?

a) f : y = x

x2 + 1
, b) g : y = 1 − x2

1 + x2 , c) h : y = 1 + x

1 + x2 .

Řešenı́. Vzhledem k úmluvě uvažujeme maximálnı́ definičnı́ obor, tj. u všech třı́
funkcı́ je definičnı́m oborem množina R: D(f ) = D(g) = D(h) = R.

a) f (−x) = −x
(−x)2 + 1

= −x
x2 + 1

= − x

x2 + 1
= −f (x). Tedy f je lichá funkce.

Funkce je ohraničená. Pro libovolné x ∈ R totiž platı́:

(|x|−1)2 ≥ 0 ⇔ |x|2−2|x|+1 ≥ 0 ⇔ x2+1 ≥ 2|x| ⇔ 1
2

≥ |x|
x2 + 1

=
∣∣∣∣ x

x2 + 1

∣∣∣∣ .
Platı́ tedy |f (x)| ≤ 1/2. Všimněte si, že v předchozı́ch úpravách nastává rovnost
právě tehdy, když |x| = 1, tj. pro x = ±1. Lze tedy volit za ohraničujı́cı́ přı́mky
y = 1/2 a y = −1/2, tj. U = 1/2 a L = −1/2, a tyto hodnoty nelze zlepšit,
protože f (1) = 1/2 a f (−1) = −1/2. Graf je znázorněn na obr. 1.4 a).

b) g(−x) = 1 − (−x)2
1 + (−x)2 = 1 − x2

1 + x2 = g(x). Tedy g je sudá funkce.

I tato funkce je ohraničená. Je totiž

1 − x2

1 + x2 = 2 − 1 − x2

1 + x2 = 2
1 + x2 − 1 > −1

a podobně
1 − x2

1 + x2 = 1 + x2 − 2x2

1 + x2 = 1 − 2x2

1 + x2 ≤ 1,

přičemž rovnost nastane jen pro x = 0. Graf je znázorněn na obr. 1.4 b). Za ohra-
ničenı́ shora je možné volit přı́mku y = 1, které nelze zlepšit, protože g(0) = 1.
Nejlepšı́ odhad zdola je y = −1.
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x

y

O 1−1

y = x

x2 + 1

a) lichá ohraničená funkce

x

y

O

y = 1 − x2

1 + x2

−1

1

b) sudá ohraničená funkce

x

y

O

y = 1 + x

1 + x2

c) ohraničená funkce

Obr. 1.4: Grafy funkcı́ z přı́kladu 1.31

c) Vidı́me např., že h(1) = 1, h(−1) = 0. Našli jsme tedy jednu hodnotu x takovou,
že neplatı́ ani h(x) = h(−x), ani h(−x) = −h(x). Funkce h tedy nenı́ ani sudá
ani lichá.
Také tato funkce je ohraničená. Platı́ (s využitı́m nerovnosti 2 z poznámky 1.25 a
odhadu z části a))∣∣∣∣ 1 + x

1 + x2

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ 1
1 + x2 + x

1 + x2

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣ 1
1 + x2

∣∣∣∣ + ∣∣∣∣ x

1 + x2

∣∣∣∣ ≤ 1 + 1
2

= 3
2
.

Tedy |h(x)| ≤ 3/2. Graf je znázorněn na obr. 1.4 c). Z obrázku je vidět, že odhady
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by šlo zlepšit, ale už nenı́ tak snadné určit nejlepšı́ možné hodnoty. S nástroji, které
to umožnı́, se budeme seznamovat v dalšı́m textu. �

Definice 1.32. Funkce f se nazývá periodická s periodou p ∈ R, p > 0, jestliže
platı́, že pro každé x ∈ D(f ) je také x ± p ∈ D(f ) a f (x + p) = f (x − p) =
= f (x). Nejmenšı́ perioda funkce je nejmenšı́ prvek množiny všech period této
funkce (pokud ovšem existuje).

Má-li funkce periodu p, pak také čı́sla 2p, 3p, . . . jsou periody, takže množina
period dané funkce je bud’prázdná, nebo nekonečná. Typickým přı́kladem periodic-
kých funkcı́ jsou funkce goniometrické. Periodická je rovněž konstantnı́ funkce, která
má za periodu dokonce libovolné kladné reálné čı́slo. Protože min{x ∈ R : x > 0}
neexistuje, nemá tato funkce nejmenšı́ periodu.

Přı́klad 1.33. Najděte nejmenšı́ periodu funkce sin 1
3x+ cos 2x a nakreslete jejı́ graf.

Řešenı́. Tato funkce má zřejmě nejmenšı́ periodu 6π. Graf je znázorněn na následu-
jı́cı́m obrázku. �

x

y

3π−3π

Obr. 1.5

Poznámka 1.34. Jak již bylo řečeno, ne každá periodická funkce musı́ mı́t nejmenšı́ periodu.
Např. Dirichletova funkce χ z přı́kladu 1.28 má evidentně za periodu libovolné kladné
racionálnı́ čı́slo, ale min{x : x ∈ Q, x > 0} neexistuje, takže nejmenšı́ periodu tato funkce
nemá. Funkcemi, které majı́ nejmenšı́ periodu, jsou funkce goniometrické.

Méně triviálnı́m přı́kladem funkce majı́cı́ nejmenšı́ periodu je tzv. Riemannova funkce
definovaná takto: ρ(x) = 1 pro x ∈ Z, ρ(p/q) = 1/q pro p ∈ Z, q ∈ N, p, q nesoudělné, a
ρ(x) = 0 pro x ∈ I. Tato funkce má za periody právě přirozená čı́sla, nejmenšı́ perioda je 1.

O existenci nejmenšı́ periody lze dokázat následujı́cı́ výsledky:
1. Necht’Gf je množina všech period funkce f . Je-li infGf = ω > 0, je ω ∈ Gf , tj. ω je

také perioda — viz cvičenı́ 6 v kapitole 2.
2. Je-li periodická nekonstantnı́ funkce spojitá aspoň v jednom bodě, má nejmenšı́ periodu

— viz cvičenı́ 12 v kapitole 4. (S pojmem spojitosti se seznámı́te v kapitole 4.)
3. Má-li funkce nejmenšı́ periodu, pak všechny ostatnı́ periody jsou jejı́ celočı́selné násobky

— viz cvičenı́ 6 v této kapitole.
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x

y

x1 x2

a) rostoucı́

x

y

x1 x2

b) neklesajı́cı́

Obr. 1.6: Monotonnı́ funkce

Dalšı́ vlastnosti, které funkce mohou mı́t, se týkajı́ tzv. monotonie.

Definice 1.35. Necht’ je dána funkce f : D(f ) → R a množina I ⊆ D(f ). Pak
funkci f nazveme

rostoucı́ na množině I , jestliže pro každá dvě x1, x2 ∈ I taková, že x1 < x2, je
f (x1) < f (x2),

klesajı́cı́ na množině I , jestliže pro každá dvě x1, x2 ∈ I taková, že x1 < x2, je
f (x1) > f (x2),
nerostoucı́ na množině I , jestliže pro každá dvě x1, x2 ∈ I taková, že x1 < x2, je
f (x1) ≥ f (x2),

neklesajı́cı́ na množině I , jestliže pro každá dvě x1, x2 ∈ I taková, že x1 < x2, je
f (x1) ≤ f (x2).

Funkce, která má některou z uvedených čtyř vlastnostı́, se nazývá monotonnı́ na
množině I . Funkce, která je rostoucı́ nebo klesajı́cı́, se nazývá ryze monotonnı́.

V praxi bývá množina I nejčastěji intervalem anebo je I = D(f ). Pro vyšetřovánı́
monotonie funkcı́ dosud nemáme vhodné nástroje, proto přı́klady zatı́m odložı́me.
Na obr. 1.6 a) je znázorněna funkce rostoucı́ na intervalu, na obr. 1.6 b) funkce
neklesajı́cı́ na intervalu. Funkce na obr. 1.6 a) je samozřejmě rovněž neklesajı́cı́ na
svém definičnı́m intervalu.

Kromě pojmu funkce monotonnı́ na množině se zavádı́ také pojem funkce mono-
tonnı́ v bodě. Zatı́mco prvnı́ pojem je tzv. globálnı́, druhý je tzv. lokálnı́.
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Definice 1.36. Řekneme, že funkce f je rostoucı́ v bodě x0, jestliže existuje okolı́
O(x0) = (x0 − δ, x0 + δ) tak, že pro x0 − δ < x < x0 je f (x) < f (x0) a pro
x0 < x < x0 + δ je f (x) > f (x0).
Analogicky se definuje funkce klesajı́cı́ v bodě, neklesajı́cı́ v bodě a nerostoucı́
v bodě. Společný název pro tyto čtyři vlastnosti je funkce monotonnı́ v bodě, pro
prvnı́ dvě vlastnosti pak funkce ryze monotonnı́ v bodě.

V předchozı́ definici se požaduje existence funkčnı́ch hodnot v jistém okolı́
bodu x0. Implicitně se tedy řı́ká, že musı́ existovat okolı́ O(x0) takové, že platı́
O(x0) ⊆ D(f ).

Pokud je definičnı́m oborem funkce f interval a bod x0 je jeho krajnı́m bodem,
požaduje se splněnı́ přı́slušné nerovnosti jen v přı́slušném levém nebo pravém okolı́.

Pro přı́pad, že definičnı́m oborem f je interval, je vztah mezi monotoniı́ na
intervalu a v jeho jednotlivých bodech popsán v následujı́cı́ větě. V jejı́m důkazu si
všimněte, jak důležitou roli hraje axiom (R13) o existenci suprema z definice 1.8.

Věta 1.37. Funkce je rostoucı́ na intervalu právě tehdy, když je rostoucı́ v každém
jeho bodě. Analogická tvrzenı́ platı́ pro dalšı́ typy monotonie.

Důkaz. Je-li f rostoucı́ na intervalu I , je zřejmě rostoucı́ v každém jeho bodě. Důkaz opač-
ného tvrzenı́ je obtı́žnějšı́.

Necht’x1, x2 ∈ I , x1 < x2. Označme A = {x ∈ [x1, x2] : f (x) > f (x1)}. Protože f je
rostoucı́ v bodě x1, existuje okolı́ Oδ1(x1) takové, že pro x ∈ (x1, x1 + δ1) je f (x) > f (x1),
takže množina A je neprázdná. Dále je shora ohraničená čı́slem x2, tudı́ž existuje supA =
= c ≤ x2. Ukážeme, že c ∈ A.

Protože f je rostoucı́ v bodě c, existuje okolı́ Oδ2(c) takové, že pro x ∈ (c − δ2, c) je
f (x) < f (c) a pro x ∈ (c, c+δ2)∩[x1, x2] je f (x) > f (c). Necht’c /∈ A. Z definice suprema
vyplývá, že existuje x3 ∈ (c − δ2, c) ∩ A. Pak f (x1) < f (x3) < f (c), což je spor, a tedy
c ∈ A.

Připust’me, že c < x2. Pak pro x4 ∈ (c, c+ δ2)∩[x1, x2] je f (x1) < f (c) < f (x4), takže
x4 ∈ A. To je ale spor s definicı́ suprema c. Tedy x2 = c ∈ A a platı́ f (x1) < f (x2).

Přı́klad 1.38. Ověřte, že funkce

f (x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
x + 1 pro x < 0,

0 pro x = 0,
x − 1 pro x > 0

je ryze monotonnı́ v každém bodě, ale nenı́ monotonnı́ na množině R. Rozhodněte,
zda je tato funkce monotonnı́ na množině M = (−1, 0) ∪ (0, 1).
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x

y

−1

1

−1 1O

y = f (x)

Obr. 1.7

Řešenı́. Funkce je zřejmě rostoucı́ na
intervalu (−∞, 0) a podobně je rostoucı́
na intervalu (0,+∞). Je tedy rostoucı́
v každém bodě x �= 0. V bodě x = 0 je
však klesajı́cı́ — za okolı́O(0) vyhovu-
jı́cı́ definici 1.36 lze volit např. interval
(−1, 1). Že nenı́ monotonnı́ naR, plyne
z věty 1.37, je to však jasné i bez nı́ —
viz obr. 1.7.

Ani na množině M nenı́ funkce f
monotonnı́. Vzhledem k předchozı́m úvahám by musela být leda rostoucı́, ale platı́
f (− 1

2) = 1
2 > − 1

2 = f ( 1
2 ), přičemž − 1

2 < 1
2 . Všimněte si, že funkce f roste

v každém bodě množiny M. Nejde však o spor s větou 1.37, protože M nenı́ interval.
�

Přı́klad 1.39. Dokažte, že funkce f (x) = x
(
2 + cos(1/x)

)
pro x �= 0, f (0) = 0, je

rostoucı́ v bodě 0.

Řešenı́. Protože pro x �= 0 je −1 ≤ cos(1/x) ≤ 1, je 1 ≤ 2 + cos(1/x) ≤ 3. Tedy
f (x) ≥ x > 0 = f (0) pro x > 0 a f (x) ≤ x < 0 = f (0) pro x < 0.

Přitom lze ověřit, že tato funkce nenı́ monotonnı́ na žádném ryzı́m levém okolı́
(−δ, 0) ani na žádném ryzı́m pravém okolı́ (0, δ), kde δ > 0 — viz cvičenı́ 10 ke
kapitole 6. �

Definice 1.40. Bud’te ϕ : D(ϕ) → R a f : D(f ) → R funkce.
Pak F = {(x, y) ∈ R2 : ∃u ∈ R s vlastnostı́ (x, u) ∈ ϕ ∧ (u, y) ∈ f } se nazývá
složená funkce. Pı́šeme F(x) = f [ϕ(x)]. Funkce ϕ se nazývá vnitřnı́ složkou,
funkce f vnějšı́ složkou.

Snadno se ověřı́, že relace F ⊆ R2 z předchozı́ definice je zobrazenı́m, takže
jde skutečně o funkci. Z definice vyplývá, že musı́me najı́t ta x ∈ D(ϕ), pro něž je
u = ϕ(x) ∈ D(f ). Hodnotu složené funkce potom dostaneme dosazenı́m tohoto u do
funkce f , tj. F(x) = f (u) = f [ϕ(x)]. Aby tedy složená funkce existovala (tj. aby
množina dvojic s vlastnostı́ požadovanou v definici 1.40 nebyla prázdná), je nutné a
stačı́, aby H(ϕ) ∩D(f ) �= ∅.

Rozklad do složek samozřejmě nenı́ jednoznačný. Např. pro funkci (x+1)2 máme
„přirozený“ rozklad ϕ(x) = x + 1, f (u) = u2 a „umělý“ rozklad (jeden z nekonečně
mnoha) ϕ(x) = 2(x + 1), f (u) = 1

4 u
2.

Přı́klad 1.41. Určete složky následujı́cı́ch funkcı́ a najděte jejich definičnı́ obory:

a) sin x2, b)
√

1 − x2, c) log(−x2).
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Řešenı́.

a) Je ϕ(x) = x2, D(ϕ) = R, f (u) = sin u, D(f ) = R. Protože platı́ H(ϕ) =
= [0,+∞) ⊆ D(f ), je F(x) = f [ϕ(x)] = sin x2 definovaná na D(F) = R.

b) Je ϕ(x) = 1 − x2, D(ϕ) = R, f (u) = √
u, D(f ) = [0,+∞). Tedy F(x) =

= f [ϕ(x)] = √
1 − x2 existuje, jen pokud D(ϕ) zúžı́me na interval [−1, 1],

nebot’pak 1 − x2 ∈ [0, 1] ⊆ [0,∞) = D(f ). Tudı́ž D(F) = [−1, 1].
c) Je ϕ(x) = −x2, D(ϕ) = R, f (u) = log u, D(f ) = (0,+∞). Protože H(ϕ) =

= (−∞, 0], jeH(ϕ)∩D(f ) = ∅ a neexistuje složená funkce F(x) = f [ϕ(x)] =
= log(−x2). �

Poznámka 1.42. Proces skládánı́ funkcı́ lze několikrát opakovat a obdržı́me tak
funkci vı́cenásobně složenou.

Přı́klad 1.43. Určete složky a definičnı́ obor složené funkce

f : y = log2 √
cos x

Řešenı́. Je y = w2, w = log v, v = √
u, u = cos x. Určı́me definičnı́ obor funkce f .

Musı́ být u = cos x > 0. Pak bude i v > 0, tedy

D(f ) =
⋃
k∈Z

(
(4k − 1)

π

2
, (4k + 1)

π

2

)
.

�

V následujı́cı́ definici je zaveden velmi důležitý pojem inverznı́ funkce.

Definice 1.44. Necht’f je funkce, která je bijekcı́ množinyD(f ) na množinuH(f ).
Pak f −1 = {(y, x) : (x, y) ∈ f } se nazývá inverznı́ funkcı́ k funkci f .

Poznámka 1.45.

i) Z předchozı́ definice vyplývá, že k funkci f existuje inverznı́ funkce f −1 právě
tehdy, když f je prostá funkce, tj. když pro x1, x2 ∈ D(f ), x1 �= x2, platı́
f (x1) �= f (x2).

ii) Mezi definičnı́mi obory a obory hodnot platı́ následujı́cı́ vztahy:

D(f −1) = H(f ) a H(f −1) = D(f ).

Dále f −1(y) = x právě tehdy, když f (x) = y.

iii) Inverznı́ funkcı́ k funkci f −1 je f .
iv) Platı́: f −1(f (x)) = x pro každé x ∈ D(f ),

f (f −1(y)) = y pro každé y ∈ H(f ).
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v) Funkce y = f (x) a x = f −1(y) chápané jako relace jsou tvořeny týmiž dvojicemi
(x, y) ∈ R × R. Při zápisu funkce je běžné značit nezávislou proměnnou x a
závislou proměnou y, proto mı́sto vztahu x = f −1(y) pı́šeme y = f −1(x).
Protože

[x, y] ∈ f ⇔ [y, x] ∈ f −1,

jsou grafy prosté funkce y = f (x) a funkce k nı́ inverznı́ y = f −1(x) symetrické
podle přı́mky y = x.

Věta 1.46. Inverznı́ funkce k funkci f rostoucı́ (klesajı́cı́) na množiněD(f ) je rostoucı́
(klesajı́cı́) na množině H(f ).

Důkaz. Nejprve poznamenejme, že je zřejmé, že ryze monotonnı́ funkce f je prostá,
tedy inverznı́ funkce f −1 existuje. Budeme předpokládat, že f je např. rostoucı́, a
ukážeme, že f −1 je také rostoucı́.

Připust’me, že funkce f −1 nenı́ rostoucı́. Existujı́ tedy taková y1, y2 ∈ H(f ),
y1 < y2, pro která f −1(y1) ≥ f −1(y2). Funkce f je rostoucı́, z čehož plyne, že
f (f −1(y1)) ≥ f (f −1(y2)), a tedy y1 ≥ y2, což je spor. Funkce f −1 je tedy rostoucı́.

Důkaz pro přı́pad, že f je klesajı́cı́, se provede analogicky.

Cvičenı́

1. Nakreslete grafy funkcı́:

a) |x − 1|, b) 2 − |x|, c) |x − 1| + |x + 1|.

2. Řešte následujı́cı́ nerovnice:

a) |x − 1| < 2 − |x|, b) |2 − x| < 3, c) |2 − 3x| > |x − 1| + |x + 1|.

3. Nakreslete grafy následujı́cı́ch funkcı́. Rozhodněte, zda jsou periodické, a pokud
ano, určete jejich nejmenšı́ periodu.

a) y = x − �x�, b) χ(χ(x)).

4. Rozhodněte, zda pro každé x ∈ R platı́:

a) sgn |x| = | sgn x|, b) |�x�| = �|x|�.

5. Dokažte, že každou funkci definovanou na „symetrickém“ definičnı́m oboru (tj. pro
x ∈ D(f ) je také −x ∈ D(f )) lze jednoznačně vyjádřit jako součet sudé a liché
funkce.
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6. Dokažte tvrzenı́ 3 z poznámky 1.34.

7. Dokažte: Necht’f je lichá funkce. Je-li 0 ∈ D(f ), pak f (0) = 0.

8. Existuje funkce definovaná na R, která je současně sudá i lichá?

9. Rozhodněte, která z následujı́cı́ch funkcı́ je lichá a která sudá:

a) |x + 1|, b)
cos x
x

, c) �x3�, d) x4 − 1, e) − 3
√
x.

10. Najděte inverznı́ funkci k funkcı́m

a) y = 2x − 1
3x + 5

, b) y = 10x−3, c) y = 1
x
.

*

Matematika je jemná dohoda o tom, že dvě a dvě jsou čtyři.

*

Jeden filosof nechtěl věřit Bertrandu Russellovi, když mu tvrdil, že z nepravdi-
vého tvrzenı́ vyplývá jakékoliv tvrzenı́. Povı́dá: „To tvrdı́te, že z výroku dvě a
dvě jsou pět, vyplývá, že jste papež?“ Russell přisvědčil. Filosof pochyboval.
„Můžete to dokázat?“ Russell mu odpověděl: „Zajisté,“ a na mı́stě vymyslel
tento důkaz:

1. Předpokládejme, že 2 + 2 = 5.

2. Odečteme-li od obou stran rovnice dvě, vyjde nám 2 = 3.

3. Převedeme-li obě strany rovnice na strany opačné, vyjde nám 3 = 2.

4. Když od každé strany odečteme 1, vyjde nám 2 = 1.

No a papež a já jsme dvě osoby. Poněvadž dvě se rovná jedné, papež a já
jsme jedna osoba. Jsem tedy papež.



22

Kapitola 2

Posloupnosti

Důležitým speciálnı́m přı́padem funkce je posloupnost, tj. funkce definovaná na mno-
žině přirozených čı́sel. Obsahem této kapitoly je pojem limita a obecnějšı́ pojem
hromadné body posloupnosti. Pomocı́ limity jisté posloupnosti budeme definovat
Eulerovo čı́slo, které je důležité pro zavedenı́ elementárnı́ch funkcı́.

2.1. Limita posloupnosti

Definice 2.1. Posloupnost je zobrazenı́ a : N → R, jehož hodnoty obvykle mı́sto
a(n) značı́me an. Hodnotu an nazýváme n-tý člen posloupnosti a celou posloupnost
pak zapisujeme {an}∞

n=1 nebo {an}, přı́p. (an).

Posloupnost je nejčastěji zadána bud’ výčtem členů, tj. {an}∞
n=1 = {a1, a2, . . . },

nebo rekurentnı́m vzorcem, např. an+1 = an + d, a1 = 1, nebo explicitnı́m vzorcem
pro n-tý člen, např. an = 1

n
.

Poznámka 2.2. Posloupnost {an} se nazývá

rostoucı́, jestliže an < an+1 pro každé n ∈ N;
klesajı́cı́, jestliže an > an+1 pro každé n ∈ N;
nerostoucı́, jestliže an ≥ an+1 pro každé n ∈ N;
neklesajı́cı́, jestliže an ≤ an+1 pro každé n ∈ N;
shora ohraničená, jestliže existuje U ∈ R takové, že an ≤ U pro každé n ∈ N;
zdola ohraničená, jestliže existuje L ∈ R takové, že an ≥ L pro každé n ∈ N;
ohraničená , jestliže je ohraničená shora a i zdola.

Poznamenejme, že takto definované pojmy jsou ve shodě s definicemi 1.29 a 1.35
pro funkce a : M → R s obecnou množinou M ⊆ R.
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n

A− ε

A+ ε

A

1 2 3 · · · n0 n0 + 1 n0 + 2 n0 + 3

a1

a2 a3

an0

an0+1

an0+2 an0+3

Obr. 2.1: Definice limity posloupnosti

Definice 2.3. Necht’je dána posloupnost {an} a čı́slo A ∈ R. Řekneme, že posloup-
nost {an} má limitu A, jestliže ke každému ε > 0 existuje n0 ∈ N takové, že pro
každé n ≥ n0 platı́, že |an − a| < ε. Pomocı́ kvantifikátorů lze psát:

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N tak, že ∀n ≥ n0 platı́ |an − A| < ε.

Pokud má posloupnost {an} limitu, řı́káme, že konverguje, a značı́me lim
n→∞ an = A,

přı́padně an → A pro n → ∞.
Řekneme, že posloupnost {an} má limitu +∞, jestliže jestliže ke každému A ∈ R
existuje n0 ∈ N takové, že pro každé n ≥ n0 platı́, že an > A. Značı́me lim

n→∞ an =
= +∞ a pomocı́ kvantifikátorů zapisujeme

∀A > 0 ∃n0 ∈ N tak, že ∀n ≥ n0 platı́ an > A.

Podobně definujeme lim
n→∞ an = −∞. Pokud má posloupnost {an} limitu +∞ nebo

−∞, řı́káme, že posloupnost diverguje. Jestliže posloupnost nekonverguje ani ne-
diverguje, řekneme, že osciluje.

Mı́sto termı́nu posloupnost konverguje resp. diverguje řı́káme též, že posloupnost
má vlastnı́ limitu resp. nevlastnı́ limitu.

Poznámka 2.4. Platı́ |an − A| < ε právě tehdy, když an ∈ (A− ε,A + ε).

Věta 2.5. Každá posloupnost má nejvýše jednu limitu.

Důkaz. Větu dokážeme sporem. Necht’ {an} je posloupnost a předpokládejme, že
lim
n→∞ an = a, lim

n→∞ bn = b, a, b ∈ R a a �= b. Bez újmy na obecnosti můžeme

předpokládat, že a < b (pro a > b postupujeme analogicky). Zvolme ε := b−a
2 .

Podle definice limity existujı́
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n1 takové, že ∀n ≥ n1 platı́ an ∈ (a − ε, a + ε),
n2 takové, že ∀n ≥ n2 platı́ an ∈ (b − ε, b + ε).

Pro n ≥ max(n1, n2) platı́, že an ∈ (a− ε, a+ ε) a současně an ∈ (b− ε, b+ ε), což
je spor, protože tyto intervaly jsou disjunktnı́ (tj. jejich průnik je prázdná množina).

Obdobně se vyšetřı́ přı́pady a = −∞ resp. b = +∞.

Přı́klad 2.6. Dokažte z definice, že

a) lim
n→∞

1
n

= 0, b) lim
n→∞ n = ∞.

Řešenı́.

a) Necht’je dáno libovolné ε > 0. Hledáme n0 takové, aby pro všechna n ≥ n0 platilo∣∣ 1
n

− 0
∣∣ < ε. Platı́ ∣∣∣∣1

n

∣∣∣∣ = 1
n
< ε ⇔ n >

1
ε
.

Zvolı́me n0 := ⌊ 1
ε

⌋+1. Pak pro n ≥ n0 platı́ 1
n
< ε. Tvrzenı́ je dokázáno.

b) Necht’je dáno libovolné A ∈ R. Hledáme n0 takové, aby pro všechna n ≥ n0 bylo
n > A. Vidı́me, že zvolı́me-li n0 := max(�A� + 1, 1), pak n > A. Tvrzenı́ je
dokázáno. �

Věta 2.7. Každá konvergentnı́ posloupnost je ohraničená.

Důkaz. K důkazu ohraničenosti posloupnost {an} je třeba najı́tK ∈ R tak, aby platilo
|an| < K pro všechna n ∈ N.

OznačmeA := lim
n→∞ an a zvolme ε := 1. Podle definice limity k tomuto ε existuje

n0 takové, že pro všechna n ≥ n0 platı́ |an − A| < 1. Potom

|an| = |an − A+ A| ≤ |an − A| + |A| < 1 + |A|.

Pokud platı́ n0 = 1, zvolı́me K := |A| + 1. V opačném přı́padě označme M :=
= {|an| : n ∈ N, n < n0} a zvolme K := max(maxM, |A| + 1). Pro takto zvolené K
platı́ |an| < K pro každé n ∈ N, což jsme měli dokázat.

2.2. Věty o limitách

Věta 2.8. Necht’ lim
n→∞ an = 0 a posloupnost {bn} je ohraničená. Pak lim

n→∞ an · bn = 0.
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Důkaz. Chceme dokázat, že ke každému ε > 0 existuje n0 takové, že pro všechna
n ≥ n0 je |an · bn − 0| < ε, tj. |an||bn| < ε.

Podle předpokladů existuje K > 0 tak, že pro všechna n ∈ N je |bn| < K. Dále
k nějakému ε∗ > 0 (které určı́me později) existuje na tak, že pro každé n ≥ na je
|an| < ε∗. Necht’tedy n0 := na a ε∗ := ε

K
. Vidı́me, že pro n ≥ n0 je

|an| · |bn| < ε∗ ·K = ε,

a tvrzenı́ je dokázáno.

Přı́klad 2.9. Vypočtěte lim
n→∞

sin(n2 + 1)
n

.

Řešenı́. Posloupnost {sin(n2 + 1)} je ohraničená: | sin(n2 + 1)| < 2 pro všechna
n ∈ N. Dále lim

n→∞
1
n

= 0. Tedy podle předchozı́ věty je

lim
n→∞

sin(n2 + 1)
n

= 0.
�

Věta 2.10. Necht’ jsou dány posloupnosti {an}, {bn} a existuje n0 tak, že pro každé
n ≥ n0 je an ≤ bn. Pak platı́:
1. Jestliže lim

n→∞ an = +∞, pak i lim
n→∞ bn = +∞.

2. Jestliže lim
n→∞ bn = −∞, pak i lim

n→∞ an = −∞.

Důkaz. Důkaz provedeme pouze pro tvrzenı́ 1 (druhé se dokáže analogicky).
Necht’ tedy lim

n→∞ an = +∞. Z definice limity k libovolnému A ∈ R existuje na
tak, že pro všechna n ≥ na je an > A. Navı́c dle předpokladu existuje n0 tak, že pro
všechna n ≥ n0 je an ≤ bn. Zvolme n∗

0 := max(na, n0) a vidı́me, že pro všechna
n ≥ n∗

0 je bn ≥ an > A a tvrzenı́ je dokázáno.

Přı́klad 2.11. Určete lim
n→∞

n2 + n

n
.

Řešenı́. Upravı́me tvar členů posloupnosti:

n2 + n

n
= n(n+ 1)

n
= n+ 1 > n.

Protože lim
n→∞ n = ∞, je podle předchozı́ věty také

lim
n→∞

n2 + n

n
= ∞.

�
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Věta 2.12. Necht’ jsou dány konvergentnı́ posloupnosti {an}, {bn} a lim
n→∞ an = a,

lim
n→∞ bn = b. Pak platı́:

1. Jestliže a < b, pak existuje n0 tak, že pro všechna n ≥ n0 platı́ an < bn.
2. Jestliže existuje n0 tak, že pro všechna n ≥ n0 je an ≤ bn, pak a ≤ b.

Důkaz. Prvnı́ tvrzenı́ plyne snadno z definice limity. Druhé tvrzenı́ plyne z prvnı́ho:
Kdyby bylo a > b, pak by pro velká n platilo an > bn, což je spor.

I když bude v druhém tvrzenı́ předchozı́ věty platit an < bn, může být a = b, jak
ukazuje přı́klad posloupnostı́ an = 1/n, bn = 2/n, kdy a = b = 0.

Věta 2.13. Necht’ jsou dány posloupnosti {an}, {bn} a {cn} a čı́slo L ∈ R takové, že
an ≤ bn ≤ cn pro všechna n > n0, a lim

n→∞ an = L = lim
n→∞ cn. Pak také lim

n→∞ bn = L.

Důkaz. Z definice limity k libovolnému ε > 0 existujı́

na takové, že pro všechna n ≥ na platı́ L− ε < an < L+ ε,

nc takové, že pro všechna n ≥ nc platı́ L− ε < cn < L+ ε.

Zvolı́me-li n∗
0 := max(na, nc, n0), pak pro všechna n ≥ n∗

0 platı́

L− ε < an ≤ bn ≤ cn < L+ ε,

tj. |bn − L| < ε. Tvrzenı́ je dokázáno.

Přı́klad 2.14. Určete lim
n→∞

1
n2 + 1

.

Řešenı́. Pro každé n platı́ n2 + 1 > n. Odtud máme 0 < 1
n2+1 <

1
n

, přičemž 0 → 0
a 1
n

→ 0. Podle předchozı́ věty

lim
n→∞

1
n2 + 1

= 0.
�

Věta 2.15. Necht’ lim
n→∞ an = a a lim

n→∞ bn = b, kde a, b ∈ R. Pak platı́:

1. lim
n→∞ |an| = |a| .

2. lim
n→∞(an + bn) = a + b.

3. lim
n→∞(an · bn) = a · b.

4. Pokud b �= 0, pak lim
n→∞

an

bn
= a

b
.
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Důkaz.
1. Podle předpokladu platı́

∀ε > 0 ∃n0 ∀n ≥ n0 : |an − a| < ε.

Z vlastnostı́ absolutnı́ hodnoty plyne: ||an| − |a|| ≤ |an − a| < ε a tvrzenı́ je
dokázáno.

2. Chceme ukázat, že ke každému ε > 0 existuje n0 takové, že pro všechna n ≥ n0

je |(an + bn)− (a + b)| < ε. Dle předpokladů existuje pro nějaké ε∗ > 0 (určı́me
je později)

na tak, že pro všechna n ≥ na je |an − a| < ε∗ a

nb tak, že pro všechna n ≥ nb je |bn − b| < ε∗.

Zvolme n0 := max(na, nb) a ε∗ := ε
2 . Vidı́me, že pro všechna n ≥ n0 je :

|(an + bn)− (a+ b) = |(an − a)+ (bn − b)| ≤ |an − a| + |bn − b| < ε∗ + ε∗ = ε

a tvrzenı́ je dokázáno.
3. Postupujeme obdobně jako v přı́padě 2, opět k nějakému ε∗ najdeme na, nb po-

žadovaných vlastnostı́. Dále podle věty 2.7 existuje K ∈ R tak, že |an| < K pro
všechna n ∈ N. Upravujme:

|anbn−ab| = |anbn−anb+anb−ab| ≤ |an||bn−b|+|b||an−a| < Kε∗ +|b|ε∗.

Vidı́me, že když zvolı́me ε∗ := ε
K+|b| , je tvrzenı́ dokázáno.

4. Protože an
bn

= an · 1
bn

, stačı́ dokázat, že 1
bn

→ 1
b
, zbytek plyne z předchozı́ho tvrzenı́.

Nejprve provedeme úpravu ∣∣∣∣ 1
bn

− 1
b

∣∣∣∣ = |b − bn|
|bn||b| .

Podle tvrzenı́ 1 platı́ |bn| → |b| a podle věty 2.12 existuje n1 tak, že pro všechna
n ≥ n1 je |bn| > |b|

2 > 0. Obdobně jako v předchozı́ch tvrzenı́ch existuje k ně-
jakému ε∗ > 0 index nb tak, že pro všechna n ≥ nb je |bn − b| < ε∗. Zvolme
n0 := max(n1, nb). Pak pro všechna n ≥ n0 platı́∣∣∣∣ 1

bn
− 1
b

∣∣∣∣ = |b − bn|
|bn||b| <

ε∗

|b| |b|
2

= 2
b2
ε∗.

Stačı́ tedy zvolit ε∗ := εb2

2 a tvrzenı́ je dokázáno.
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Poznámka 2.16.

a) Bez předpokladu existence obou limit posloupnostı́ nejsou úpravy

lim
n→∞(an + bn) = lim

n→∞ an + lim
n→∞ bn, lim

n→∞ anbn = lim
n→∞ an · lim

n→∞ bn

ekvivalentnı́. Např. lim
n→∞

[
(−1)n + (−1)n+1

] = 0, ale lim
n→∞(−1)n neexistuje. Po-

dobně lim
n→∞ [(−1)n · (−1)n] = 1.

Také úprava lim
n→∞ can = c lim

n→∞ an nenı́ ekvivalentnı́ pro c = 0.
b) Předchozı́ věta platı́ i pro a, b ∈ R∗, má-li pravá strana přı́slušného vzorce

smysl, tj. je-li dotyčná algebraická operace pro hodnoty a, b definovaná — viz
poznámka 1.17.

Přı́klad 2.17. Určete lim
n→∞

3n2 + 1
3n+ n2

.

Řešenı́. Podle Věty 2.15 platı́

lim
n2

(
3 + 1

n2

)
n2

( 3
n

+ 1
) = lim

3 + 1
n2

3
n

+ 1
= 3 + 0

0 + 1
= 3.

�

Věta 2.18. Necht’ je dána posloupnost {an}.
1. Jestliže lim

n→∞ |an| = +∞, pak lim
n→∞

1
an

= 0 (heslo „
1
∞ = 0“).

2. Jestliže lim
n→∞ an = 0 a existuje n0 takové, že pro všechna n > n0 je an > 0, pak

lim
n→∞

1
an

= +∞ (heslo „
1

0+ = +∞“).

Analogicky platı́ tvrzenı́ vystižené heslem „
1

0− = −∞“.

Důkaz.

1. Bud’ ε > 0. Chceme ukázat, že existuje n0 takové, že pro všechna n > n0 je∣∣ 1
an

− 0
∣∣ = 1

|an| < ε. Z existence limity lim
n→∞ |an| = +∞ plyne, že k čı́slu A := 1

ε

existuje n0 tak, že všechna n > n0 platı́ |an| > 1
ε
. Pak pro n > n0 platı́ 0 < 1

|an| < ε

a tvrzenı́ je dokázáno.

2. Bud’A > 0. Chceme dokázat, že existuje n∗
0 takové, že pro všechna n > n∗

0 je
1
an
> A. Podle předpokladu platı́ lim

n→∞ an = 0. Proto k čı́slu ε := 1
A

existuje n1

takové, že pro všechna n > n1 je an ∈ (−ε, ε). Zvolme n∗
0 := max(n0, n1). Pak

pro n > n∗
0 je 0 < an < ε = 1

A
, odkud 1

an
> A. Tvrzenı́ je dokázáno.
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Poznámka 2.19. V přı́padě limit typu „∞ − ∞“, „
∞
∞“, „

0
0
“ limita může existovat,

ale nemusı́.
V přı́padě typu „

1
0
“ mohou nastat tři přı́pady: limita je +∞, −∞ nebo limita

neexistuje. Jako ilustraci uved’me

lim
n→∞

1
1
n

= ∞, lim
n→∞

1
− 1
n

= −∞, lim
n→∞

1
(−1)n
n

neexistuje.

Věta 2.20. Každá neklesajı́cı́ shora ohraničená posloupnost {an} má vlastnı́ limitu.
Přitom platı́ lim

n→∞ an = sup{a1, a2, . . . }.
Podobně každá nerostoucı́ zdola ohraničená posloupnost {bn} má vlastnı́ limitu a

platı́ lim
n→∞ bn = inf{b1, b2, . . . }.

Důkaz. Dokážeme pouze prvnı́ tvrzenı́, důkaz druhého se provede analogicky.
Necht’ {an} je neklesajı́cı́ posloupnost shora ohraničená. Podle axiomu (R13)

má každá neprázdná shora ohraničená množina supremum. Označı́me tudı́ž s :=
= sup{a1, a2, · · · }, s ∈ R, a dokážeme, že lim

n→∞ an = s.
Z druhé vlastnosti suprema plyne, že pro každé ε > 0 existuje n0 takové, že

s− ε < an0 ≤ s. Posloupnost {an} je neklesajı́cı́, proto pro každé n > n0 je an0 ≤ an.
Odtud s − ε < an ≤ s, neboli an ∈ (s − ε, s + ε). Tvrzenı́ je dokázáno.

Přı́klad 2.21. Vypočtete limitu

lim
n→∞

(
1

1 · 2
+ 1

2 · 3
+ · · · + 1

(n− 1)n

)
.

Řešenı́. Nejprve si uvědomı́me, že platı́ 1
(k−1)k = 1

k−1 − 1
k

(ověřte sami). Potom

lim
n→∞

(
1

1 · 2
+ 1

2 · 3
+ · · · + 1

(n− 1)n

)
=

= lim
n→∞

(
1
1

− 1
2

+ 1
2

− 1
3

+ · · · + 1
n− 1

− 1
n

)
= lim

n→∞

(
1 − 1

n

)
= 1.

�
Přı́klad 2.22. Vypočtete

lim
n→∞

1 − 2 + 3 − 4 + · · · − 2n√
n2 + 1

.

Řešenı́. Podle vzorce pro součet členů aritmetické posloupnosti je

sl(n) =1 + 3 + 5 + · · · + (2n− 1) = n

2
(1 + 2n− 1) = n2,

ss(n) =2 + 4 + · · · + 2n = n

2
(2 + 2n) = n+ n2.
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Potom

lim
n→∞

1 − 2 + 3 − 4 + · · · − 2n√
n2 + 1

= lim
n→∞

sl(n)− ss(n)√
n2 + 1

= lim
n→∞

n2 − n− n2

√
n2 + 1

=

= lim
n→∞

−n · 1
n√

n2 + 1 · 1
n

= lim
n→∞

−1√
n2

n2 + 1
n2

= −1
1

= −1.

�
Přı́klad 2.23. Vypočtěte lim

n→∞ n
(√
n2 + 1 − n

)
.

Řešenı́. Máme

lim
n→∞n

(√
n2 + 1 − n

)
= lim

n→∞
n(

√
n2 + 1 − n)(

√
n2 + 1 + n)√

n2 + 1 + n
=

= lim
n→∞

n(n2 + 1 − n2)√
n2 + 1 + n

= lim
n→∞

1√
1 + 1

n2 + 1
= 1

2
.

�
Přı́klad 2.24. Vypočtěte

lim
n→∞

3
√

2n5 + 3n + 1 + √
5n2 + 3n√

2n3 + 4n+ 1 − 3
√

5n5 + 1
.

Řešenı́. Vytkneme z každé odmocniny člen v nejvyššı́ mocnině

lim
n→∞

3
√
n5 · 3

√
2 + 3

n4 + 1
n5 + n ·

√
5 + 3

n√
n3 ·

√
2 + 4

n2 + 1
n3 − 3

√
n5 · 3

√
5 + 1

n5

.

Zkrátı́me zlomek výrazem 3
√
n5 a dostaneme

lim
n→∞

3
√

2 + 3
n4 + 1

n5 + 1
3√
n2

·
√

5 + 3
n

1
6√n ·

√
2 + 4

n2 + 1
n3 − 3

√
5 + 1

n5

=
3
√

2 + 0 + 0 + 0 · √5 + 0
0 · √

2 + 0 + 0 − 3
√

5 + 0 + 0
= −3

√
2
5
.

�

Přı́klad 2.25. Vypočtěte lim
n→∞

(√
n2 + n+ 1 −

√
n2 − n

)
.

Řešenı́. Postupujeme obdobně jako v přı́kladě 2.23:

lim
n→∞

(√
n2 + n+ 1 −

√
n2 − n

) = lim
n→∞

n2 + n+ 1 − (n2 − n)√
n2 + n+ 1 + √

n2 − n
=

= lim
n→∞

2n + 1√
n2 + n+ 1 + √

n2 − n
= lim

n→∞
2 + 1

n√
1 + 1

n
+ 1

n2 +
√

1 − 1
n

= 2
2

= 1.

�
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2.3. Eulerovo čı́slo

Věta 2.26. Posloupnost {an}, kde an = (
1 + 1

n

)n, je rostoucı́ a shora ohraničená,
posloupnost {bn}, kde bn = (

1 + 1
n

)n+1, je klesajı́cı́ a zdola ohraničená, jsou tedy obě
konvergentnı́. Majı́ tutéž limitu.

Důkaz. Ukážeme nejprve, že posloupnost {an} je rostoucı́ a {bn} je klesajı́cı́. Pro n ≥ 2 je
podle Bernoulliovy nerovnosti (viz přı́klad 1.15)

an

an−1
=

(
n+1
n

)n(
n
n−1

)n−1 =
(n2 − 1

n2

)n · n

n− 1
=
(

1 − 1
n2

)n · n

n− 1
>
(

1 − 1
n

)
· n

n− 1
= 1,

takže an > an−1 pro každé n > 1. Podobně

bn−1

bn
=

(
n
n−1

)n(
n+1
n

)n+1 =
( n2

n2 − 1

)n · n

n+ 1
=
(

1 + 1
n2 − 1

)n · n

n+ 1
>

>
(

1 + n

n2 − 1

)
· n

n+ 1
>
(

1 + 1
n

)
· n

n+ 1
= 1,

tedy bn−1 > bn pro každé n > 1.
Protože bn = (

1 + 1
n

) · an > an pro všechna n ∈ N, platı́ a1 ≤ an < bn ≤ b1 pro
n ∈ N. Posloupnost {an} je tedy shora ohraničená a posloupnost {bn} je zdola ohraničená.
Podle věty 2.20 majı́ obě limitu. Konečně lim

n→∞ bn = lim
n→∞

(
1 + 1

n

) · an = lim
n→∞ an.

Společná limita obou posloupnostı́ z předchozı́ho přı́kladu má velký význam.

Definice 2.27. Limitu e := lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n nazýváme Eulerovo čı́slo.

Poznámka 2.28. O čı́slu e lze dokázat, že je iracionálnı́ — viz např. [7, str. 81], [17, str. 181]
nebo [21, str. 89]; rovněž čı́slo π je iracionálnı́ — viz [15, str. 183].

Čı́slo se nazývá algebraické, je-li kořenem nějakého nenulového polynomu s celočı́-
selnými koeficienty. Mezi tato čı́sla patřı́ všechna racionálnı́ čı́sla. Přı́kladem iracionálnı́ch
algebraických čı́sel je třeba

√
2, 3
√

2 − √
3 a pod. Zbývajı́cı́ reálná čı́sla se nazývajı́ transcen-

dentnı́. Čı́slo e je transcendentnı́ — viz [8, str. 147]. Také čı́slo π je transcendentnı́ — viz [18,
str. 205]. Srovnejte též přı́klad D.43 dodatku.

Přı́klad 2.29. Vypočtěte

lim
n→∞

(
1 + 1

2n

)n
.

Řešenı́. Využijeme znalost limity posloupnosti
{(

1 + 1
n

)n}. Upravı́me(
1 + 1

2n

)n
=
√(

1 + 1
2n

)2n

.
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Označı́me 2n = m a dostáváme

lim
n→∞

√(
1 + 1

2n

)2n

= lim
m→∞

√(
1 + 1

m

)m
= √

e.

(Využili jsme toho, že odmocnina je spojitá funkce, platı́ tedy lim
n→∞

√
an = √

lim
n→∞ an, jak

uvidı́me dále ve větě 4.22.) �

2.4. Hromadné body posloupnosti

Definice 2.30. Necht’ {an}∞
n=1 je posloupnost a necht’ {nk}∞

k=1 je rostoucı́ posloup-
nost přirozených čı́sel. Pak posloupnost {ank }∞

k=1 se nazývá vybraná posloupnost
(podposloupnost) z posloupnosti {an}∞

n=1.

Přı́klad 2.31. Najděte všechny konvergentnı́ podposloupnosti posloupnosti {an} =
= {(−1)n}.

Řešenı́. Posloupnost {an} = {(−1)n} má vybrané konvergentnı́ posloupnosti

{a2n} = {1, 1, . . .} a {a2n+1} = {−1,−1, . . .},

majı́cı́ limity 1 resp. −1. Každá jiná vybraná posloupnost {ank } bude konvergentnı́,
jen když bude od jistého členu konstantnı́. To ukážeme následovně. K čı́slu 0 < ε < 1
lze najı́t k0 takové, že pro k ≥ k0 je |ank − a| < ε, kde a je limita této posloupnosti.
Pak pro k,m ≥ k0 je |ank − anm | = |ank − a + a − anm | ≤ |ank − a| + |anm − a| <
< 2ε < 2. Protože |1 − (−1)| = 2, musı́ být pro k ≥ k0 bud’ pořád ank = 1 nebo
pořád ank = −1. �

Věta 2.32. Necht’ {ank} je vybraná posloupnost z posloupnosti {an} a lim
n→∞ an = a.

Potom lim
k→∞

ank = a.

Důkaz. Tvrzenı́ dokážeme přı́mo z definice limity. Necht’ je dáno libovolné ε > 0.
Pak podle předpokladu existuje n∗ takové, že pro všechna n ≥ n∗ je |an − a| < ε.
Posloupnost {nk} je rostoucı́ posloupnost přirozených čı́sel, proto můžeme zvolit k0

tak, že nk0 ≥ n∗. Pak pro všechna k > k0 je nk > nk0 ≥ n∗, a proto platı́ |ank −a| < ε.
Tvrzenı́ je dokázáno.
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Předchozı́ věta se někdy užı́vá pro důkaz neexistence limity dané posloupnosti.
Ukažme si to na jednoduché posloupnosti {an} = {(−1)n} z přı́kladu 2.31. Kdyby
existovala limita lim

n→∞(−1)n = a, pak by toto čı́slo bylo limitou i každé vybrané
posloupnosti, a proto by muselo platit, že

a = lim
n→∞ a2n = lim

n→∞ 1 = 1, a = lim
n→∞ a2n+1 = lim

n→∞(−1) = −1,

což je evidentnı́ spor, a tedy daná posloupnost {(−1)n} nemá limitu.

Pro posloupnosti, které nejsou konvergentnı́, je důležitý pojem hromadného bodu
zobecňujı́cı́ pojem limity posloupnosti.

Definice 2.33. Čı́slo a ∈ R∗ se nazývá hromadný bod posloupnosti {an}, jestliže
pro každé okolı́ O(a) existuje nekonečně mnoho indexů n ∈ N, pro které platı́, že
an ∈ O(a).

Věta 2.34. Čı́slo a je hromadným bodem posloupnosti {an} právě tehdy, když existuje
vybraná podposloupnost {ank } taková, že lim

k→∞
ank = a.

Důkaz. Tvrzenı́ snadno plyne přı́mo z definice hromadného bodu a vybrané posloup-
nosti.

Přı́klad 2.35. Najděte všechny hromadné body posloupnosti {an} =
{

cos
2nπ

3

}
.

Řešenı́. Budeme postupovat pomocı́ předchozı́ věty — vyšetřı́me všechny vybrané
podposloupnosti. Necht’k ∈ N. Pro n = 3k dostáváme

cos
2nπ

3
= cos

6kπ
3

= cos 2kπ = 1.

Položme nk = 3k. Pak lim
k→∞ ank = 1 a čı́slo 1 je hromadným bodem posloupnosti

{an}. Obdobně pro n = 3k + 1, kde k ∈ N, dostáváme

cos
2nπ

3
= cos

2(3k + 1)π
3

= cos
(

2kπ + 2π

3

)
= cos

2π

3
= −1

2

a pro n = 3k + 2, kde k ∈ N, dostáváme

cos
2nπ

3
= cos

2(3k + 2)π
3

= cos
(

2kπ + 4π

3

)
= −1

2
.

Analogicky jako v přı́kladu 2.31 se ukáže, že dalšı́ podposloupnosti jsou konvergentnı́,
jen když jsou od jistého indexu konstantnı́. Posloupnost {an} má tudı́ž celkem tři
hromadné body 1 a ±1/2. �
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Lemma 2.36. Každá posloupnost má nejmenšı́ a největšı́ hromadný bod.

Důkaz. Důkaz tohoto intuitivně zřejmého tvrzenı́ je následujı́cı́.
Necht’je posloupnost {an} ohraničená. Definujme dvě pomocné posloupnosti {hn} a {dn}

následovně: hn = sup{ak; k ≥ n} a dn = inf{ak; k ≥ n}, n ∈ N. Zřejmě platı́ dn ≤ an ≤ hn.
Dále posloupnost {hn} je nerostoucı́ a posloupnost {dn} je neklesajı́cı́. Obě jsou ohraničené.
Podle věty 2.20 existujı́ tedy lim

n→∞ hn = h ∈ R a lim
n→∞ dn = d ∈ R, přičemž d ≤ h podle

věty podle 2.12, 2.
Ukážeme, že d a h jsou hromadné body posloupnosti {an}. Ověřı́me to např. pro h. Z de-

finice suprema plyne, že ke každému n ∈ N existuje index kn > n takový, že platı́ nerovnost
hn − 1/n < akn ≤ hn. Přitom lze předpokládat (po přı́padném přechodu k podposloupnosti),
že posloupnost {kn} je rostoucı́. Z věty 2.13 nynı́ plyne, že lim

n→∞ akn = h. Existuje tudı́ž
vybraná podposloupnost, která má za limitu h.

Dále ukážeme, že pro libovolný hromadný bod a posloupnosti {an} je d ≤ a ≤ h. Existuje
totiž vybraná konvergentnı́ podposloupnost {ank }, pro niž lim

k→∞ ank = a. Pak platı́ nerovnost

dnk ≤ ank ≤ hnk , z čehož podle věty 2.12, 2 plyne tvrzenı́. Tedy h je největšı́ a d je nejmenšı́
hromadný bod posloupnosti {an}.

Nynı́ vyšetřı́me neohraničené posloupnosti. Je-li posloupnost {an} shora resp. zdola neo-
hraničená, ukážeme, že +∞ resp. −∞ je jejı́ hromadný bod.

Necht’je {an} posloupnost shora neohraničená, tj. pro každéK > 0 existuje n ∈ N takové,
že an > K . Indukcı́ můžeme sestrojit rostoucı́ posloupnost indexů {nk} takovou, že ank > k

pro všechna k ∈ N. Pak zřejmě podle věty 2.10, 1 je lim
k→∞ ank = +∞, proto je podle věty 2.34

také +∞ hromadným bodem posloupnosti {an}.
Analogicky bychom vyšetřili přı́pad zdola neohraničené posloupnosti; v tomto přı́padě

pak je −∞ hromadným bodem posloupnosti.
Konečně si všimneme, že posloupnost {hn} lze definovat pro libovolnou shora ohrani-

čenou posloupnost (pak ovšem může být i h = −∞; přı́kladem je posloupnost {−n}) a
posloupnost {dn} lze definovat pro libovolnou zdola ohraničenou posloupnost (pak ovšem
může být i d = +∞; přı́kladem je posloupnost {n}). Přitom bude platit an ≤ hn resp.
dn ≤ an. Je-li např. h = −∞, je vzhledem k nerovnosti an ≤ hn podle věty 2.10, 2 také
lim
n→∞ an = −∞. Podobně se postupuje v přı́padě d = +∞.

Tedy ve všech přı́padech existuje největšı́ a nejmenšı́ hromadný bod.

Poznámka 2.37. Posloupnosti {hn} a {dn} z předchozı́ho důkazu je možné zavést dokonce pro
libovolnou posloupnost, pokud pro shora (resp. zdola) neohraničené posloupnosti položı́me
hn = +∞ (resp. dn = −∞) pro každé n ∈ N. Pak klademe h = +∞ (resp. d = −∞).

Ilustrujme konstrukci z předchozı́ho důkazu na přı́kladech.

(a) Pro an = 1/n je hn = 1/n, dn = 0, h = 0 a d = 0.

(b) Pro an = n je hn = +∞, dn = n, h = +∞ a d = +∞.

(c) Pro an = (−1)n je hn = 1, dn = −1, h = 1 a d = −1.

(d) Pro an = (−1)n · n/(n+ 1) je hn = 1, dn = −1, h = 1 a d = −1.

Důsledek 2.38. Každá posloupnost má alespoň jeden hromadný bod.
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Následujı́cı́ věta má velký význam v řadě partiı́ matematické analýzy. Jejı́ důkaz
bezprostředně vyplývá z lemmatu 2.36.

Věta 2.39 (Bolzanova-Weierstrassova). Z každé ohraničené posloupnosti lze vybrat
konvergentnı́ podposloupnost.

Definice 2.40. Necht’ je dána posloupnost {an}. Pak největšı́ hromadný bod této
posloupnosti nazveme limita superior a označujeme

lim sup
n→∞

an;

nejmenšı́ hromadný bod této posloupnosti nazveme limita inferior a označujeme

lim inf
n→∞ an.

Přı́klad 2.41. Vypočtěte lim sup
n→∞

an a lim inf
n→∞ an posloupnosti {an} =

{1 + (−1)n

2

}
.

Řešenı́. Pro nk = 2k, resp. pro nk = 2k + 1 (k ∈ N) platı́

lim
k→∞

ank = 1 + 1
2

= 1, resp. lim
k→∞

ank = 1 − 1
2

= 0.

Jiné hromadné body neexistujı́ (ověřı́ se jako v přı́kladu 2.31). Proto lim sup
n→∞

an = 1

a lim inf
n→∞ an = 0. �

Z předchozı́ho snadno plyne následujı́cı́ důležitá věta.

Věta 2.42. Posloupnost {an} má limitu právě tehdy, když lim sup
n→∞

an = lim inf
n→∞ an.

Všechny tři hodnoty jsou pak stejné.

Důkaz. „⇒“ Existuje-li lim
n→∞ an = L, pak každá vybraná podposloupnost má tutéž

limitu L. Posloupnost má proto jediný hromadný bod L, takže jejı́ limita superior a
limita inferior se musı́ rovnat.
„⇐“ Označme L společnou hodnotu limity superior a limity inferior. Necht’nejprve
L ∈ R. K libovolnému ε > 0 lze najı́t index n0 tak, že pro n ≥ n0 je L − ε <

< dn ≤ hn < L + ε. Protože platı́ dn ≤ an ≤ hn, je L− ε < an < L+ ε kdykoliv
n ≥ n0, tedy limita posloupnosti {an} existuje a je rovnaL. Podobně se vyšetřı́ přı́pady
L = ±∞.
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Následujı́cı́ tvrzenı́ bývá často nazýváno Bolzanovo-Cauchyovo kritérium. Má předevšı́m
teoretický význam v důkazech existence limit.

Věta 2.43. Posloupnost {an} je konvergentnı́ právě tehdy, když je cauchyovská, tj. když ke
každému ε > 0 existuje n0 ∈ N takové, že pro všechna m,n ∈ N, m,n > n0, platı́ nerovnost
|an − am| < ε. Zapsáno pomocı́ kvantifikátorů:

∀ε > 0 ∃ n0 ∈ N ∀m,n ∈ N,m, n > n0 : |am − an| < ε.

Důkaz. Je-li posloupnost {an} konvergentnı́, existuje k libovolnému ε > 0 index n0 ∈ N tak,
že pro n > n0 platı́ |a − an| < ε/2. Tedy prom,n > n0 je |am − an| = |am − a + a − an| ≤
≤ |am − a| + |an − a| < ε/2 + ε/2 = ε, takže posloupnost je cauchyovská.

Necht’je naopak posloupnost cauchyovská. K čı́slu 1 existuje index n0 ∈ N tak, že pro
m,n > n0 je |am−an| < 1. Volboum = n0 +1 dostaneme nerovnost an0 −1 < an < an0 +1
a tedy |an| < |an0 | + 1. Posloupnost je tudı́ž ohraničená a podle věty 2.39 z nı́ lze vybrat
konvergentnı́ podposloupnost {ank }, kde ank → a. K libovolnému ε > 0 existuje r0 ∈ N
takové, že pro m,n > r0 je |am − an| < ε/2. Dále lze najı́t ns > r0 tak, že |a − ans | < ε/2.
Nynı́ pro libovolné n > r0 platı́ |a − an| = |a − ans + ans − an| ≤ |a − ans | + |ans − an| <
< ε/2 + ε/2 = ε, takže posloupnost je konvergentnı́.

Mı́sto cauchyovská posloupnost se také použı́vá název fundamentálnı́ posloupnost. Obsah
věty 2.43 pak vyjadřujeme termı́nem, že množina R je úplná. Vlastnost úplnosti doplněná
o archimedovskost je ve skutečnosti ekvivalentnı́ axiomu (R13) z definice 1.8 a je významnou
vlastnostı́ reálných čı́sel — viz dodatek, věta D.14. Dodejme, že např. množinaQ úplná nenı́.

Cvičenı́

1. Udejte přı́klad posloupnostı́ an, bn, pro které lim
n→∞ an = 0, lim

n→∞ bn = 0 a přitom

lim
n→∞

an
bn

= 1, resp. lim
n→∞

an
bn

= +∞.

2. Vypočtěte limity posloupnostı́:

a) lim
n→∞ n

(√
a + 1

n
− √

a

)
, b) lim

n→∞
2n − 3n

3n
, c) lim

n→∞
sin n+ n

sin n− n
.

3. Vypočtěte limity následujı́cı́ch posloupnostı́:

a) lim
n→∞

(n+ 2)! + (n+ 1)!
(n+ 2)! − (n+ 1)! , b) lim

n→∞
2n − 1
2n + 1

,
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c) lim
n→∞

4
√
n5 + 2 − 3

√
n2 + 1

5
√
n4 + 2 − √

n3 + 1
, d) lim

n→∞
n
√

4n2 + 3n+ 1 − 2n2

n+ 1
,

e) lim
n→∞

2n+ 1

n
3
√
n3 + n2 − n2

, f) lim
n→∞

(√
2 · 4

√
2 · 8

√
2 · · · 2n

√
2
)
.

4. Vypočtěte limitu superior a limitu inferior posloupnostı́

a) (−1)n
(

2 + 3
n

)
, b) 1 + n

n+ 1
cos

nπ

2
,

c) n(−1)n , d) an = (−1)n−1
(

2 + 3
n

)
,

e) an = (−1)n

n
+ 1 + (−1)n

2
, f) an = (−1)nn,

g) an = 1 + n sin
nπ

2
, h) an = 1 + n

n+ 1
cos

nπ

2
.

5. Zjistěte, zda existuje limita posloupnosti, přı́padně určete hromadné body po-
sloupnosti

a) lim
n→∞

(−2)n + 3n

(−2)n+1 + 3n+1
, b) lim

n→∞ sin
nπ

6
.

6. Dokažte tvrzenı́ 1 z poznámky 1.34.

*

Kolik matematiků je potřeba k výměně žárovky?
Žádný. Je to přenecháno čtenáři jako cvičenı́.
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Kapitola 3

Elementárnı́ funkce

V této kapitole zavedeme základnı́ elementárnı́ funkce — polynomy, racionálnı́ lo-
mené funkce, goniometrické a cyklometrické funkce, funkce exponenciálnı́, logarit-
mické a mocninné. Nejjednoduššı́mi elementárnı́mi funkcemi jsou polynomy.

3.1. Polynomy

Definice 3.1. Funkci P : R→ R tvaru

P(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a0, kde a0, a1, . . . , an ∈ R,
nazýváme polynomem neboli mnohočlenem. Čı́sla ai se nazývajı́ koeficienty poly-
nomu. Je-li an �= 0, pak čı́slo n nazveme stupněm polynomu a značı́me stP .

Přı́klad 3.2. Přı́kladem jsou již ze střednı́ školy známé polynomy: ax2 + bx + c

— kvadratický polynom, ax + b — lineárnı́ polynom. Je-li P(x) = a0 �= 0, jde
o polynom nulového stupně. Polynom P(x) = 0 nazýváme nulovým polynomem a
přiřazujeme mu jako stupeň symbol −∞ (někdy se mu stupeň nepřiřazuje).

Poznámka 3.3.

i) Definičnı́m oborem polynomu je množina reálných čı́sel.
ii) Takto definovaný polynom (kde ai ∈ R a x ∈ R) se také nazývá reálným po-

lynomem nad množinou R. Pokud x ∈ C, mluvı́me o reálném polynomu nad
množinou C. Protože v celém textu rozumı́me pod pojmem funkce pouze reálné
funkce reálné proměnné, pod pojmem polynom rozumı́me vždy reálný polynom
nad R. Podrobněji o polynomech viz [11].
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iii) Mezi polynomy definujeme operace sčı́tánı́ (resp. odčı́tánı́) a násobenı́ tak, že pro
každé x ∈ R platı́ (P ± Q)(x) = P(x) ± Q(x) a (P · Q)(x) = P(x) · Q(x).
Součet (resp. rozdı́l) a součin dvou polynomů je opět polynom. Platı́ st(P ±Q) ≤
≤ max(stP, stQ) a st(P ·Q) = stP + stQ. Při sčı́tánı́ (resp. odčı́tánı́) sčı́táme
(resp. odčı́táme) koeficienty u stejných mocnin proměnné x. Při násobenı́ jde
o obyčejné násobenı́ n-členů.

Definice 3.4. Čı́slo α ∈ C se nazývá kořen polynomu P , jestliže

P(α) = 0.

Čı́slo α je k-násobným kořenem polynomu P , existuje-li polynom Q takový, že

P(x) = (x − α)kQ(x),

a α nenı́ kořenem polynomu Q, tj. Q(α) �= 0. (Pro k = 1 použı́váme název
jednoduchý kořen.) Čı́slo k ∈ N se pak nazývá násobnost kořene α polynomu P .
Je-li α kořen, pak se polynom (x − α) nazývá kořenový činitel přı́slušný k α.

Následujı́cı́ tvrzenı́ uvádı́me bez důkazů. Teorie polynomů bude podrobněji pro-
bı́rána později v algebře, viz např. [11].

i) Je-li α kořen polynomu P , pak existuje polynom R tak, že P(x) = (x−α)R(x).
ii) Základnı́ věta algebry:

Polynom P stupně n ≥ 0 má v C právě n kořenů, počı́táme-li každý kořen
tolikrát, kolik je jeho násobnost.
Všimněte si, že nulový polynom má za kořen každé čı́slo.

iii) Rozklad polynomu v C.
Důsledkem základnı́ věty algebry je:
Je-li P(x) = anx

n + · · · + a0 polynom a α1, . . . αm (kde m ≤ n) jsou všechny
jeho navzájem různé kořeny s násobnostmi k1, . . . km, pak

P(x) = an(x − α1)
k1 · · · · · (x − αm)

km.

Tento rozklad polynomu P se nazývá rozklad polynomu v C nebo také rozklad
polynomu na součin kořenových činitelů.
Napřı́klad P(x) = x2 + 1 = (x − i)(x + i) je rozklad v C.

iv) Je-li komplexnı́ čı́slo α k-násobným kořenem reálného polynomu P , je čı́slo
komplexně sdružené ᾱ rovněž k-násobným kořenem polynomu P .
Pro kořenové činitele přı́slušné komplexnı́m kořenům α = c ± id platı́(
x − (c − id)

)r(
x − (c + id)

)r =
= [(

(x − c)+ id
)(
(x − c)− id

)]r = [(x − c)2 + d2]r .
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v) Rozklad polynomu v R.
Je-li P(x) = anx

n + · · · + a0 polynom, pak podle základnı́ věty algebry můžeme
P rozložit v C:

P(x) = an (x − α1)
k1 · · · ·︸ ︷︷ ︸

reálné kořeny

· · · · (x − αm)
km︸ ︷︷ ︸

komplexnı́ kořeny

.

Jsou-li α1, . . . , αr reálné kořeny s násobnostmi k1, . . . , kr a (c1 ± id1), . . . ,
(cs ± ids) navzájem různé dvojice nereálných komplexně sdružených kořenů
s násobnostmi r1, . . . , rs , platı́

P(x) = an(x−α1)
k1 · · · · · (x−αr)kr [(x− c1)

2 + d2
1 ]r1 · · · · · [(x− cs)2 + d2

s ]rs .
Tento rozklad se nazývá rozklad polynomu v R.
Poznamenejme, že se někdy kvadratické výrazy (x− c)2 +d2, kde d �= 0, pı́šı́ ve
tvaru kvadratických trojčlenů x2 + px + q se záporným diskriminantem, nebot’

(x − c)2 + d2 = x2 − 2cx + c2 + d2 = x2 + px + q,

kde −2c = p, c2 + d2 = q a D = p2 − 4q = 4c2 − 4c2 − 4d2 < 0.
Napřı́klad, P(x) = x2 + 1 je rozklad P v R.

vi) Znaménko polynomu — intervaly, kde je polynom kladný, resp.záporný.
Z rozkladu polynomu určujeme znaménko hodnot polynomu. Je-li P polynom a
jsou-li x1 < x2 < · · · < xm všechny jeho navzájem různé reálné kořeny s lichou
násobnostı́, pak v každém z intervalů (−∞, x1), (x1, x2), . . . , (xm,∞) je P stále
nekladný nebo stále nezáporný. Vybereme-li dva sousednı́ intervaly, pak v jednom
z nich jsou hodnoty nekladné a v druhém nezáporné.

vii) Jestliže polynomy P,Q majı́ stupně nejvýše rovny danému přirozenému čı́slu n
a jestliže existuje n + 1 navzájem různých komplexnı́ch čı́sel a tak, že P(a) =
= Q(a), pak jsou polynomy P,Q identické, tj. majı́ stejné koeficienty, takže
rovnost P(x) = Q(x) platı́ pro každé x.

Přı́klad 3.5. Rozložte v R polynom x3 + 1.

Řešenı́. Můžeme postupovat dvojı́m způsobem:
1. Rozkladem pomocı́ známých vzorců, až dostaneme lineárnı́ polynomy nebo kva-

dratické polynomy se záporným diskriminantem. V tomto přı́padě pomocı́ vzorce
pro a3 + b3 dostaneme (x3 + 1) = (x + 1)(x2 − x + 1).

2. Pomocı́ rozkladu vC, kdy řešı́me známým postupem binomickou rovnici x3 = −1.
Platı́

x3 = cos(π + 2kπ)+ i sin(π + 2kπ),

x = cos
(π

3
+ 2kπ

3

)
+ i sin

(π

3
+ 2kπ

3

)
, k ∈ Z.
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Tedy x1 = cos π
3 + i sin π

3 = 1
2 + i

√
3

2 , x2 = cos(π
3 + 2π

3 )+ i sin(π
3 + 2π

3 ) = −1,
x3 = cos(π

3 + 4π
3 )+ i sin(π

3 + 4π
3 ) = 1

2 − i
√

3
2 .

Rozklad polynomu x3 + 1 v C je

(x+1)
(
x− 1

2
−i

√
3

2

)(
x− 1

2
+i

√
3

2

)
= (x+1)

[(
x− 1

2

)2+ 3
4

]
= (x+1)(x2−x+1).

�

Přı́klad 3.6. Rozložte v R následujı́cı́ polynomy:
a) P(x) = x4 + 1, b) P(x) = x5 + x4 + x3 − x2 − x − 1.

Řešenı́. a) Upravı́me a použijeme vzorec a2 − b2 = (a − b)(a + b):

P(x) = x4 + 1 + 2x2 − 2x2 = (x2 + 1)2 − 2x2 =
= (x2 − √

2x + 1)(x2 + √
2x + 1),

což je hledaný rozklad, protože oba kvadratické trojčleny majı́ záporný diskriminant
D = −2.

b) Potřebujeme rozložit daný mnohočlen na součin. S použitı́m vzorce a3 − b3 =
= (a − b)(a2 + ab + b2) lze postupovat např. takto:

P(x) = x3(x2 + x + 1)− (x2 + x + 1) = (x2 + x + 1)(x3 − 1) =
= (x2 + x + 1)(x − 1)(x2 + x + 1) = (x − 1)(x2 + x + 1)2.

Kvadratický trojčlen x2 + x + 1 má záporný diskriminant. Proto rozklad v R je

P(x) = (x − 1)(x2 + x + 1)2. �

Přı́klad 3.7. Proved’te rozklad v R polynomu

P(x) = x4 − 15x3 + 83x2 − 359x + 290.

Řešenı́. Pokusı́me se najı́t celočı́selný kořen. Z algebry — viz [11] — je známo,
že celočı́selný kořen mnohočlenu s celočı́selnými koeficienty musı́ být dělitelem
absolutnı́ho členu. Provedeme rozklad čı́sla 290 na součin prvočı́sel: 290 = 1·2·5·29.
Kandidáty na celočı́selné kořeny jsou čı́sla

±1,±2,±5,±10,±29,±58,±145,±290.

Počı́tejme Hornerovým schématem (viz [11]): budeme postupně zkoušet všechna tato
čı́sla. (Kořen může být vı́cenásobný; v tomto přı́padě počı́táme s koeficienty nového
polynomu).
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1 −15 83 −359 290

1 1 −14 69 −290 0 x = 1 je kořen

1 1 −13 56 −234 x = 1 je pouze jednoduchý kořen
...

...

10 1 −4 29 0 dalšı́ kořen je x = 10

Kvadratický trojčlen x2 − 4x + 29 je již dále nerozložitelný (jeho diskriminant D =
= 16 − 4 · 29 < 0). Rozklad daného polynomu v R je

P(x) = (x − 1)(x − 10)(x2 − 4x + 29). �

Přı́klad 3.8. Nalezněte polynom nejnižšı́ho stupně s reálnými koeficienty, který má
kořen x = 1 + i a dvojnásobný kořen x = 2.

Řešenı́. Pro polynom s reálnými koeficienty platı́, že je-li komplexnı́ čı́slo z jeho
kořenem, je i čı́slo k němu komplexně sdružené z̄ kořenem. V našem přı́padě proto
hledáme polynom P s kořeny 1 + i , 1 − i a dvojnásobným kořenem 2. Tedy

P(x) = (x − 1 − i)(x − 1 + i)(x − 2)2 =
= (x2 − 2x + 2)(x2 − 4x + 4) = x4 − 6x3 + 14x2 − 16x + 8. �

3.2. Racionálnı́ funkce

Definice 3.9. Bud’te P,Q nenulové polynomy. Funkce

R(x) = P(x)

Q(x)

se nazývá racionálnı́ funkce (též racionálnı́ lomená funkce). Tuto funkci dále na-
zveme ryze lomenou, platı́-li stP < stQ, a neryze lomenou, platı́-li stP ≥ stQ.

Přı́kladem ryze lomené racionálnı́ funkce jsou funkce 1
x
, x

2+1
x5 ; přı́kladem neryze

lomené racionálnı́ funkce jsou funkce ax+b
cx+d , kde a �= 0, x

2+1
x

nebo x2+2
2x2−1 .

Platı́ následujı́cı́ tvrzenı́:

i) Definičnı́m oborem racionálnı́ funkce R(x) = P(x)

Q(x)
je množina tvaru D(R) =

= (−∞,∞) � {α1, . . . , αm}, kde α1, . . . , αm jsou všechny reálné kořeny poly-
nomu Q.
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ii) Je-li P(x)

Q(x)
neryze lomená racionálnı́ funkce, pak dělenı́m polynomů P a Q obdr-

žı́me součet polynomu a ryze lomené racionálnı́ funkce. Napřı́klad:

x3 + 2x
x2 + 2x + 1

= x − 1 + 2x − 1
x2 + x + 1

.

iii) Znaménko racionálnı́ funkce. Bud’R racionálnı́ funkce, jejı́ž čitatel a jmenovatel
nemajı́ společné kořeny. Bud’te x1 < · · · < xp všechny navzájem různé reálné
kořeny čitatele a jmenovatele s lichou násobnostı́. Pak v každém z intervalů
(−∞, x1), (x1, x2), . . . , (xp,∞) jsou všechny hodnoty R stále nezáporné nebo
nekladné (ve všech bodech, v nichž je R definovaná). V sousednı́ch intervalech
se střı́dajı́ znaménka.

Přı́klad 3.10. Určete všechny maximálnı́ intervaly, na kterých majı́ hodnoty R stejné
znaménko.

R(x) = (x − 2)2(x + 1)(x2 − 9)(x − 1)4

(x2 + 1) x5
.

Řešenı́. Reálné kořeny čitatele s lichou násobnostı́ jsou čı́sla −3,−1 a 3; reálným
kořenem jmenovatele s lichou násobnostı́ je čı́slo 0. Pro x > 3 je zřejmě R(x) > 0,
v dalšı́ch intervalech se znaménko funkce R pravidelně střı́dá. Znaménko této funkce
je uvedeno v následujı́cı́ tabulce:

x (−∞,−3) (−3,−1) (−1, 0) (0, 3) (3,∞)

R(x) + − + − + �
Následujı́cı́ věta má zásadnı́ význam pro integraci racionálnı́ch funkcı́. Jejı́ důkaz

lze nalézt např. v [10, 14].

Věta 3.11 (Věta o rozkladu racionálnı́ funkce na parciálnı́ zlomky).
Bud’ R(x) = P(x)

Q(x)
ryze lomená racionálnı́ funkce, necht’ polynomy P,Q nemajı́

společné kořeny a bud’

Q(x) = an(x − α)k · · · · · (x − λ)r[(x − a)2 + b2]s · · · · · [(x − p)2 + q2]v
rozklad jmenovatele v R. Pak existuje n reálných čı́sel A1, . . . Ak, . . . , L1, . . . , Lr ,
M1, N1, . . . ,Ms,Ns, . . . , U1, V1, . . . , Uv, Vv takových, že pro každé x ∈ R, pro něž
Q(x) �= 0, platı́

R(x) =
[

Ak

(x − α)k
+ · · · + A1

x − α
+ · · · + Lr

(x − λ)r
+ · · · + L1

x − λ
+

+ Msx +Ns

[(x − a)2 + b2]s + · · · + M1x +N1

[(x − a)2 + b2] +

+ · · · + Uvx + Vv

[(x − p)2 + q2]v + · · · + U1x + V1

(x − p)2 + q2

]
.
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Sčı́tance rozkladu z předchozı́ věty nazýváme parciálnı́ zlomky.

Poznámka 3.12. Konstanty v parciálnı́ch zlomcı́ch (lze ukázat, že jsou určeny jed-
noznačně) nalezneme metodou neurčitých koeficientů, tj. napı́šeme formálnı́ tvar
rozkladu a celou rovnost vynásobı́me polynomem Q. Dostaneme tak rovnost dvou
polynomů pro všechna x kromě kořenů jmenovatele. Tyto polynomy jsou proto iden-
tické, tj. majı́ stejné koeficienty, které určı́me pomocı́ dvou možných způsobů:

1. porovnánı́m koeficientů u odpovı́dajı́cı́ch si mocnin,
2. dosazenı́m konkrétnı́ch hodnot x (vhodné jsou zvláště kořeny jmenovatele Q).

Zı́skáme soustavu n lineárnı́ch rovnic pro n neznámých konstant, kterou vyřešı́me.

Algoritmus rozkladu racionálnı́ funkce:

Neryze lomená racionálnı́ funkce — vydělı́me čitatele a jmenovatele a tı́m zı́skáme
polynom a ryze lomenou racionálnı́ funkci, kterou rozložı́me následovně:

Ryze lomená racionálnı́ funkce — rozložı́me jmenovatele v R, napı́šeme si for-
málnı́ tvar rozkladu na parciálnı́ zlomky a určı́me konstanty.

Přı́klad 3.13. Rozložte na parciálnı́ zlomky racionálnı́ funkci

a) R(x) = 12x + 7
x2 − 9x + 18

, b) R(x) = 1
x3(x + 1)

.

Řešenı́. a) Nejprve rozložı́me jmenovatele

x2 − 9x + 18 = (x − 6)(x − 3).

Podle věty 3.11 je formálnı́ tvar parciálnı́ch zlomků

12x + 7
x2 + 9x + 18

= A

x − 6
+ B

x − 3
.

Po vynásobenı́ této rovnosti jmenovatelem dostáváme

12x + 7 = A(x − 3)+ B(x − 6) = x(A+ B)− 3A− 6B.

Porovnánı́m koeficientů u jednotlivých mocnin dostáváme soustavu rovnic

12 = A + B,

7 = −3A − 6B,

která má za řešenı́ A = 79
3 , B = − 43

3 . Rozklad funkce je

R(x) = 79
3(x − 6)

− 43
3(x − 3)

.
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b) Podle věty 3.11 je rozklad tvaru

1
x3(x + 1)

= A

x
+ B

x2 + C

x3 + D

x + 1
,

odkud
1 = Ax2(x + 1)+ Bx(x + 1)+ C(x + 1)+Dx3.

Pro určenı́ koeficientů kombinujeme obě metody. Dosazenı́m za x = 0 a x = −1
dostáváme C = 1, D = −1 a porovnánı́m koeficientů u mocnin x3 a x2

A+D = 0, A+ B = 0, tj. A = 1, B = −1.

Hledaný rozklad je

R(x) = 1
x

− 1
x2 + 1

x3 − 1
x + 1

.
�

Přı́klad 3.14. Rozložte na parciálnı́ zlomky funkci

a) R(x) = x2 − x + 10
(x2 − 3x + 10)2

, b) R(x) = x + 1
x5 + 3x3 + 2x

.

Řešenı́. a) Kvadratický trojčlen ve jmenovateli má diskriminant záporný, takže jej
nelze rozložit v R. Formálnı́ rozklad na parciálnı́ zlomky je tvaru

x2 − x + 10
(x2 − 3x + 10)2

= Ax + B

x2 − 3x + 10
+ Cx +D

(x2 + 3x + 10)2
.

Po vynásobenı́ polynomem (x2 + 3x + 10)2 dostaneme

x2 − x + 10 = (Ax + B)(x2 − 3x + 10)+ Cx +D

= Ax3 + x2(B − 3A)+ x(10A − 3B + C)+ 10B +D.

Porovnáme koeficienty u jednotlivých mocnin x a dostáváme soustavu

x3 : 0 = A,

x2 : 1 = B − 3A,

x1 : −1 = 10A − 3B + C,

x0 : 10 = 10B +D,

která má za řešenı́ A = 0, B = 1, C = 2, D = 0. Hledaný rozklad je

R(x) = 1
x2 − 3x + 10

+ 2x
(x2 − 3x + 10)2

.
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b) Podle věty 3.11 platı́

R(x) = x + 1
x(x2 + 2)(x2 + 1)

= A

x
+ Bx + C

x2 + 2
+ Dx + E

x2 + 1
.

Vynásobı́me tuto rovnost polynomem Q ve jmenovateli a po úpravě dostáváme

x + 1 = A(x2 + 2)(x2 + 1)+ (Bx + C)x(x2 + 1)+ (Dx + E)x(x2 + 2) =
= A(x4 + 3x2 + 2)+ (Bx + C)(x3 + x)+ (Dx + E)(x3 + 2x) =
= x4(A+ B + C)+ x3(C + E)+ x2(3A+ B + 2D)+ x(C + 2E)+ 2A.

Porovnánı́m koeficientů u jednotlivých mocnin x dostáváme 5 rovnic pro 5 nezná-
mých:

x4 : A+ B + C = 0,

x3 : C + E = 0,

x2 : 3A+ B + 2D = 0,

x1 : C + 2E = 1,

x0 : 2A = 1.

Řešenı́ této soustavy je A = 1
2 , B = 1

2 , C = −1,D = −1, E = 1. Výsledný rozklad
je

R(x) = 1
2x

+ x − 2
2(x2 + 2)

+ −x + 1
x2 + 1

.
�

3.3. Goniometrické a cyklometrické funkce

Definice 3.15. Bud’x ∈ R. Necht’P je koncový bod oblouku na jednotkové kružnici,
jehož počátečnı́ bod je [1, 0] a jehož délka je |x|; přitom oblouk je od bodu [1, 0]
k bodu P orientován v protisměru resp. ve směru chodu hodinových ručiček podle
toho, zda x ≥ 0 resp. x < 0. Pak prvnı́ souřadnici bodu P nazýváme cos x a druhou
souřadnici sin x. Dále definujme

tg x = sin x
cos x

, cotg x = cos x
sin x

.

Funkce sin x, cos x, tg x a cotg x nazýváme funkce goniometrické.

Geometrický význam této definice je znázorněn na obr. 3.1, grafy goniometric-
kých funkcı́ na obr. 3.2 a 3.3.
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O
cos x

sin x
tg x

cotg x

x

1

1

P

Obr. 3.1: Definice goniometrických funkcı́

x

y

y = sin x1

−1

0 2π−π π−π/2 π/2 3π/2

a) Graf funkce sinus: D(sin) = R, H(sin) = [−1, 1]

x

y

y = cos x1

−1

−π π 2π0−π/2 3π/2π/2

b) Graf funkce kosinus: D(cos) = R, H(cos) = [−1, 1]

Obr. 3.2: Grafy goniometrických funkcı́
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x

y y = tg x

−π π 2π− 3π
2 −π

2
π
2

3π
2

5π
20

a) Graf funkce tangens: D(tg) = R� {π/2 + kπ : k ∈ Z},H(tg) = R

x

y
y = cotg x

−2π −π 0 π 2π

b) Graf funkce kotangens: D(cotg) = R� {kπ : k ∈ Z}, H(cotg) = R

Obr. 3.3: Grafy goniometrických funkcı́
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Poznámka 3.16. Vlastnosti goniometrických funkcı́.
Funkce sin, tg a cotg jsou liché, funkce cos je sudá. Všechny goniometrické funkce
jsou periodické, a to funkce sin a cos s nejmenšı́ periodou 2π, funkce tg a cotg s
nejmenšı́ periodou π.

Vztahy mezi goniometrickými funkcemi:

sin x = cos
(π

2
− x

)
, cos x = sin

(π

2
− x

)
,

tg x = cotg
(π

2
− x

)
, cotg x = tg

(π

2
− x

)
,

sin2 x + cos2 x = 1, tg x · cotg x = 1,

sin 2x = 2 sin x cos x,

cos 2x = cos2 x − sin2 x = 2 cos2 x − 1 = 1 − 2 sin2 x,

sin(x ± y) = sin x cos y ± cos x sin y,
cos(x ± y) = cos x cos y ∓ sin x sin y,

tg(x ± y) = tg x ± tg y
1 ∓ tg x tg y

,

cotg(x ± y) = cotg x cotg y ∓ 1
cotg y ± cotg x

,

sin x + sin y = 2 sin
x + y

2
· cos

x − y

2
,

sin x − sin y = 2 cos
x + y

2
· sin

x − y

2
,

cos x + cos y = 2 cos
x + y

2
· cos

x − y

2
,

cos x − cos y = −2 sin
x + y

2
· sin

x − y

2
,

tg x ± tg y = sin(x ± y)

cos x cos y
,

cotg x ± cotg y = sin(y ± x)

sin x sin y
.

Nabı́zı́ se otázka, zda existujı́ inverznı́ funkce k funkcı́m goniometrickým. Protože
inverznı́ funkce existuje pouze k prosté funkci, můžeme inverznı́ funkce k funkcı́m
goniometrickým definovat jenom v těch intervalech definičnı́ch oborů goniometric-
kých funkcı́, kde jsou tyto funkce ryze monotonnı́, a tedy prosté. Výběr intervalů se
provádı́ takto:
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funkce f D(f ) H(f ) inverznı́ funkce čte se

sin
[−π

2 ,
π
2

] [−1, 1] arcsin arkussinus
cos [0,π] [−1, 1] arccos arkuskosinus
tg

(−π
2 ,

π
2

)
(−∞,∞) arctg arkustangens

cotg (0,π) (−∞,∞) arccotg arkuskotangens

Odtud plyne následujı́cı́ definice.

Definice 3.17. Inverznı́ funkce k funkci sin definované na intervalu
[−π

2 ,
π
2

]
se

značı́ arcsin.
Inverznı́ funkce k funkci cos definované na intervalu [0,π] se značı́ arccos.
Inverznı́ funkce k funkci tg definované na intervalu

(−π
2 ,

π
2

)
se značı́ arctg.

Inverznı́ funkce k funkci cotg definované na intervalu (0,π) se značı́ arccotg.
Funkce arcsin, arccos, arctg a arccotg nazýváme cyklometrické funkce.

Grafy jsou znázorněny na obr. 3.4.

Věta 3.18. Cyklometrické funkce majı́ následujı́cı́ vlastnosti:

1. Funkce arcsin a arctg jsou rostoucı́, funkce arccos a arccotg jsou klesajı́cı́.

2. Funkce arcsin a arctg jsou liché.

Důkaz. Tvrzenı́ 1 je zřejmé — plyne z věty 1.46 o inverznı́ funkci k funkci ryze
monotonnı́. Stačı́ dokázat tvrzenı́ 2. Necht’x ∈ [−1, 1] a označme y = arcsin x. Pak
sin y = x. Platı́ y ∈ [−π/2,π/2], a proto rovněž −y ∈ [−π/2,π/2]. Protože funkce
sin x je lichá, platı́ −x = − sin y = sin(−y), a tudı́ž −y = arcsin(−x) = − arcsin x
a tvrzenı́ je dokázáno. Podobně pro arctg x.

Přı́klad 3.19. Dokažte, že pro každé x ∈ [−1, 1] platı́

arcsin x + arccos x = π

2

a pro každé x ∈ R platı́
arctg x + arccotg x = π

2
.

Řešenı́. Obě tvrzenı́ se odvodı́ ze vztahů mezi funkcemi goniometrickými. Necht’
x ∈ [−1, 1] a označme arcsin x = y. Podle definice y ∈ [−π

2 ,
π
2

]
a sin y = x. Ze

vztahu mezi sin x a cos x plyne

cos
(π

2
− y

)
= sin y = x,
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x

y

1

π
2

−1
−π

2

1 π
2

−π
2−1

y = arcsin x

y = sin x

O

a) Graf funkce arkussinus

x

y

−1

π

π
2

−1 1 ππ
2

y = arccos x

y = cos x

O

b) Graf funkce arkuskosinus

x

y

y = arctg x

y = tg x

O−π
2

π
2

−π
2

π
2

c) Graf funkce arkustangens

x

y

π
2 π

y = cotg x

y = arccotg x

O

π
2

π

d) Graf funkce arkuskotangens

Obr. 3.4: Grafy cyklometrických funkcı́

přičemž π
2 − y ∈ [0,π]. Z definice funkce arccos x dostáváme π

2 − y = arccos x,
odkud

arccos x + arcsin x = y + π

2
− y = π

2
.

Druhé tvrzenı́ se dokáže analogicky ze vztahu cotg(π
2 − y) = tg y. �
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Poznámka 3.20. Vzhledem k definici inverznı́ funkce platı́:

arcsin(sin x) = x pro x ∈ [−π
2 ,

π
2

]
, arccos(cos x) = x pro x ∈ [0,π],

arctg(tg x) = x pro x ∈ (−π
2 ,

π
2

)
, arccotg(cotg x) = x pro x ∈ (0,π).

Mimo uvedené intervaly ale rovnosti neplatı́ — viz následujı́cı́ přı́klad a cvičenı́ 9.

Přı́klad 3.21. Nakreslete graf funkce f (x) = arcsin(sin x).

Řešenı́. Zřejmě Df = (−∞,+∞). Funkce arcsin y se zavádı́ jako funkce inverznı́
k funkci sin x, což svádı́ k napsánı́ rovnosti arcsin(sin x) = x. Toto je zásadnı́ chyba,
nebot’je třeba si uvědomit, že funkci arcsin y definujeme jako inverznı́ funkci k funkci
sin x uvažované pouze na intervalu

〈−π
2 ,

π
2

〉
. Proto platı́ arcsin(sin x) = x pouze pro

x ∈ [−π
2 ,

π
2

]
.

Pro detailnı́ rozbor funkce arcsin(sin x) je dobré si povšimnout, že tato funkce
je periodická s periodou 2π (dı́ky tomu, že má tuto vlastnost funkce sin x). Stačı́
proto uvažovat danou funkci na intervalu délky 2π. Vyberme interval

[−π
2 ,

3π
2

]
. Na

intervalu
[−π

2 ,
π
2

]
, jak již bylo řečeno, je

arcsin(sin x) = x.

Na intervalu
[

π
2 ,

3π
2

]
je

arcsin(sin x) = arcsin
(
sin

(
(x − π)+ π

)) =
= arcsin

(− sin(x − π)
) = − arcsin

(
sin(x − π)

) =
= −(x − π) = π − x,

nebot’x − π ∈ [−π
2 ,

π
2

]
. Pro nakreslenı́ grafu funkce arcsin(sin x) využijeme perio-

dičnosti, viz obr. 3.5. �

x

y

0 π
2 π 3π

2 2π
5π
2−π

2−π− 3π
2−2π

−π
2

π
2 y = arcsin(sin x)

Obr. 3.5: Graf funkce y = arcsin(sin x)
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3.4. Exponenciálnı́ a logaritmické funkce

Zavedenı́ těchto funkcı́ je poměrně obtı́žné, protože nelze aritmetickými operacemi
zavést mocniny s iracionálnı́m exponentem. Je možné postupovat dvěma způsoby:
definovat nejprve funkci logaritmickou jako primitivnı́ funkci k funkci 1

x
, a pak po-

mocı́ funkce k nı́ inverznı́ zavést funkci exponenciálnı́, nebo definovat nejprve funkci
exponenciálnı́ a přes inverzi funkci logaritmickou. Protože prvnı́ postup vyžaduje
znalosti základů integrálnı́ho počtu, z názorných důvodů zvolı́me druhý postup —
zavedeme nejprve funkci exponenciálnı́.

Ze střednı́ školy je známo, jak definujeme mocninu ac, kde a ∈ R, a > 0, c ∈ Q:
1. Pro c ∈ N je ac = a · a · · · · · a︸ ︷︷ ︸

c-krát

(může být i a ≤ 0), pro c = 0 je a0 = 1,

2. pro c = −n, kde n ∈ N, je a−n = 1
an

(může být i a < 0),

3. pro c = m
n

∈ Q � Z, kde m ∈ Z, n ∈ N, n > 1, je a
m
n = n

√
am (pro m > 0 může

být i a = 0).
(Připomeňme, že existence odmocniny byla dokázána v lemmatu 1.14 a rovněž bylo
upozorněno na korektnost definice pro racionálnı́ exponent.)

Nynı́ již můžeme přistoupit k definici mocniny ac pro libovolné kladné reálné a
a libovolné reálné c.

Definice 3.22. Bud’a ∈ R, a > 0 a c ∈ R. Pro a > 1 definujme

ac = sup{ax : x ∈ Q, x ≤ c}.
Pro a = 1 položme ac = 1c = 1 a pro 0 < a < 1 definujme ac = ( 1

a

)−c.
Snadno se ověřı́, že pro c ∈ Q je tato nová definice ve shodě s původnı́. Rovněž je

možné dokázat pravidla pro počı́tánı́ s mocninami, známá pro racionálnı́ exponenty.
Zejména platı́ (a, b, r, s ∈ R, a > 0, b > 0)

ar+s = ar · as, ar−s = ar

as
, (ab)r = ar · br,

(a
b

)r = ar

as
, (ar )s = ars .

Důkazy viz [17, str. 45], kde lze nalézt i důkazy vět 3.24 a 3.26.

Definice 3.23. Bud’a ∈ R, a > 0.Funkcif určenou předpisem f (x) = ax nazveme
exponenciálnı́ funkcı́ o základu a.

Největšı́ význam z exponenciálnı́ch funkcı́ má funkce o základu e (Eulerovo čı́slo
— viz definice 2.27), tj. funkce y = ex .
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x

y

O 1 a

1

a
y = ax

y = loga x

a) a > 1

x

y

O 1a

1
a

y = ax

y = loga x

b) 0 < a < 1

Obr. 3.6: Grafy logaritmické a exponenciálnı́ funkce

Věta 3.24. Exponenciálnı́ funkce f (x) = ax má tyto vlastnosti:

1. D(f ) = (−∞,+∞) a H(f ) = (0,+∞) pro a �= 1, H(f ) = {1} pro a = 1.

2. Funkce f je rostoucı́ v R pro a > 1, klesajı́cı́ v R pro a < 1 (viz obr. 3.6) a
konstantnı́ v R pro a = 1.

Definice 3.25. Bud’ a ∈ R, a > 0, a �= 1. Funkce inverznı́ k funkci y = ax se
nazývá logaritmická funkce o základu a, značı́ se y = loga x.

Z věty 3.24 vyplývá, že pro a �= 1 je exponenciálnı́ funkce ax ryze monotonnı́,
takže inverznı́ funkce skutečně existuje. Grafy jsou znázorněny na obr. 3.6

Je-li a = e, nazývá se logaritmická funkce loge x přirozený logaritmus a značı́ se
y = ln x.

Je-li a = 10, nazývá se logaritmická funkce log10 x dekadický logaritmus a značı́
se y = log x.

Věta 3.26. Logaritmická funkce f (x) = loga x má tyto vlastnosti:

1. D(f ) = (0,+∞), H(f ) = (−∞,+∞).

2. Funkce f je rostoucı́ na (0,+∞) pro a > 1 a klesajı́cı́ na (0,+∞) pro a < 1.
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3. Pro x, y ∈ (0,+∞) a z ∈ R platı́

loga(xy) = loga x + loga y, loga
(x
y

)
= loga x − loga y, loga x

z = z loga x.

4. Pro a, b ∈ R, a > 0, b > 0, a �= 1, b �= 1 a x ∈ (0,+∞) platı́

loga x = logb x
logb a

.

Poznámka 3.27. Z definice logaritmu a jeho vlastnostı́ uvedených ve větě 3.26 plyne:

i) Platı́

loga a = 1, loga
1
a

= −1, log 1
a
x = − loga x.

Proto jsou grafy funkcı́ y = log 1
a
x a y = loga x souměrné podle osy x.

ii) Pro a ∈ R, a > 0, a �= 1 platı́

loga a
x = x pro x ∈ R, aloga x = x pro x > 0.

3.5. Mocninná funkce

Definice 3.22 nám dovoluje zavést funkci xs pro libovolné reálné čı́slo s.

Definice 3.28. Bud’ s ∈ R. Pro x > 0 definujeme funkci y = xs a nazýváme ji
mocninnou funkcı́.

Věta 3.29. Mocninná funkce f (x) = xs má tyto vlastnosti:
1. D(f ) = (0,+∞) a H(f ) = (0,+∞) pro s �= 0, H(f ) = {1} pro s = 0.
2. Funkce f je rostoucı́ na (0,+∞) pro s > 0, klesajı́cı́ na (0,+∞) pro s < 0 a

konstantnı́ na (0,+∞) pro s = 0 — viz obr. 3.7.

3. Platı́ f (x) = xs = (
eln x

)s = es lnx pro x ∈ (0,+∞).

Poznámka 3.30. V některých speciálnı́ch přı́padech lze definičnı́ obor (0,+∞) funkce
f (x) = xs ještě rozšı́řit.
1. Je-li s ∈ N, je D(f ) = R (např. x2, x5) — viz obr. 3.8 a) a 3.8 c).
2. Je-li s ∈ Z � N, je D(f ) = R� {0} (např. x−1, x−2 — viz obr. 3.9 — nebo x0).
3. Je-li s ∈ Q� Z, kde s = m

n
, m ∈ N, n ∈ N, je D(f ) ⊇ [0,+∞) (např. x1/2, x1/3, x2/6).

Viz též dále bod 5.
4. Funkci n

√
x, kde n ∈ N, n > 1, chápeme jako inverznı́ funkci k mocnině xn.

a) V přı́padě, že n je sudé, nenı́ funkce xn prostá na R, ale je prostá na intervalu [0,+∞).
Tedy pro sudé n je funkce n

√
x definovaná jen pro x ≥ 0.
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x
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s > 1 s = 1

0 < s < 1

s = 0

s < 0

1

1

Obr. 3.7: Graf funkce y = xs , s ∈ R, x > 0

b) V přı́padě, že n je liché, je funkce xn prostá na R. Tedy pro liché n je funkce n
√
x

definovaná pro libovolné x ∈ R.

Funkce n
√
xm, kde m ∈ Z, n ∈ N, n > 1, je pak složenou funkcı́ s vnitřnı́ složkou z = xm

a s vnějšı́ složkou y = n
√
z. Jejı́ definičnı́ obor závisı́ na konkrétnı́ch čı́slech m a n.

5. Obecně, je-li s ∈ Q, definujeme xs , kde x < 0, právě když v základnı́m tvaru m
n

čı́sla s
(tj. s = m

n
, m ∈ Z, n ∈ N a čı́sla m a n jsou nesoudělná) je čı́slo n liché. Pak klademe

xs = n
√
xm (symbolem 1

√
a rozumı́me a). Tedy (−8)2/6 = (−8)1/3 = 3√−8 = −2, zatı́mco

(−4)2/4 nenı́ definované, protože základnı́ tvar zlomku 2
4 je 1

2 a čı́slo 2 ve jmenovateli je
sudé. Tato obecná definice je ve shodě s body 1 a 2.
Např. funkce x1/3 = x2/6 = 3

√
x je definovaná pro x ∈ R (viz obr. 3.8 d)), kdežto funkce

x1/2 = x2/4 = √
x je definovaná jen pro x ≥ 0 (viz obr. 3.8 b)).

6. Dále si všimněme vztahu mezi funkcemi xm/n a n
√
xm, kde m ∈ Z, n ∈ N a m

n
/∈ Z.

a) Složená funkce 3√
x2 je definovaná pro x ∈ R a platı́ 3√

x2 = 3
√|x|2 = |x|2/3 = x2/3

pro x ∈ R.
b) Složená funkce 6√

x2 je definovaná pro x ∈ R a platı́ 6√
x2 = 6

√|x|2 = |x|1/3 pro x ∈ R.
Tedy pro x < 0 je 6√

x2 = |x|1/3 �= x1/3.
c) Podobně musı́me přistupovat k funkcı́m xm/n a n

√
xm, kde m ∈ Z, n ∈ N a m

n
∈ Z.

Např. funkce x2/2 = x pro x ∈ R (podle bodu 1 resp. 5), zatı́mco složená funkce√
x2 = |x| pro x ∈ R, jde tedy o dvě různé funkce se stejným definičnı́m oborem,

jejichž hodnoty se shodujı́ pouze pro x ≥ 0.

Předchozı́ přı́klady ukazujı́, že je nutné respektovat rozdı́l mezi funkcemi xm/n a n
√
xm,

m ∈ Z, n ∈ N, chceme-li se vyhnout chybám. Např. zatı́mco funkce x1/3 a x2/6, x ∈ R,
jsou podle bodu 5 stejné, složené funkce 3

√
x a 6√

x2 se shodujı́ pro x ≥ 0, avšak pro x < 0
dávajı́ různé hodnoty (funkce 3

√
x je lichá, kdežto funkce 6√

x2 je sudá).
Poznamenejme, že v některých učebnicı́ch se mocnina xs pro záporné x a necelé s nezavádı́.
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Obr. 3.8: Grafy některých mocninných funkcı́ s kladným exponentem
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Obr. 3.9: Grafy některých mocninných funkcı́ se záporným exponentem

Poznámka 3.31. Při zaváděnı́ goniometrických funkcı́ jsme nepostupovali tak exakt-
ně, jak to matematikové od poloviny 19. stoletı́ vyžadujı́. Kvůli rozsahu celého textu
jsme také nedokazovali všechny uváděné vlastnosti elementárnı́ch funkcı́. Jiné, pre-
ciznějšı́ přı́stupy by vyžadovaly nejprve zavést pojmy jako limita, spojitost a derivace.
Nejčastějšı́mi prostředky takových přı́stupů jsou mocninné řady nebo funkcionálnı́
rovnice. S různými variantami těchto pojetı́ je možné se seznámit např. v [15, 17, 21].

Pro prvnı́ seznámenı́ se základy diferenciálnı́ho počtu je však tento přı́stup přı́liš
náročný a zdlouhavý, a proto jsme vyšli ze středoškolských znalostı́ a volili postup
založený na jistém „přijatelném názoru“ zejména pokud jde o orientovaný úhel a
délku oblouku kružnice. Takový postup je ospravedlněný tı́m, že všechny zaváděné
pojmy a o nich uváděná tvrzenı́ lze vybudovat bez tohoto názoru.

Cvičenı́

1. Rozložte polynom P na součin kořenových činitelů v reálném oboru a určete
znaménko hodnot P na jednotlivých intervalech.

a) P(x) = x6 − 1, b) P(x) = x6 + 1, c) P(x) = x4 − 1.
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2. Vı́te-li, že polynom P(x) = x4 − x3 + 2x2 − 4x − 8 má kořen 2i , najděte ostatnı́
jeho kořeny, rozložte ho na součin kořenových činitelů v reálném oboru a určete
znaménko jeho hodnot na jednotlivých intervalech.

3. Vyjádřete racionálnı́ funkci jako součet polynomu a ryze lomené racionálnı́
funkce.

a) R(x) = 2x5 − x4 + 3x2 − x + 1
x2 − 2x + 4

, b) R(x) = 3x4 + 2x3 − x2 + 1
3x + 2

,

c) R(x) = −4x2 + 10x − 1
x2 − 3x + 6

, d) R(x) = 3x5 − 3x2 + 2x − 5
x3 − x + 1

,

e) R(x) = 2x6 − 9x4 + 4x3 + 8x2 − 7x + 4
x4 − 3x2 + 2x − 1

.

4. Určete definičnı́ obor funkce R(x) a najděte všechny maximálnı́ intervaly, na
kterých majı́ hodnoty R stejné znaménko.

a)
(2x − 3)x

(3x − 1)(5 − x)(2 − x2)(x2 + 5x + 6)
, b)

(x − 1)(x + 2)
x(x + 3)

,

c)
(x − 2)(x + 3)(x − 1)
x2(x + 1)(x − 3)

, d)
(x + 1)(x + 3)

x − 2
,

e)
x2(x − 2)(x + 3)

x + 1
, f)

(x + 3)(x + 1)3

(x − 1)2(x + 2)
.

5. Rozložte racionálnı́ funkci na parciálnı́ zlomky:

a) R(x) = 4x2 + 13x − 2
x3 + 3x2 − 4x − 12

, b) R(x) = −5x + 2
x4 − x3 + 2x2 ,

c) R(x) = x3 − 4x2 + x − 2
x4 − 2x3 + 2x2 − 2x + 1

, d) R(x) = 9x3 − 4x + 1
x4 − x2 ,

e) R(x) = 2x2 + 4x + 9
x3 + 3x2 + 3x + 2

, f) R(x) = x4 − x3 + 3x2 − x + 1
x5 + 2x3 + x

.

6. Určete polynom co nejnižšı́ho stupně s reálnými koeficienty majı́cı́ jeden trojná-
sobný kořenα = 0 a kořenβ = 2+3i , který má u nejvyššı́ mocniny koeficient −2.
Najděte všechny maximálnı́ intervaly, na kterých majı́ hodnoty tohoto polynomu
stejné znaménko.

7. Nakreslete grafy funkcı́
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a) y =
(1

2

)|x|
, b) y = ln |x|, c) y = | ln x|,

d) y = 2 arcsin
x

3
, e) y = 3 arccotg x, f) y = arctg(x + 1),

g) y = 1
1 − x

, h) y = ln(x − 1).

8. Určete definičnı́ obor funkce y = ln | cos x|. Je tato funkce periodická, sudá, resp.
lichá?

9. Určete definičnı́ obor a nakreslete graf funkce f : y = arctg(tg x).

10. Určete definičnı́ obor a nakreslete graf funkce:

a) y = sin(arcsin x), b) y = cos(arccos x),
c) y = tg(arctg x), d) y = cotg(arccotg x).

11. Nakreslete grafy funkcı́ a určete jejich nejmenšı́ periodu.

a) y = sin |x|, b) y = sin2 x, c) y = cos x2, d) y = sin
1
x
.

12. Určete nejmenšı́ periodu funkcı́.

a) y = sin
x

2
+ 2 cos 2x, b) y = cos 3x + sin x + tg x,

c) y = tg
x

3
+ sin 3x − 2 cos 2x, d) y = cos 2x + sin 3x,

e) y = tg
x

2
+ sin 2x + cos

x

3
.

13. Určete definičnı́ obory následujı́cı́ch funkcı́.

a) arcsin(2 − 3x), b) arccos
1 − 2x

4
,

c) arcsin
1

2x − 1
, d)

√
3 − x + arcsin

3 − 2x
5

,

e) arcsin(1 − x)+ ln ln x, f) arcsin
x − 3

2
+ ln(x3 − x),

g)
ln(2x − 3)√
x2 − 1

+ arcsin
x − 4

7
, h) arccos(2x − 5),

i) arccos
2x + 3

6
, j) arcsin

2x
1 + x

,

k) arcsin x + x
√

1 − x2, l)

√
ln

5x − x2

4
+ arcsin

3
x
.
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14. K daným funkcı́m určete interval, na kterém je funkce prostá, a stanovte inverznı́
funkci a jejı́ definičnı́ obor.

a) y = 2 cos(1 − 3x), b) y = 2 + tg(5x − 2),
c) y = 3 + 4 arccos(2x − 1), d) y = 2 − arccotg(x − 2),
e) y = sin(3x − 1), f) y = 1 + arctg(3x − 4),
g) y = 2 − cos(2x + 1), h) y = ln(2 − x),

i) y = 1 + √
3 + e2x, j) y = 4 + ex

4 − ex
,

k) y = ln(5 − 2x), l) y = √
3 − ex,

m) y = 2 + ex

ex
, n) y = −3 + cos

4x − 5
2

,

o) y = 3 arccos
x

2
, p) y = x2, x ≤ 0.

15. Upravte.

a) sin arccos x, x ∈ [−1, 1], b) sin arctg x, x ∈ R.

16. Dokažte, že platı́ následujı́cı́ rovnosti.

a) arctg x = arccotg
1
x

pro x > 0, b) arctg x = arccotg
1
x

− π pro x < 0.

17. Zjistěte, zda daná funkce je sudá nebo lichá.

a) y = ln
2 − x

2 + x
, b) y = ax + 1

ax − 1
,

c) y = ln
(sin x
x

)
, d) y = sinh x

sin x
.

18. Funkce určené předpisy

sinh x = ex − e−x

2
, cosh x = ex + e−x

2
,

tgh x = sinh x
cosh x

, cotgh x = cosh x
sinh x

se nazývajı́ hyperbolický sinus, kosinus, tangens a kotangens. Společný název je
hyperbolické funkce.

a) Určete jejich definičnı́ obory.
b) Rozhodněte, zda jsou sudé nebo liché.
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c) Najděte (na vhodných intervalech) jejich inverznı́ funkce (tzv. hyperbolomet-
rické funkce argsinh, argcosh, argtgh a argcotgh — čte se argument hyperbo-
lického sinu atd.).

d) Rozhodněte, zda jsou hyperbolometrické funkce sudé nebo liché.

*

Život je komplexnı́. Má reálnou a imaginárnı́ složku.
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Kapitola 4

Limita a spojitost funkce

Pojem limity funkce patřı́ k základnı́m pojmům diferenciálnı́ho počtu. Mı́t limitu je
lokálnı́ vlastnost funkce popisujı́cı́ chovánı́ funkce v ryzı́m okolı́ bodu, v němž limitu
určujeme. Skutečnost, že jde o ryzı́ okolı́ (tj. okolı́ kromě tohoto bodu), znamená, že
limita nezávisı́ na funkčnı́ hodnotě funkce v tomto bodě — funkčnı́ hodnota se může
lišit od limity v tomto bodě, nebo funkce nemusı́ být v daném bodě definovaná.

Spojitost funkce má lokálnı́ nebo globálnı́ charakter. Spojitost funkce v daném
bodě znamená, že limita funkce v daném bodě je rovna funkčnı́ hodnotě v tomto
bodě. Pomocı́ spojitosti v bodě je definována spojitost na intervalu, přı́padně obecně
na množině. Důležité vlastnosti spojitých funkcı́ na intervalu jsou uvedeny v závěru
této kapitoly.

4.1. Limita

Univerzálnı́ definice limity funkce je založena na pojmu okolı́ zavedeném v defi-
nici 1.19 a popisuje všechny přı́pady limit.

Definice 4.1. Necht’x0, L ∈ R∗. Řekneme, že funkce f má v bodě x0 limitu rovnou
čı́slu L a pı́šeme lim

x→x0
f (x) = L, jestliže ke každému okolı́ O(L) bodu L existuje

okolı́ O(x0) bodu x0 tak, že pro všechna x ∈ O(x0) � {x0} platı́ f (x) ∈ O(L).
Pı́šeme lim

x→x0
f (x) = L.

Pomocı́ kvantifikátorů lze psát

∀O(L) ∃O(x0) ∀x ∈ O(x0)� {x0} : f (x) ∈ O(L) .

Specifikacı́ bodů x0, L (zda jsou z R či ±∞) dostáváme tyto speciálnı́ přı́pady
limity:



64 Limita a spojitost funkce

a) Vlastnı́ limita ve vlastnı́m bodě, je-li x0, L ∈ R— viz obr. 4.1 a).
b) Vlastnı́ limita v nevlastnı́m bodě, je-li x0 = ±∞ a L ∈ R— viz obr. 4.1 b).
c) Nevlastnı́ limita, je- li L = ±∞ — viz obr. 4.1 c) a 4.1 d).

V přı́padě vlastnı́ limity ve vlastnı́m bodě popı́šeme okolı́O(L) pomocı́ ε aO(x0)

pomocı́ δ a dostaneme následujı́cı́ tzv. ε–δ definici.

Definice 4.2. (ε–δ definice)
Necht’x0, L ∈ R. Řekneme, že lim

x→x0
f (x) = L, jestliže

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ R : 0 < |x − x0| < δ =⇒ |f (x)− L| < ε.

V přı́padě vlastnı́ limity v nevlastnı́m bodě +∞ popı́šeme okolı́ O(L) pomocı́ ε
a O(∞) jako interval (A,∞). Definici je v tomto přı́padě následujı́cı́.

Definice 4.3. Řekneme, že lim
x→+∞f (x) = L,L ∈ R, jestliže

∀ε > 0 ∃A > 0 ∀x ∈ R : x > A =⇒ |f (x)− L| < ε.

Podobně definujeme ostatnı́ přı́pady nevlastnı́ch limit v nevlastnı́ch bodech (cel-
kem dostáváme 9 speciálnı́ch přı́padů limit).

Poznámka 4.4. Z grafu funkcı́ (obr. 3.4 c) a 3.9 b)) je vidět, že existujı́ limity

lim
x→+∞ arctg x = π

2
, lim

x→0

1
x2 = +∞.

Naopak limita lim
x→0

|x|
x

neexistuje, nebot’ v pravém okolı́ nuly jsou hodnoty funkce

rovny 1 a v levém −1. Z definice limity lze snadno dokázat, že Dirichletova funkce χ
nemá limitu v žádném bodě.

Přı́klad 4.5. Z definice limity dokažte, že lim
x→1

(2x + 1) = 3.

Řešenı́. Bud’ε > 0 libovolné. Potřebujeme najı́t δ > 0 tak, aby pro všechna x taková,
že 0 < |x − 1| < δ, platilo, že |2x + 1 − 3| < ε, neboli 2|x − 1| < ε, odkud vidı́me,
že stačı́ zvolit libovolné δ ≤ ε

2 , např. δ = ε
2 . �

Funkce sgn x (obr. 1.3 c)) nemá limitu v bodě x0 = 0, přestože je v levém i pravém
okolı́ tohoto bodu dokonce konstantnı́. Proto zavádı́me pojem jednostranné limity.
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Definice 4.6. Necht’x0 ∈ R, L ∈ R∗. Řekneme, že funkce f má v bodě x0 limitu
zprava rovnu čı́slu L a pı́šeme lim

x→x+
0

f (x) = L, jestliže

∀O(L) ∃δ > 0 ∀x ∈ (x0, x0 + δ) : f (x) ∈ O(L).
Podobně definujeme limitu zleva lim

x→x−
0

f (x) = L.

Např. z grafu na obr. 1.3 c) je zřejmé, že platı́ lim
x→0+ sgn x = 1, lim

x→0− sgn x = −1.

4.2. Věty o limitách

Věta 4.7. Funkce f má v libovolném bodě nejvýše jednu limitu.

Důkaz. Důkaz provedeme sporem. Budeme předpokládat, že lim
x→x0

f (x) = L1,

lim
x→x0

f (x) = L2 a L1 �= L2. Podle podle poznámky 1.20 o okolı́ existujı́ O(L1),

O(L2) takové, že O(L1) ∩ O(L2) = ∅. Z definice limity plyne

∃O1(x0) takové, že ∀x ∈ O1(x0)� {x0} platı́ f (x) ∈ O(L1),

∃O2(x0) takové, že ∀x ∈ O1(x0)� {x0} platı́ f (x) ∈ O(L2).

Podle téže poznámky o okolı́ je O1(x0) ∩ O2(x0) = O(x0) také okolı́m bodu x0 a
zároveň musı́ platit, že pro každé x ∈ O(x0) � {x0} je f (x) ∈ O(L1) ∩ O(L2), což
je evidentnı́ spor.

Věta 4.8. Má-li funkce f v bodě x0 vlastnı́ limitu L ∈ R, pak existuje O(x0) takové,
že f je na O(x0) ohraničená.

Důkaz. Necht’ lim
x→x0

f (x) = L. Potřebujeme určit K1,K2 takové, aby K1 ≤ f (x) ≤
≤ K2 pro všechna x ∈ O(x0). Z definice limity existuje k čı́slu ε = 1 okolı́ O(x0)

takové, že pro všechna x ∈ O(x0) � {x0} platı́ L − 1 < f (x) < L + 1. Zvolme
tudı́ž K1 := min{L− 1, f (x0)} a K2 := max{L+ 1, f (x0)}, pokud f (x0) existuje, a
K1 := L− 1, K2 := L+ 1, pokud f (x0) neexistuje.

Věta 4.9. Platı́ lim
x→x0

f (x) = A právě tehdy, když lim
x→x+

0

f (x) = lim
x→x−

0

f (x) = A.

Důkaz. Tvrzenı́ „⇒“ je triviálnı́. Necht’tedy lim
x→x+

0

f (x) = A a zároveň lim
x→x−

0

f (x) =
= A. K libovolnémuO(A) existujı́ kladná čı́sla δ1 tak, že pro všechna x ∈ (x0, x0+δ1)

je f (x) ∈ O(A), a δ2 tak, že pro všechna x ∈ (x0 − δ2, x0) je f (x) ∈ O(A).
Zvolı́me-li δ := min(δ1, δ2), pak pro všechna 0 < |x − x0| < δ je f (x) ∈ O(x0),

a tvrzenı́ je dokázáno.
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Věta 4.10.

1. Necht’ existuje okolı́ O(x0) takové, že pro všechna x ∈ O(x0)� {x0} platı́ rovnost
f (x) = g(x). Pak

lim
x→x0

f (x) = A ⇔ lim
x→x0

g(x) = A, kde A ∈ R∗.

2. Necht’ lim
x→x0

f (x) = A ∈ R∗, lim
x→x0

g(x) = B ∈ R∗. Jestliže A < B, pak existuje

O(x0) takové, že pro všechna x ∈ O(x0)� {x0} je f (x) < g(x).
Naopak, je-li f (x) ≤ g(x) v nějakém ryzı́m okolı́ bodu x0, je A ≤ B.

Důkaz.

1. Předpokládejme, že lim
x→x0

f (x) = A. Chceme dokázat, že lim
x→x0

g(x) = A. Necht’je

dále dáno libovolné O(A). K němu z definice limity existuje O1(x0) takové, že pro
všechna x ∈ O1(x0)� {x0} je f (x) ∈ O(A). Zvolme O2(x0) := O(x0) ∩ O1(x0).
Pak pro x ∈ O2(x0)� {x0} platı́ f (x) = g(x) ∈ O(A) a tvrzenı́ je dokázáno.

2. a) Nejprve provedeme důkaz proA,B ∈ R. Podle předpokladu jeA < B. Zvolme
ε := B−A

2 . K tomuto ε existujı́ z definice limity okolı́

O1(x0) tak, že ∀x ∈ O1(x0)� {x0} je f (x) ∈ (A− ε,A+ ε) a

O2(x0) tak, že ∀x ∈ O2(x0)� {x0} je g(x) ∈ (B − ε, B + ε).

Zvolı́me-li O(x0) := O1(x0)∩O2(x0), pak pro všechna x ∈ O(x0)� {x0} platı́

f (x) < A+ ε = A+ B − A

2
= A+ B

2
,

g(x) > B − ε = B − B − A

2
= A+ B

2
.

Odtud plyne

f (x) <
A+ B

2
< g(x).

b) Necht’ nynı́ A ∈ R, B = ∞ (pro ostatnı́ přı́pady, kdy A = −∞, B ∈ R∗, se
důkaz provede analogicky). K ε = 1 existuje z definice limity O1(x0) tak, že
pro všechna x ∈ O1(x0)� {x0} je f (x) < A+ 1). Dále existuje O2(x0) takové,
že pro všechna x ∈ O2(x0) � {x0} je g(x) > A + 1, jelikož lim

x→x0
g(x) = ∞.

Zvolme opět O(x0) := O1(x0)∩O2(x0) a vidı́me, že pro všechna x ∈ O(x0) je
f (x) < A+ 1 < g(x), a tvrzenı́ je dokázáno.

c) Dokážeme druhou část tvrzenı́ 2. Kdyby bylo A > B, dostali bychom spor
s prvnı́ částı́ tvrzenı́ 2.
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Je-li v druhém tvrzenı́ předchozı́ věty f (x) < g(x), nemusı́ být A < B, jak
ukazuje přı́klad f (x) = x2, g(x) = 2x2, x → 0. Je totiž A = B = 0 (viz dále).

Věta 4.11. Necht’ lim
x→x0

f (x) = 0. Jestliže pro funkci g existuje okolı́ O(x0) bodu x0

takové, že g je v něm ohraničená, pak lim
x→x0

f (x)g(x) = 0.

Důkaz. Důkaz provedeme z definice — k libovolnému ε > 0 hledáme vhodné okolı́
O2(x0). Podle předpokladů existuje konstanta K taková, že |g(x)| ≤ K pro všechna
x ∈ O(x0). Protože lim

x→x0
f (x) = 0, pro ε∗ > 0 (určı́me později) existuje O1(x0)

takové, že pro všechna x ∈ O1(x0) � {x0} platı́ |f (x)| < ε∗. Položme O2(x0) =
= O1(x0)∩O(x0). Potom pro všechna x ∈ O2(x0)� {x0} platı́, že |f (x)g(x)− 0| =
= |f (x)||g(x)| < K · ε∗ = ε. Vidı́me, že ε∗ zvolı́me jako ε

K
a věta je dokázána.

Přı́klad 4.12. Vypočtěte lim
x→0

x sin
1
x

.

Řešenı́. Jde o typický přı́klad na použitı́ věty 4.11. I když limita lim
x→0

sin 1
x

neexistuje,

využijeme ohraničenosti funkce sin 1
x

a existence limity lim
x→0

x = 0. Podle věty 4.11

platı́ lim
x→0

x sin 1
x

= 0. �

Věta 4.13 (Početnı́ operace s limitami). Necht’ existujı́ obě limity lim
x→x0

f (x) = L1 ,

lim
x→x0

g(x) = L2, L1, L2 ∈ R (tj. vlastnı́ limity). Pak platı́:

1. lim
x→x0

(f (x)± g(x)) = L1 ± L2,

2. lim
x→x0

(f (x) · g(x)) = L1 · L2,

3. Je-li L2 �= 0, pak lim
x→x0

f (x)

g(x)
= L1

L2
,

4. lim
x→x0

|f (x)| = | lim
x→x0

f (x)|.
Důkaz.
1. Chceme dokázat, že k libovolnému ε > 0 existuje okolı́ O(x0) takové, že pro

všechna x ∈ O(x0) � {x0} platı́ |f (x) + g(x) − (L1 + L2)| < ε. Necht’ je dáno
libovolné ε > 0. K ε∗ > 0 (určı́me později) existujı́

O1(x0) takové, že ∀x ∈ O1(x0)� {x0} platı́ |f (x)− L1| < ε∗,
O2(x0) takové, že ∀x ∈ O2(x0)� {x0} platı́ |g(x)− L2| < ε∗.

Položme O(x0) = O1(x0) ∩ O2(x0). Pak pro všechna x ∈ O(x0) � {x0} platı́
|f (x)+ g(x)− (L1 +L2)| = |f (x)−L1 + g(x)−L2| ≤ |f (x)−L1| + |g(x)−
− L2| < ε∗ + ε∗. Vidı́me, že pokud zvolı́me ε∗ = ε

2 , bude tato podmı́nka splněna
a tvrzenı́ je dokázáno. Důkaz pro rozdı́l je analogický.
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2. V tomto přı́padě postupujeme obdobně — ke každému ε hledáme vhodné O(x0)

takové, aby pro všechny x ∈ O(x0) � {x0} platilo |f (x)g(x) − L1L2| < ε.
Funkce g má v bodě x0 vlastnı́ limitu, a proto podle Věty 4.8 existuje O1(x0),
v němž je g ohraničená, tzn. existuje K > 0 takové, že |g(x)| ≤ K pro všechna
x ∈ O1(x0). Bud’ ε > 0 libovolné. Z existence limit obou funkcı́ f, g plyne, že
pro ε∗ > 0 (opět určı́me vhodně později) existuje O2(x0) takové, že pro všechna
x ∈ O2(x0) � {x0} platı́ |f (x) − L1| < ε∗, a k ε∗∗ > 0 existuje O3(x0) takové,
že pro všechna x ∈ O3(x0) � {x0} platı́ |g(x) − L2| < ε∗∗. Bud’ nynı́ O(x0) =
= O1(x0) ∩ O2(x0) ∩ O3(x0). Pak pro všechna x ∈ O(x0)� {x0} je

|f (x)g(x) − L1L2| = |f (x)g(x)− L1L2 + g(x)L1 − g(x)L1| =
= |(f (x)− L1)g(x)+ (g(x)− L2)L1| ≤
≤ |g(x)| · |f (x)− L1| + |L1| · |g(x)− L2| < Kε∗ + |L1|ε∗∗.

Stačı́ proto vhodně zvolit ε∗ = ε
2K a ε∗∗ = ε

2|L1| a tvrzenı́ je dokázáno.
3. Postupujeme obdobně jako v přı́padech 1 a 2. Funkce f má v bodě x0 vlastnı́

limitu, proto existuje okolı́ O1(x0), kde je ohraničená, tj. existuje K > 0 takové,
že pro všechna x ∈ O1(x0) je |f (x)| ≤ K. Dále podle definice limity k čı́slu
|L2|

2 > 0 existuje okolı́ O2(x0) takové, že pro všechna x ∈ O2(x0) � {x0} platı́
g(x) ∈ (

L2 − |L2|
2 , L2 + |L2|

2

)
, tj. 1

|g(x)| <
2

|L2| . Nynı́ k ε∗ > 0 existuje O3(x0)

takové, že pro všechna x ∈ O3(x0)� {x0} je |f (x)−L1| < ε∗, a k ε∗∗ > 0 existuje
O4(x0) takové, že pro všechna x ∈ O4(x0) � {x0} je |g(x) − L2| < ε∗∗. Zvolme
okolı́ O(x0) jako průnik všech těchto okolı́. Potom pro všechna x ∈ O(x0)� {x0}
platı́ ∣∣∣∣f (x)g(x)

− L1

L2

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣f (x)g(x)

− f (x)
1
L2

+ f (x)
1
L2

− L1

L2

∣∣∣∣ ≤

≤ |f (x)|
∣∣∣∣ 1
g(x)

− 1
L2

∣∣∣∣ + 1
|L2| |f (x)− L1| =

= |f (x)|
|L2|

1
|g(x)|︸ ︷︷ ︸
<2/L2

|g(x)− L2|︸ ︷︷ ︸
<ε∗∗

+ 1
|L2| |f (x)− L1|︸ ︷︷ ︸

<ε∗

<

<
K

L2
· 2
L2
ε∗∗ + ε∗

L2
.

Stačı́ zvolit ε∗ = ε
|L2|

2 a ε∗∗ = ε
L2

2
4K a tvrzenı́ je dokázáno.

4. K libovolnému ε > 0 existuje okolı́ O(x0) tak, že pro všechna x ∈ O(x0) � {x0}
platı́ f (x) ∈ (L1 − ε, L1 + ε), tj. |L1 − f (x)| < ε. Protože

∣∣|L1| − |f (x)|∣∣ ≤
≤ |L1 − f (x)|, je f (x) ∈ (|L1| − ε, |L1| + ε), což jsme měli dokázat.
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Poznámka 4.14. Podobně jako u posloupnostı́ platı́ věty vyjádřené hesly

1
±∞ = 0,

1
+0

= +∞,
1

−0
= −∞.

Důkaz se provede obdobně jako ve větě 2.18. Napřı́klad, lim
x→0+

1
x

= ∞, lim
x→0−

1
x

= −∞.

Proto lim
x→0

1
x

neexistuje.

V přı́padech limit typu „∞−∞“, „
±∞
±∞“ a „

0
0
“ je situace opět nejednoznačná. Jak

postupovat v těchto přı́padech, ukážeme v kapitole 5.

Následujı́cı́ věta plyne přı́mo z definice limity a má praktický význam.

Věta 4.15. Necht’ existuje ryzı́ okolı́ bodu x0, v němž platı́ f (x) ≤ g(x) ≤ h(x).
Jestliže lim

x→x0
f (x) = L = lim

x→x0
h(x), pak lim

x→x0
g(x) = L.

Věta 4.16 (Limita složené funkce). Necht’ lim
x→x0

ϕ(x) = α, lim
y→α

f (y) = L a existuje

O1(x0) takové, že pro všechna x ∈ O1(x0)�{x0} je ϕ(x) �= α. Pak lim
x→x0

f (ϕ(x)) = L.

Důkaz. Máme ukázat, že k libovolnému okolı́ O(L) existuje okolı́ O(x0) takové, že
pro x ∈ O(x0)� {x0} je f (ϕ(x)) ∈ O(L).

Zvolme okolı́O(L). K němu existuje okolı́O(α) takové, že pro y ∈ O(α)�{α} je
f (y) ∈ O(L). Dále k okolı́O(α) existujeO2(x0) tak, že pro všechna x ∈ O2(x0)�{x0}
je ϕ(x) ∈ O(α). Položme O(x0) = O1(x0) ∩ O2(x0). Ukážeme, že má požadovanou
vlastnost. Pro x ∈ O(x0)� {x0} je ϕ(x) ∈ O(α)� {α}, a tedy f (ϕ(x)) ∈ O(L).
Poznámka 4.17. Předpoklad ϕ(x) �= α je podstatný. Napřı́klad pro funkce

ϕ(x) = 0, f (y) =
{

1 pro y �= 0,
2 pro y = 0

platı́ lim
x→0

ϕ(x) = 0, lim
y→0

f (y) = 1. Přitom lim
x→0

f (ϕ(x)) = lim
x→0

f (0) = lim
x→0

2 = 2 �= 1

(je x0 = α = 0).
S jinou variantou předchozı́ věty se setkáme v následujı́cı́m oddı́lu (věta 4.22),

kde bude kladena podmı́nka naopak na vnějšı́ složku.

Lemma 4.18. Necht’funkce f je monotonnı́ v nějakém ryzı́m pravém okolı́ (x0, x0+δ)
bodu x0, −∞ ≤ x0 < +∞. Pak existuje lim

x→x+
0

f (x) = L, L ∈ R∗. Obdobné tvrzenı́
platı́ pro limitu zleva.

Důkaz. Necht’ je f napřı́klad neklesajı́cı́ na (x0, x0 + δ). Přı́pad nerostoucı́ funkce
se vyšetřı́ obdobně. Označme L = inf{f (x) : x ∈ (x0, x0 + δ)}. Z definice infima a
monotonie f se snadno ověřı́, že lim

x→x+
0

f (x) = L.
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Složitějšı́ přı́klady na výpočet limit, které budou ilustrovat použitı́ předchozı́ch vět,
uvedeme až v oddı́lu 4.6. Chybı́ nám totiž zatı́m znalost limit elementárnı́ch funkcı́,
které budou sloužit jako stavebnı́ kameny složitějšı́ch přı́kladů. K jejich určenı́ budou
sloužit pojmy zavedené v následujı́cı́ch dvou oddı́lech.

4.3. Spojitost funkce v bodě

Pomocı́ pojmu limita funkce definujeme spojitost funkce v bodě.

Definice 4.19. Bud’x0 ∈ R. Řekneme, že funkce f je v bodě x0 spojitá, jestliže

lim
x→x0

f (x) = f (x0).

Podobně definujeme i jednostranné spojitosti — funkce f je v bodě x0 spojitá zprava
resp. spojitá zleva, jestliže

lim
x→x+

0

f (x) = f (x0), resp. lim
x→x−

0

f (x) = f (x0).

Poznámka 4.20.

i) Je-li funkce f spojitá v bodě x0 (resp. spojitá zprava, zleva), znamená to, že f je
v tomto bodě definovaná.

ii) Protože f (x0) ∈ R, je lim
x→x0

f (x) vlastnı́. Definici spojitosti lze psát pomocı́ kvan-

tifikátorů takto: f je spojitá právě tehdy, když

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ R : |x − x0| < δ =⇒ |f (x)− f (x0)| < ε.

Následujı́cı́ věta plyne bezprostředně z věty o početnı́ch operacı́ch s limitami.

Věta 4.21. Jsou-li funkce f, g spojité v bodě x0, jsou také funkce f ± g, f · g spojité
v bodě x0. Je-li g(x0) �= 0, je v x0 spojitá i funkce f/g.

Následujı́cı́ věta má velký praktický význam pro počı́tánı́ limit složených funkcı́.

Věta 4.22. Necht’ lim
x→x0

ϕ(x) = α a funkce f je spojitá v bodě α. Pak platı́, že

lim
x→x0

f (ϕ(x)) = f (α).

Důkaz. Budeme postupovat jako v důkazu věty 4.16. K libovolnému okolı́ O(f (α))
musı́me najı́t okolı́ O(x0) takové, že pro x ∈ O(x0)� {x0} je f (ϕ(x)) ∈ O(f (α)).
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Zvolme okolı́ O(f (α)). K němu ze spojitosti f existuje okolı́ O(α) takové, že
pro y ∈ O(α) je f (y) ∈ O(f (α)). Dále k okolı́ O(α) existuje O(x0) tak, že pro
všechna x ∈ O(x0) � {x0} je ϕ(x) ∈ O(α). Toto okolı́ má požadovanou vlastnost.
Pro x ∈ O(x0)� {x0} je ϕ(x) ∈ O(α), a tedy f (ϕ(x)) ∈ O(f (α)).

Všimněte si, že k platnosti věty o limitě složené funkce nestačı́ existence limit
vnitřnı́ a vnějšı́ složky — viz poznámka 4.17. Bud’ je třeba předpokládat, že vnitřnı́
složka má jakousi dodatečnou vlastnost (věta 4.16), nebo je třeba předpokládat, že
vnějšı́ složka je spojitá (věta 4.22).

Z předchozı́ věty plyne věta o spojitosti složené funkce:

Věta 4.23. Je-li funkce u = ϕ(x) spojitá v x0 a y = f (u) spojitá v bodě u0 = ϕ(x0),
je funkce y = f (ϕ(x)) spojitá v x0.

Věta 4.24. Následujı́ funkce jsou spojité v každém bodě x ∈ R:
1. f (x) = c,
2. f (x) = x,
3. polynom,
4. racionálnı́ lomená funkce (v každém bodě, v kterém je definovaná),
5. sin x, cos x,
6. tg x, cotg x (všude, kde jsou definovány).

Důkaz.
1. Tvrzenı́ je zřejmé.
2. Bud’ x0 ∈ R libovolné, ε > 0 libovolné. Položme δ := ε. Pak pro libovolné
x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) platı́ |f (x) − f (x0)| = |x − x0| < δ = ε, což znamená, že
lim
x→x0

f (x) = f (x0).

3. Funkce f (x) = x je spojitá podle 2, dále x2, x3, . . . jsou spojité podle věty 4.21,
a0, . . . , an jsou spojité podle bodu 1, proto je i a0x

n + · · · + an spojitá.
4. Plyne bezprostředně z věty 4.21 a bodu 3.
5. Budeme postupovat po krocı́ch:

(a) sin x je spojitá v bodě 0, nebot’ ze vztahu 0 < sin x < x pro 0 < x (tato
nerovnost bude dokázána v přı́kladu 4.25) a z faktu, že lim

x→0
0 = 0, lim

x→0
x = 0,

plyne z věty 4.15, že lim
x→0+ sin x = 0. Protože sinus je lichá funkce, je pro

x < 0 splněno x < sin x < 0, a podobně se dokáže, že lim
x→0− sin x = 0, což

dohromady dává spojitost funkce sinus v nule.
(b) cos x je spojitá v bodě 0, což plyne ze vztahu cos x = ±√

1 − sin2 x, z vět 4.21
a 4.22 a bodu 5(a) (spojitost odmocniny bude dokázána v důsledku 4.41).
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(c) sin x je spojitá v libovolném bodě. Vskutku, je lim
x→x0

sin x = lim
h→0

sin(x0 +h) =
= lim

h→0
(sin x0 cos h)+ lim

h→0
(sin h cos x0) = sin x0 · 1 + 0 · cos x0 = sin x0.

(d) cos x je spojitá v libovolném bodě (analogicky pomocı́ bodu 5(a)).

6. Plyne bezprostředně z věty 4.21 a bodu 5.

Přı́klad 4.25. Dokažte, že

lim
x→0

sin x
x

= 1.

O D A

C

B
sin x

tg x
1

x

Obr. 4.2

Řešenı́. K důkazu využijeme větu 4.15. Z obr. 4.2 je
zřejmé, že plocha trojúhelnı́ka �OAB je menšı́ než plocha
kruhové výsečeOAB a ta je menšı́ než plocha trojúhelnı́ka
�OAC. Tudı́ž platı́ nerovnosti

1
2

sin x <
1
2
x <

1
2

sin x
cos x

.

Z nich po úpravě dostaneme, že pro 0 < x < π/2 je

cos x <
sin x
x

< 1.

Protože lim
x→0

cos x = 1 (funkce cos x je spojitá), je podle Věty 4.15 lim
x→0+

sinx
x

= 1.

Funkce sinx
x

je sudá, a proto také lim
x→0−

sinx
x

= 1, odkud již plyne tvrzenı́. �

Přı́klad 4.26. Dokažte, že platı́

lim
x→0

ex − 1
x

= 1.

Řešenı́. Vyšetřı́me nejprve limitu zprava. Necht’ 0 < x < 1
2 a necht’n ∈ N je takové,

že 1
n+1 < x ≤ 1

n
. Podle definice Eulerova čı́sla (definice 2.27) platı́ (viz věta 2.26)

(
1 + 1

n+ 1

)n+1

< e <
(

1 + 1
n− 1

)n
.

Odtud plyne ex ≤ e1/n < 1 + 1
n−1 a zároveň ex > e1/(n+1) > 1 + 1

n+1 , tj.

1 + 1
n+ 1

< ex < 1 + 1
n− 1

.
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Protože n ≤ 1
x

, dostáváme n+1 ≤ 1
x
+1 = x+1

x
, tj. 1

n+1 ≥ x
x+1 . Podobně z nerovnosti

n + 1 > 1
x

plyne n − 1 > 1
x

− 2 = 1−2x
x

, tj. 1
n−1 <

x
1−2x . Odtud pro x ∈ (0, 1/2)

platı́ nerovnost
1 + x

x + 1
< ex < 1 + x

1 − 2x
;

odečteme-li čı́slo 1 a podělı́me-li kladným čı́slem x, dostaneme

1
x + 1

<
ex − 1
x

<
1

1 − 2x
.

Limitnı́m přechodem pro x → 0+ a s využitı́m věty 4.15 je lim
x→x0+

ex−1
x

= 1. Podob-

ným způsobem vyšetřı́me limitu zleva, odkud pak plyne tvrzenı́. �

Přı́klad 4.27. Dokažte, že je exponenciálnı́ funkce ax spojitá v každém bodě x ∈ R.

Řešenı́. Platı́

ex − ex0 = ex0(ex−x0 − 1) = ex0(x − x0)
ex−x0 − 1
x − x0

.

Podle přı́kladu 4.26 a věty 4.16 je lim
x→x0

ex−x0−1
x−x0

= 1, proto

lim
x→x0

(ex − ex0) = lim
x→x0

ex0(x − x0)
ex−x0

x − x0
= 0.

Odtud lim
x→x0

ex = lim
x→x0

(ex − ex0) + lim
x→x0

ex0 = ex0 . Pro a �= 1 lze psát ax = ex lna ,

proto podle předchozı́ho a věty 4.16 platı́ lim
x→x0

ax = lim
x→x0

ex lna = ex0 ln a = ax0 . Pro

a = 1 je vztah lim
x→x0

ax = ax0 zřejmý. �

Přı́klad 4.28. Bud’

f (x) =
{

x + 1 pro x ≤ 1,
3 − ax2 pro x > 1.

Určete parametr a tak, aby byla funkce f spojitá ve všech bodech x ∈ R.

Řešenı́. Funkce je spojitá na intervalu (−∞, 1) i (1,∞). Jediným bodem, kde
by funkce nemusela být spojitá, je bod x = 1. Potřebujeme, aby lim

x→1+ f (x) =
= lim

x→1− f (x) = f (1) = 1 + 1 = 2, tj.

lim
x→1+(3 − ax2) = 3 − a = 2.

Odtud plyne a = 1 a funkce f je spojitá v každém bodě x ∈ R. �



4.3 Spojitost funkce v bodě 75

Přı́klad 4.29. Je dána funkce

f (x) =
⎧⎨⎩

−2 sin x pro x ≤ −π
2 ,

A sin x + B pro −π
2 < x < π

2 ,
cos x pro x ≥ π

2 .

Určete konstanty A,B tak, aby byla funkce f spojitá v každém bodě x ∈ R.

Řešenı́. Problémové body jsou x = −π
2 a x = π

2 . Potřebujeme, aby

lim
x→− π

2
+(A sin x + B) = A sin

(
−π

2

)
+ B = f

(
−π

2

)
= −2 sin

(
−π

2

)
= 2,

lim
x→ π

2
−(A sin x + B) = A sin

(π

2

)
+ B = f

(π

2

)
= cos

π

2
= 0.

Dostáváme soustavu rovnic −A+B = 2, A+B = 0, po jejı́mž vyřešenı́ dostáváme
výsledek A = −1 a B = 1. �

Přı́klad 4.30. Uved’te přı́klad funkce f definované na celém R, která nenı́ spojitá
v žádném bodě x ∈ R, ale jejı́ž absolutnı́ hodnota f ∗ = |f | je funkce spojitá v
každém bodě x ∈ R.

Řešenı́. Přı́kladem může být funkce podobná Dirichletově funkci. Definujme

f (x) =
{

1 pro x ∈ Q,
−1 pro x ∈ I.

Tato funkce evidentně nenı́ spojitá v žádném bodě, ale jejı́ absolutnı́ hodnota je
f ∗(x) = |f (x)| = 1, x ∈ R, což je funkce spojitá v každém bodě x ∈ R. �

Přı́klad 4.31. Dokažte, že je funkce

f (x) =
{
x2 pro x = 1

n
, n = 1, 2, . . . ,

0 jinak

spojitá v bodě x = 0.

Řešenı́. Potřebujeme rozhodnout o existenci a hodnotě lim
x→0

f (x). Funkci f můžeme

odhadnout nerovnostmi 0 ≤ f (x) ≤ x2. Protože lim
x→0

0 = lim
x→0

x2 = 0, je podle

věty 4.15 také lim
x→0

f (x) = 0 = f (0) a funkce f je v bodě 0 spojitá. �
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4.4. Spojitost funkce na intervalu

Limita funkce a spojitost funkce v bodě jsou lokálnı́mi vlastnostmi, protože popi-
sujı́ chovánı́ funkce v okolı́ daného bodu. Vyšetřujeme-li chovánı́ funkce na nějaké
množině (nejčastěji intervalu), mluvı́me o globálnı́ vlastnosti. Globálnı́ vlastnostı́ je
napřı́klad periodičnost nebo sudost/lichost funkce a také následujı́cı́ vlastnost.

Definice 4.32. Bud’ f funkce, I ⊆ D(f ) interval. Řekneme, že f je spojitá na
intervalu I, jestliže je spojitá v každém vnitřnı́m bodě intervalu I a patřı́-li levý
(pravý) koncový bod do I , je v něm spojitá zprava (zleva). Pı́šeme f ∈ C(I) a je-li
I = [a, b], také f ∈ C[a, b].

Z věty 4.24 např. dostáváme, že polynom je spojitá funkce na (−∞,∞), tg je
spojitá funkce na (−π

2 + kπ, π
2 + kπ), k ∈ Z.

Věta 4.33 (Weierstrassova věta). Necht’ f ∈ C[a, b]. Pak je f na tomto intervalu
ohraničená a nabývá v něm své největšı́ i nejmenšı́ hodnoty.

Důkaz. Nejprve ukážeme, že funkce f je ohraničená na intervalu [a, b]. Necht’ f nenı́
ohraničená. Pak ke každému n ∈ N existuje xn ∈ [a, b] takové, že f (xn) ≥ n. Podle
věty 2.39 lze vybrat konvergentnı́ podposloupnost {xnk }, lim

k→∞ xnk = c ∈ [a, b]. Z definice

spojitosti a věty 4.8 vyplývá existence okolı́Oδ(c) takového, že f je ohraničená na (c−δ, c+
+ δ) ∩ [a, b]. Současně existujem ∈ N takové, že pro k > m je xnk ∈ (c− δ, c+ δ). Tedy f
nabývá v Oδ(c) libovolně velkých hodnot, což je spor.

Nynı́ ukážeme, že f nabývá svých extremálnı́ch hodnot. Ukážeme to např. pro maximum;
důkaz pro minimum je obdobný. Podle prvnı́ části důkazu je obor hodnotH(f ) shora ohrani-
čená (a samozřejmě neprázdná) množina. Označme d = supH(f ). Připust’me, že d /∈ H(f ).
Pak pro x ∈ [a, b] je f (x) < d , takže funkce g(x) = 1

d−f (x) je spojitá na [a, b]. To ale

znamená, že H(g) je shora ohraničená, tj. existuje k > 0 takové, že 0 < 1
d−f (x) < k. Odtud

f (x) < d − 1
k

a čı́slo d − 1
k
< d je hornı́ závoraH(f ), což je spor.

Geometrický význam Weierstrassovy věty je znázorněn na obr. 4.3. Je zřejmé,
že bodů, v nichž funkce nabývá své největšı́ resp. nejmenšı́ hodnoty, může být i vı́c
(např. funkce sin x na dostatečně dlouhém intervalu).

Poznámka 4.34. Následujı́cı́ přı́klady ukazujı́, že předpoklady ve Weierstrassově
větě jsou podstatné a nejsou-li splněny, věta nemusı́ platit.

i) Funkce f (x) = 1
x

je spojitá na intervalu (0, 1), ale nenı́ zde ohraničená (interval
(0, 1) nenı́ uzavřený).

ii) Funkce f (x) = x−�x� je na intervalu [0, 1] ohraničená, ale nenabývá zde svého
suprema (v tomto přı́padě nenı́ splněn předpoklad spojitosti).
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a bξ1 ξ2O

y = f (x)

Obr. 4.3: Ilustrace Weierstrassovy věty

iii) Funkcef (x) = x je spojitá na intervalu [0,+∞), ale nenı́ zde ohraničená (interval
[0,+∞) nenı́ ohraničený).

Věta 4.35 (Bolzanova věta). Necht’ f ∈ C[a, b]. Pak f nabývá všech hodnot mezi
svou největšı́ a nejmenšı́ hodnotou.

Důkaz. Podle Weierstrassovy věty 4.33 existujı́ c1, c2 ∈ [a, b] taková, že f (c1) ≤ f (x) ≤
≤ f (c2), x ∈ [a, b]. Stačı́ tedy ukázat, že pro libovolná x1, x2 ∈ [a, b] a d ležı́cı́ mezi f (x1)

a f (x2) existuje c ∈ [a, b] tak, že f (c) = d .
Necht’např. x1 < x2 a f (x1) < d < f (x2). Označme A = {x ∈ [x1, x2] : f (x) < d}.

Množina A je neprázdná, protože x1 ∈ A, a shora ohraničená čı́slem x2. Tedy existuje
supA = c ≤ x2. Ukážeme, že f (c) = d .

Předpokládejme, že f (c) > d . Ze spojitosti funkce f v bodě c plyne, že k čı́slu ε =
= f (c)− d > 0 existuje δ > 0 tak, že pro x ∈ (c− δ, c] ∩ [x1, x2] je f (x) > f (c)− ε = d .
To znamená, že libovolné x ∈ (c − δ, c) ∩ [x1, x2] je hornı́ závorou A, což je spor s definicı́
čı́sla c.

Předpokládejme nynı́, že f (c) < d . Ze spojitosti funkce f v bodě c plyne, že k čı́slu
ε = d−f (c) > 0 existuje δ > 0 tak, že pro x ∈ [c, c+ δ)∩[x1, x2] je f (x) < f (c)+ε = d .
To znamená, že libovolné x ∈ (c, c + δ) ∩ [x1, x2] je prvkem A. To je opět spor s definicı́
čı́sla c. Musı́ tedy platit f (c) = d .

Důsledek 4.36. Je-li f ∈ C[a, b] a f (a)f (b) < 0, pak existuje bod ξ ∈ (a, b)

takový, že f (ξ) = 0 — viz obr. 4.4.

Poznámka 4.37. Označme f (I ) = {f (x) : x ∈ I }. Z předchozı́ch dvou vět vyplývá,
že

• spojitá funkce zobrazuje interval I na bod nebo na interval f (I ),
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Obr. 4.4: Ilustrace Bolzanovy věty

• spojitá funkce zobrazuje uzavřený ohraničený interval I na bod nebo na uzavřený
interval f (I ),

• ryze monotonnı́ spojitá funkce zobrazuje otevřený interval I na otevřený interval
f (I ).

Přı́pad, kdy funkce zobrazı́ interval na bod, nastane, je-li tato funkce konstantnı́.
Nenı́-li funkce ryze monotonnı́, může být obrazem otevřeného intervalu i uzavřený
nebo polouzavřený interval. Např. funkce y = sin x zobrazuje otevřený interval
(−π,π) na uzavřený interval [−1, 1] a otevřený interval (0,π) na polouzavřený
interval (0, 1].
Přı́klad 4.38. Dokažte, že rovnice x3 − x − 1 = 0 má v intervalu (1, 2) řešenı́.

Řešenı́. Označme si f (x) = x3 − x − 1. Polynom je spojitá funkce a pro hodnoty
v krajnı́ch bodech intervalu [1, 2] platı́ f (1) = −1, f (2) = 5 a f (1)f (2) = −5 < 0.
Podle důsledku Bolzanovy věty 4.36 existuje c ∈ (1, 2) tak, že f (c) = 0. Proto
v intervalu (1, 2) existuje čı́slo, který je řešenı́m dané rovnice. �

Přı́klad 4.39. Dokažte, že pro obor hodnot exponenciálnı́ funkce f : y = ax , a > 0,
a �= 1, platı́ H(f ) = (0,+∞) — viz věta 3.24, tvrzenı́ 2.

Řešenı́. Exponenciálnı́ funkce je ryze monotonnı́ a spojitá (přı́klad 4.27) aD(f ) = R
je otevřený interval. Podle poznámky 4.37 je tudı́ž H(f ) = (α, β), 0 ≤ α < β ≤ ∞.

Abychom ukázali, že β = +∞, stačı́ ověřit, že funkce nenı́ shora ohraničená.
Necht’ např. a > 1. Položme b = a − 1 > 0. Pak podle Bernoulliovy nerovnosti
(přı́klad 1.15) pro n ∈ N platı́ an = (1+b)n ≥ 1+nb → +∞ pro n → ∞ a f je shora
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neohraničená. Dı́ky monotonii dokonce lim
x→+∞ a

x = +∞. Odtud už snadno plyne

z pravidel pro počı́tánı́ s limitami, že lim
x→−∞ a

x = lim
x→−∞ 1/a−x = lim

x→+∞ 1/ax = 0,

což dává, že α = 0.
Pro 0 < a < 1 je 1/a > 1, takže lim

x→+∞ a
x = lim

x→+∞(1/a)
−x = lim

x→−∞(1/a)
x = 0

a analogicky vyjde lim
x→−∞ a

x = +∞. �

Věta 4.40. Necht’f je ryze monotonnı́ a spojitá funkce na intervalu I ⊆ D(f ). Pak
inverznı́ funkce f −1 je spojitá a ryze monotonnı́ na intervalu J = f (I ).

Důkaz. Z poznámky 4.37 vyplývá, že J = f (I ) je skutečně interval. Předpokládejme
pro určitost, žef je rostoucı́ na I . Podle věty 1.46 jef −1 rostoucı́ naJ . Necht’x1 ∈ J je
libovolný bod, který nenı́ pravým koncovým bodem tohoto intervalu, a označme y1 =
= f −1(x1). Pak y1 ∈ I , f (y1) = x1 a y1 nenı́ pravým koncovým bodem intervalu I .
Necht’ ε > 0 je libovolné, ale takové, že y1 + ε ∈ I . Položme x2 = f (y1 + ε).
Pak x2 ∈ J a protože f je rostoucı́, je x2 = f (y1 + ε) > f (y1) = x1. Označme
x2 − x1 = δ. Pak δ > 0 a pro x ∈ [x1, x1 + δ) platı́ nerovnost f −1(x1) ≤ f −1(x) <

< f −1(x1+δ) = f −1(x2) = y1+ε = f −1(x1)+ε. Odtud |f −1(x)−f −1(x1)| < ε, tj.
f −1 je zprava spojitá v bodě x1. Podobně dokážeme, že f −1 je zleva spojitá v každém
bodě intervalu J , který nenı́ jeho levým koncovým bodem. Proto je f −1 spojitá na
intervalu J .

Důsledek 4.41. Funkce arcsin x, arccos x jsou spojité na [−1, 1], funkce arctg x,
arccotg x spojité na R, funkce loga x, a > 0, a �= 1, je spojitá na (0,+∞) a funkce
xs , s ∈ R, je spojitá na svém definičnı́m oboru.

Důkaz. Kromě obecné mocniny tvrzenı́ plyne přı́mo z definic přı́slušných funkcı́,
z předchozı́ věty a z věty 4.24 a přı́kladu 4.27.

Pokud jde o obecnou mocninu, pro x > 0 je xs = es ln x , takže pro x > 0 tvrzenı́
plyne ze spojitosti exponenciálnı́ a logaritmické funkce a z věty 4.23. Je-li s > 0,
s ∈ Q, je podle věty 4.16 lim

x→0+ es lnx = 0 = 0s , takže funkce je spojitá v nule zprava.

Je-li definičnı́ obor ještě širšı́ (pak nutně s ∈ Z), je funkce sudá nebo lichá, z čehož
plyne opět spojitost na celém definičnı́m oboru.

Přı́klad 4.42. Vyšetřete spojitost funkcı́ y = log(x2 + 1) a y = xx .

Řešenı́.
1. Funkce y = log(x2 + 1) je spojitá v každém x ∈ R, protože funkce z = x2 + 1 je

spojitá pro každé x ∈ R a funkce u = log z je spojitá pro každé z ∈ (0,+∞).
2. Funkce y = xx je spojitá v každém bodě x > 0. Nejprve upravı́me jejı́ předpis:
xx = (

eln x
)x = ex ln x . Funkce z = ey je spojitá pro každé y ∈ R a funkce

y = x ln x je spojitá pro každé x > 0. �
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Poznámka 4.43. Z předchozı́ch výsledků vyplývá, že všechny tzv. elementárnı́
funkce, tj.

— mnohočleny,
— exponenciálnı́ a logaritmické funkce,
— goniometrické a cyklometrické funkce,
— obecná mocnina

a všechny funkce, které z nich vzniknou konečným počtem aritmetických operacı́
sečı́tánı́, odčı́tánı́, násobenı́ a dělenı́ a skládánı́m, jsou spojité na svých definičnı́ch
oborech. Tedy limita takové funkce v daném bodě je rovna funkčnı́ hodnotě. Tuto
skutečnost budeme v dalšı́m textu mnohokrát mlčky využı́vat.

4.5. Body nespojitosti

Zaměřme se nynı́ na situaci, kdy daná funkce f nenı́ spojitá v bodě x0. Předpoklá-
dejme, že je f definovaná na nějakém (ryzı́m) okolı́ bodu x0. Podle definice pak
neplatı́, že lim

x→x0
f (x) = f (x0). Rozlišujeme následujı́cı́ situace, které mohou nastat:

1. Existuje vlastnı́ limita lim
x→x0

f (x) = a, ale a �= f (x0). Bod x0 pak nazveme bodem

odstranitelné nespojitosti funkce f . (Přitom připouštı́me i situaci, kdy hodnota
f (x0) nenı́ definována.)

2. Neexistuje vlastnı́ limita lim
x→x0

f (x). V tomto přı́padě ještě rozlišujeme:

a) Existujı́ obě vlastnı́ jednostranné limity lim
x→x0+

f (x) = a1 a lim
x→x0−

f (x) = a2,

ale a1 �= a2. V tomto přı́padě bod x0 nazýváme bodem nespojitosti prvnı́ho
druhu funkce f .

b) Alespoň jedna z jednostranných limit funkce f v bodě x0 neexistuje nebo je
nevlastnı́. Pak bod x0 nazýváme bodem nespojitosti druhého druhu funkce f .

Necht’ má funkce f v bodě x0 odstranitelnou nespojitost a lim
x→x0

f (x) = a. Pak

můžeme definovat spojitou funkci g takto:

g(x) =
{

a x = x0,
f (x) x ∈ D(f )� {x0}.

Řı́káme, že jsme funkci f spojitě dodefinovali (přı́padně předefinovali) v bodě x0.

Na obr. 4.5 je znázorněn graf funkce majı́cı́ čtyři body nespojitosti. V bodech x2 a
x3 je nespojitost prvnı́ho druhu (jednostranné limity existujı́, ale jsou různé), v bodech
x1 a x4 je nespojitost druhého druhu (v bodě x1 je limita zleva nevlastnı́, v bodě x4

limita zprava neexistuje).

Uved’me několik přı́kladů nespojitých funkcı́:
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Obr. 4.5: Body nespojitosti

1. Funkce f (x) = sgn x má v bodě x0 nespojitost prvnı́ho druhu, protože existujı́
vlastnı́ navzájem různé jednostranné limity.

2. Dirichletova funkce má nespojitost druhého druhu v každém bodě x0 ∈ R, protože
v žádném bodě neexistuje ani jedna jejı́ jednostranná limita.

3. Funkce f (x) = e
1
x má v bodě 0 nespojitost druhého druhu, protože lim

x→0+
e

1
x = +∞

a lim
x→0−

e
1
x = 0, tj. jedna z jednostranných limit je nevlastnı́.

4. Funkce f (x) = x2−1
x−1 , x ∈ R� {1} má odstranitelnou nespojitost v bodě 1 (ukažte,

že lim
x→1

f (x) = 2). Jejı́m spojitým dodefinovánı́m vznikne funkce g(x) = x + 1,

x ∈ R.

Přı́klad 4.44. Určete definičnı́ obor funkce f , body nespojitosti a jejich druh, je-li

f (x) = lim
n→∞

1
1 + xn

.

Řešenı́. Nejprve zjistı́me, kdy existuje lim
n→∞

1
1+xn . Platı́

lim
n→∞ x

n =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0 pro x ∈ (−1, 1),
1 pro x = 1,

+∞ pro x ∈ (1,∞),
neexistuje pro x ∈ (−∞,−1].

Odtud plyne (−1,∞) ⊆ D(f ) a funkce f je rovna

f (x) =
⎧⎨⎩

1 pro x ∈ (−1, 1),
1
2 pro x = 1,
0 pro x ∈ (1,∞).
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Ukážeme ještě, že (−∞,−1) ⊆ D(f ) (sami vysvětlete, proč −1 /∈ D(f )). Pro
x < −1 je lim

n→∞ |x|n = +∞ a využitı́m nerovnosti |xn + 1| ≥ |x|n − 1 dostáváme
lim
n→∞ |xn+1| = +∞, odkud plyne lim

n→∞ 1/|xn+1| = 0, proto také lim
n→∞ 1/(xn+1) = 0

(srv. cvičenı́ 10). Tedy f (x) = 0 pro x ∈ (−∞,−1).
Bodem nespojitosti je bod x = 1, nebot’ lim

x→1+ f (x) = 0, lim
x→1− f (x) = 1, f (1) =

= 1
2 . Protože existujı́ vlastnı́ obě jednostranné limity a jsou různé, je bod 1 bodem

nespojitosti prvnı́ho druhu. Podobně je bodem nespojitosti prvnı́ho druhu bodx = −1,
nebot’ funkce f nenı́ v tomto bodě definovaná, lim

x→−1+ f (x) = 1 a lim
x→−1− f (x) = 0,

tj. obě jednostranné limity existujı́ a jsou vlastnı́. Graf je na obr. 4.6. �

x

y

1

1/2

1−1 1O

Obr. 4.6: Graf funkce z přı́kladu 4.44

4.6. Řešené přı́klady na limity

Přı́klad 4.45. Vypočtěte limity (a0 �= 0)

a) lim
x→∞

a0x
n + · · · + an

a0xn
, b) lim

x→1

(
1

1 − x
− 3

1 − x3

)
, c) lim

x→3

√
x + 1 − 2

x2 − 5x + 6
.

Řešenı́. a) Upravı́me:

lim
x→∞

a0x
n + · · · + an

a0x
n

= lim
x→∞

(
1 + a1

a0
· 1
x

+ · · · + an

a0
· 1
xn

)
= 1.

b) Počı́tejme:

lim
x→1

(
1

1 − x
− 3

1 − x3

)
= lim

x→1

1 + x + x2 − 3
1 − x3 =

= lim
x→1

x2 + x − 2
1 − x3 = lim

x→1

(x − 1)(x + 2)
1 − x3 = lim

x→1

−(x + 2)
x2 + x + 1

= −1.
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c) Odstranı́me odmocninu a dostáváme:

lim
x→3

√
x + 1 − 2

x2 − 5x + 6
= lim

x→3

(
√
x + 1 − 2)(

√
x + 1 + 2)

(x − 3)(x − 2)(
√
x + 1 + 2)

=

= lim
x→3

x + 1 − 4
(x − 3)(x − 2)(

√
x + 1 + 2)

= lim
x→3

1
(x − 2)(

√
x + 1 + 2)

= 1
4
.

�
Přı́klad 4.46. Vypočtěte limity

a) lim
x→0

x5 − x4

3
√

1 + x4 − 1
, b) lim

x→0

3
√

1 + x2 − 4
√

1 − 2x
x + x2 .

Řešenı́. a) Upravı́me tak, abychom odstranili odmocninu ve jmenovateli

lim
x→0

(x5 − x4)
(

3
√
(1 + x4)2 + 3

√
1 + x4 + 1

)
1 + x4 − 1

=
= lim

x→0
(x − 1)

( 3
√
(1 + x4)2 + 3

√
1 + x4 + 1

) = −3.

b) Budeme postupovat podobně jako v předchozı́ch přı́kladech, ale uděláme ještě
šikovnou úpravu, která nám zjednodušı́ počı́tánı́:

lim
x→0

3
√

1 + x2 − 4
√

1 − 2x
x + x2 = lim

x→0

( 3
√

1 + x2 − 1
x + x2 + 1 − 4

√
1 − 2x

x + x2

)
=

= lim
x→0

1 + x2 − 1

x(1 + x)
(

3
√
(1 + x2)2 + 3

√
1 + x2 + 1

)+
+ lim

x→0

1 − 1 + 2x

x(x + 1)
(

4
√
(1 − 2x)3 + 4

√
(1 − 2x)2 + 4

√
1 − 2x + 1

) =

= 0
3

+ 2
4

= 1
2
.

�
Přı́klad 4.47. Pro a > b ≥ 0 vypočtěte

lim
x→a

√
x − b − √

a − b

x2 − a2 .

Řešenı́. Je

lim
x→a

√
x − b − √

a − b

x2 − a2 = lim
x→a

x − b − a + b

(x − a)(x + a)
(√
x − b + √

a − b
) =

= lim
x→a

1
(x + a)

(√
x − b + √

a − b
) = 1

4a
√
a − b

.
�



84 Limita a spojitost funkce

Přı́klad 4.48. Vypočtěte limity

a) lim
x→0

√
1 + tg x − √

1 − tg x
sin x

, b) lim
x→0

√
2 − √

1 + cos x
sin2 x

.

Řešenı́. a) Odstranı́me odmocninu a upravı́me:

lim
x→0

√
1 + tg x − √

1 − tg x
sin x

= lim
x→0

2 tg x

sin x
(√

1 + tg x + √
1 − tg x

) =

= lim
x→0

2

cos x
(√

1 + tg x + √
1 − tg x

) = 2
2

= 1.

b) Postupujeme podobně:

lim
x→0

√
2 − √

1 + cos x
sin2 x

= lim
x→0

2 − 1 − cos x

sin2 x
(√

2 + √
1 + cos x

) =

lim
x→0

1 − cos x

sin2 x
(√

2 + √
1 + cos x

) = lim
x→0

1 − cos2 x

sin2 x(1 + cos x)
(√

2 + √
1 + cos x

) =

lim
x→0

1

(1 + cos x)
(√

2 + √
1 + cos x

) = 1

2 · (√2 + √
2
) = 1

4
√

2
=

√
2

8
.

�

Přı́klad 4.49. Vypočtěte následujı́cı́ limity:

a) lim
x→0

tg x
x
, b) lim

x→0

arctg x
x

, c) lim
x→0

arcsin x
x

.

Řešenı́. Použijeme věty 4.16 a 4.21 a výsledek přı́kladu 4.25.

(a) lim
x→0

tg x
x

= lim
x→0

sin x
x

· 1
cos x

= 1 · 1 = 1.

(b) lim
x→0

arctg x
x

= lim
x→0

arctg x
tg(arctg x)

= lim
y→0

y

tg y
= 1.

(c) lim
x→0

arcsin x
x

= lim
x→0

arcsin x
sin(arcsin x)

= lim
y→0

y

sin y
= 1.

Funkce tg, arctg a arcsin majı́ společnou vlastnost, že jsou v okolı́ bodu 0 blı́zké
funkci x (srv. definici 7.15). �

Cvičenı́

1. Vypočı́tejte limity

a) lim
x→0

3
√

1 + x2 − 1
x2

, b) lim
x→0

3
√

1 + x − 3
√

1 − x

x
.
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2. Pro libovolné a ∈ R vypočı́tejte limitu

lim
x→∞

(
1 + a

x

)x
.

3. Vypočı́tejte následujı́cı́ limity

a) lim
x→6

x − 6√
x + 3 − 3

, b) lim
x→0

√
x2 + 1 − 1√
x2 + 16 − 4

, c) lim
x→1

2 − √
x + 3

x3 − 1
.

4. Určete jednostranné limity

a) lim
x→−1−

1
x + 1

, lim
x→−1+

1
x + 1

, b) lim
x→2−

|x − 2|
x − 2

, lim
x→2+

|x − 2|
x − 2

.

5. Vypočı́tejte následujı́cı́ limity

a) lim
x→−∞(

√
x4 + 1 − x2), b) lim

x→+∞
( 3
√

1 − x3 + x
)
,

c) lim
x→+∞ x(

√
x2 + 1 − x), d) lim

x→+∞
[√
(x + a)(x + b)− x

]
, a, b ∈ R,

e) lim
x→+∞

√
x + 3

√
x + 4

√
x√

2x + 1
, f) lim

x→+∞
( 3
√
x3 + x2 + 1 − 3

√
x3 − x2 + 1

)
,

g) lim
x→+∞

√
x + √

x + √
x√

x + 1
, h) lim

x→+∞
( 3
√
x3 + 3x2 − √

x2 − 2x
)
.

6. Jak je nutno dodefinovat funkci

f (x) = x2 − 1
x3 − 1

v bodě 1 tak, aby byla spojitá na celém R?

7. Určete, v kterém bodě x ∈ R je následujı́cı́ funkce spojitá:

f (x) =
{

0 pro x ∈ I,
x pro x ∈ Q.

8. Dokažte, že je funkce f spojitá v celém R, je-li

f (x) =
⎧⎨⎩ x2 sin

1
x

pro x �= 0,

0 pro x = 0.

9. Jakého druhu je nespojitost v bodě x0 = 0 funkcı́

a) y = sin x
x

, b) y = cos x
x

, c) y = �x�, d) y = e1/x + 1
e1/x − 1

.
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10. Dokažte, že lim
x→a

f (x) = 0 právě tehdy, když lim
x→a

|f (x)| = 0.

11. Najděte přı́klad spojité funkce f na intervalu [0,+∞) takové, že obor hodnot je

a) ohraničený polouzavřený interval, b) ohraničený otevřený interval.

12. Dokažte tvrzenı́ 2 z poznámky 1.34.

13. Vypočtěte lim
x→x0

ρ(x), x0 ∈ R, kde ρ(x) je Riemannova funkce z poznámky 1.34.

Určete body spojitosti resp. body nespojitosti a jejich druh u této funkce.

14. Pro hyperbolické funkce — viz cvičenı́ 18 z kapitoly 3 — vypočtěte:

a) lim
x→0

f (x)− f (0)
x

, f = sinh, cosh, tgh,

b) lim
x→±∞ f (x), f = sinh, cosh, tgh, cotgh, lim

x→0± cotgh x.

15. Najděte přı́klad funkce, která splňuje předpoklady důsledku 4.36, má nekonečně
mnoho nulových bodů, ale nenı́ konstantnı́ na žádném podintervalu.

16. Rozhodněte, zda je možné, aby funkce g[f (x)] byla spojitá v x0, je-li

a) f nespojitá v x0, b) g nespojitá v f (x0),

c) f nespojitá v x0 a g nespojitá v f (x0).

17. Necht’funkce f a g jsou spojité v bodě x0. Dokažte, že pak také funkce max{f, g}
a min{f, g} jsou spojité v tomto bodě.

*

Nejkratšı́ matematický vtip: „Necht’epsilon je záporné. . . “

*

Ptali se studenta matematiky: „Proč jste se neučil?“ A student odpověděl:
„Byl jsem schopen dostat se libovolně blı́zko k učebnici, ale ne až k nı́.“
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Kapitola 5

Derivace funkce

Derivace funkce patřı́ spolu s pojmy limita a spojitost funkce k základnı́m pojmům
diferenciálnı́ho počtu. Nejprve si ukážeme historickou motivaci pro zavedenı́ tohoto
pojmu. Poté dokážeme věty o derivaci, odvodı́me derivace elementárnı́ch funkcı́ a
uvedeme věty o střednı́ hodnotě popisujı́cı́ vlastnosti funkce pomocı́ jejı́ derivace na
intervalu. Ukážeme, jak lze počı́tat limity podı́lu dvou funkcı́ pomocı́ derivacı́ — tzv.
l’Hospitalovo pravidlo.

5.1. Derivace a jejı́ geometrický význam

K pojmu derivace funkce vede celá řada geometrických a fyzikálnı́ch úloh. Jedna
z nejstaršı́ch (tzv. základnı́ úloha diferenciálnı́ho počtu) je nalézt tečnu ke grafu
známé funkce f . Sečna grafu je přı́mka určená bodem T = (x0, f (x0)) a dalšı́m
libovolným bodem grafu (x, f (x)). Tečnou s bodem dotyku T rozumı́me limitnı́
polohu zmı́něné sečny, kdy se bod x blı́žı́ k bodu x0 — viz obr. 5.1. Ukažme, jaká je
směrnice této tečny.

Připomeňme, že přı́mka procházejı́cı́ body (x0, y0) a (x1, y1), x0 �= x1, má směr-
nici

k = y1 − y0

x1 − x0
= tg ϕ,

kde ϕ je úhel, který svı́rá přı́mka s kladným směrem osy x. Tato přı́mka je potom
dána rovnicı́

y − y0 = k(x − x0). (5.1)

Proto směrnice uvažované sečny je

ks = tg ϕs = f (x)− f (x0)

x − x0
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x

y

f (x0)

f (x)

x0 xO

y = f (x)

T

x − x0

f (x)− f (x0)

t

s

ϕtϕs

Obr. 5.1: Geometrický význam derivace

a směrnice tečny

kt = tg ϕt = lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
.

To ukazuje, že je účelné vyšetřovat takové limity (pro spojité funkce jsou typu 0
0).

Definice 5.1. Bud’f funkce a bod x0 ∈ D(f ). Existuje-li

lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
, (5.2)

nazýváme tuto limitu derivacı́ funkce f v bodě x0 a značı́me f ′(x0).
Je-li limita (5.2) vlastnı́, nazývá se čı́slo f ′(x0) vlastnı́ derivacı́ funkce f v bodě x0,
je-li limita (5.2) nevlastnı́, nazývá se f ′(x0) nevlastnı́ derivacı́ funkce f v bodě x0.

Derivaci značı́me též df
dx (x0) (důvodem je souvislost s diferenciálem, viz str. 156)

nebo
(
f (x)

)′
x=x0

.
Podobně definujeme jednostranné derivace

f ′
+(x0) = lim

x→x+
0

f (x)− f (x0)

x − x0
, f ′

−(x0) = lim
x→x−

0

f (x)− f (x0)

x − x0
.

Poznámka 5.2. Bezprostředně z definice derivace plynou tyto důležité vlastnosti
derivace funkce:
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i) Má-li funkce derivaci v bodě x0, je definovaná v jistém okolı́ tohoto bodu.
ii) Libovolná funkce má v libovolném bodě nejvýše jednu derivaci.
iii) Derivace je lokálnı́ vlastnost, popisuje růst/pokles funkce v okolı́ daného bodu.

Napřı́klad, jestliže existuje okolı́O(x0) tak, že f = g naO(x0), pak platı́ f ′(x0) =
= A právě tehdy, když g′(x0) = A.

iv) Položı́me-li h = x − x0 v (5.2), lze definici derivace psát ve tvaru

f ′(x0) = lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0)

h
.

v) Funkce f má v x0 derivaci právě tehdy, když má v x0 obě jednostranné derivace
a ty jsou si rovny, tj. f ′+(x0) = f ′−(x0).

Geometrický význam derivace. Ze způsobu, jakým jsme zavedli pojem derivace,
plyne, že funkce f má v bodě x0 vlastnı́ derivaci právě tehdy, když má graf v bodě
(x0, f (x0)) tečnu se směrnicı́ f ′(x0). Dosadı́me-li do (5.1), dostáváme rovnici této
tečny v bodě T = (x0, f (x0))

y = f (x0)+ f ′(x0)(x − x0).

Pro směrnice k1, k2 dvou navzájem kolmých přı́mek platı́ k1k2 = −1. Proto rovnice
normály, tj. přı́mky kolmé k tečně a procházejı́cı́ dotykovým bodem, je

y = f (x0)− 1
f ′(x0)

(x − x0), je-li f ′(x0) �= 0 (viz obr. 5.2 a)),

x = x0, je-li f ′(x0) = 0 (viz obr. 5.2 b)).

Má-li funkce v daném bodě nevlastnı́ derivaci, tj. f ′(x0) = ±∞, a je-li v tomto
bodě spojitá (viz poznámka 5.8, iii)), pak je tečna ke grafu funkce y = f (x) v bodě
(x0, f (x0)) rovnoběžná s osou y. Proto rovnice tečny a normály tehdy jsou

tečna: x = x0,

normála: y = f (x0) (viz obr. 5.2 c)).

Přı́klad 5.3. Z definice odvod’te derivaci funkce f : y = xn, n ∈ N, v libovolném
bodě x0.

Řešenı́. Počı́táme limitu

f ′(x0) = lim
x→x0

xn − xn0

x − x0
=

= lim
x→x0

(x − x0)(x
n−1 + xn−2x0 + · · · + xxn−2

0 + xn−1
0 )

x − x0
=

= lim
x→x0

(xn−1 + xn−2x0 + · · · + xxn−2
0 + xn−1

0 ) = nxn−1
0 .

�
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f (x0)

x0O

y = f (x)
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a) f ′(x0) �= 0,
f ′(x0) ∈ R

x

y

f (x0)

x0O

y = f (x)

t

n

b) f ′(x0) = 0

x

y

f (x0)

x0O

y = f (x)

n

t

c) f ′(x0) = +∞
(f spojitá v x0)

Obr. 5.2: Tečna a normála ke grafu funkce

Přı́klad 5.4. Napište rovnici tečny a normály ke grafu funkce f (x) = x2 procháze-
jı́cı́ch bodem (1, 1).

Řešenı́. Platı́ f (1) = 1, takže půjde o bod dotyku. Rovnice tečny má tvar y − 1 =
= f ′(1)(x − 1). Podle přı́kladu 5.3 je f ′(x) = 2x, po dosazenı́ f ′(1) = 2. Odtud
dostáváme rovnici tečny y = 2x − 1 a normály y = − 1

2x + 3
2 . �

Přı́klad 5.5. Rozhodněte, zda má funkce f (x) = |x| v bodě x0 = 0 derivaci.

Řešenı́. Určı́me jednostranné derivace:

f ′
+(0) = lim

x→0+
|x|
x

= lim
x→0+

x

x
= 1, f ′

−(0) = lim
x→0−

|x|
x

= lim
x→0−

−x
x

= −1.

Protože jsou tyto derivace navzájem různé, funkce |x| nemá derivaci v bodě 0 —
viz. obr. 1.3 a). Takový bod, v němž „polotečny“ existujı́, ale jejich směrové vektory
jsou nekolineárnı́, se nazývá úhlový bod. �

Přı́klad 5.6. Z definice derivace vypočtěte derivace funkcı́ 3
√
x a 3√

x2 v bodě 0.

Řešenı́.

1. Pro derivaci funkce f (x) = 3
√
x v bodě x0 = 0 dostáváme dosazenı́m do (5.2)

f ′(0) = lim
x→0

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0

3
√
x

x
= lim

x→0

1
3
√
x2

= +∞,

tj. daná funkce má nevlastnı́ derivaci +∞. Jejı́ tečnou je osa y, tj. přı́mka x = 0.
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2. Ukážeme, že derivace funkce f (x) = 3
√
x2 v bodě x0 = 0 neexistuje. Nejprve

vypočteme jednostranné derivace

f ′
+(0) = lim

x→0+

3
√
x2

x
= lim

x→0+
1

3
√
x

= +∞, f ′
−(0) = lim

x→0−
1

3
√
x

= −∞.

Odtud plyne, že funkce 3
√
x2 nemá derivaci v bodě 0. Přitom funkce je spojitá,

takže má „polotečny“, které splývajı́ s kladnou poloosou y. Bod, ve kterém nastane
obdobná situace, se nazývá bod vratu. �

Fyzikálnı́ význam derivace. Předpokládejme, že v časovém intervalu [t1, t2] se po
přı́mce pohybuje zleva doprava hmotný bod, jehož poloha v čase t je určena souřadnicı́ x(t)
bodu dané přı́mky. Průměrná rychlost v daném časovém intervalu je

vp = x(t2)− x(t1)

t2 − t1
.

Okamžitou rychlost vo v nějakém čase t0 zjistı́me tak, že budeme „zmenšovat“ velikost
časového intervalu, tj. budeme se „blı́žit k bodu t0“. Vyjádřeno matematicky pomocı́ limity

vo = lim
t→t0

x(t)− x(t0)

t − t0
= x ′(t0).

Vidı́me, že fyzikálnı́ význam derivace je v tomto přı́padě okamžitá rychlost hmotného bodu.
Podobně obecněji, jestliže f (t) je fyzikálnı́ skalárnı́ veličina závisejı́cı́ na čase, charakterizuje
f ′(t) okamžitou velikost jejı́ změny v čase t .

5.2. Věty o derivaci

V tomto odstavci uvedeme věty o derivaci funkce v daném bodě. Vztah mezi derivacı́
a spojitostı́ funkce popisuje následujı́cı́ věta.

Věta 5.7. Má-li funkce f v bodě x0 vlastnı́ derivaci, pak je v tomto bodě spojitá.

Důkaz. Předpokládejme, že existuje f ′(x0) �= ±∞. Podle definice spojitosti máme
dokázat, že lim

x→x0
f (x) = f (x0). Platı́

lim
x→x0

f (x) = lim
x→x0

(
f (x)− f (x0)+ f (x0)

) =

= lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
(x − x0)+ lim

x→x0
f (x0) =

= lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
· lim
x→x0

(x − x0)+ f (x0) =
= f ′(x0) · 0 + f (x0) = f (x0).
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Poznámka 5.8.

i) Analogické tvrzenı́ platı́ pro jednostranné derivace a jednostranné spojitosti.
ii) Obráceně věta neplatı́: funkce může být spojitá, ale nemusı́ mı́t derivaci!

Napřı́klad funkce f (x) = |x| je spojitá v bodě 0, nebot’ lim
x→0+ |x| = lim

x→0+ x = 0 a

lim
x→0− |x| = lim

x→0− −x = 0, ale nemá v bodě 0 derivaci — viz přı́klad 5.5.

iii) Předpoklad, že má funkce vlastnı́ derivaci, je ve větě 5.7 důležitý. Z existence
nevlastnı́ derivace neplyne spojitost funkce v daném bodě. Splňuje-li funkce f
podmı́nku f ′(x0) = ±∞ může (ale nemusı́) být v bodě x0 spojitá.
Uvedeme dva přı́klady. Funkce f (x) = sgn x má jednostranné derivace v bodě
x0 = 0:

f ′
+(0) = lim

x→0+
sgn x − 0
x − 0

= 1
+0

= +∞,

f ′
−(0) = lim

x→0−
sgn x − 0
x − 0

= −1
−0

= +∞.

Proto existuje derivace f ′(0) a je rovna +∞. Přitom funkce sgn x nenı́ v bodě 0
spojitá — viz obr. 1.3 c).
Naopak funkce f (x) = 3

√
x má v bodě x0 = 0 nevlastnı́ derivaci — viz přı́-

klad 5.6 — a přitom je v bodě 0 spojitá.

Věta 5.9. Necht’ majı́ funkce f, g v bodě x0 vlastnı́ derivaci. Pak platı́:

1.
(
cf (x)

)′
x=x0

= cf ′(x0),

2.
(
f (x)± g(x)

)′
x=x0

= f ′(x0)± g′(x0),

3.
(
f (x) · g(x))′

x=x0
= f ′(x0)g(x0)+ f (x0)g

′(x0),

4. Je-li g(x0) �= 0, pak
(
f (x)

g(x)

)′
= f ′(x0)g(x0)− f (x0)g

′(x0)

g2(x0)
.

Důkaz. Vyjdeme z definice derivace:
1. Platı́(

cf (x)
)′
x=x0

= lim
x→x0

cf (x)− cf (x0)

x − x0
= c lim

x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
= cf ′(x0).

2. Podobně(
f (x)± g(x)

)′
x=x0

= lim
x→x0

f (x)± g(x)− f (x0)∓ g(x0)

x − x0
=

= lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
± lim

x→x0

g(x)− g(x0)

x − x0
=

= f ′(x0)± g′(x0),
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3. Dále(
f (x)g(x)

)′
x=x0

= lim
x→x0

f (x)g(x) − f (x0)g(x0)

x − x0
=

= lim
x→x0

f (x)g(x)− f (x0)g(x)+ f (x0)g(x)− f (x0)g(x0)

x − x0
=

= lim
x→x0

g(x) lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
+ lim

x→x0
f (x0) lim

x→x0

g(x)− g(x0)

x − x0
=

= g(x0)f
′(x0)+ f (x0)g

′(x0).

4. Funkce g má v x0 derivaci, je tudı́ž v x0 spojitá, g(x0) �= 0, proto existuje okolı́
O(x0) takové, že g(x) �= 0 pro všechna x ∈ O(x0). Podle definice derivace je

(
f (x)

g(x)

)′

x=x0

= lim
x→x0

f (x)

g(x)
− f (x0)

g(x0)

x − x0
=

= lim
x→x0

f (x)g(x0)− f (x0)g(x)(
g(x) · g(x0)

)
(x − x0)

=

= lim
x→x0

f (x)g(x0)− f (x0)g(x0)+ f (x0)g(x0)− f (x0)g(x)

x − x0
· 1
g(x) · g(x0)

=

= lim
x→x0

1
g(x) · g(x0)

·
(

lim
x→x0

g(x0)
f (x)− f (x0)

x − x0
− lim

x→x0
f (x0)

g(x)− g(x0)

x − x0

)
= 1
g2(x0)

(
g(x0)f

′(x0)− f (x0)g
′(x0)

)
.

Poznámka 5.10.

i) Má-li funkce f pro všechna x ∈ M ⊆ D(f ) vlastnı́ derivaci f ′(x), pak y = f ′(x)
je funkce definovaná naM. Z předchozı́ věty plyne: Majı́-li funkce f, g na množině
M derivaci, pak na M platı́ (cf )′ = cf ′, (f ± g)′ = f ′ ± g′, (fg)′ = f ′g+ fg′ a
pokud g �= 0, (f/g)′ = (f ′g − fg′)/g2.

ii) Předchozı́ větu lze indukcı́ rozšı́řit pro n funkcı́:

(c1f1 + · · · + cnfn)
′ = c1f

′
1 + · · · + cnf

′
n ,

(f1 · · · · · fn)′ = f ′
1f2 · · · fn + f1f

′
2 · · · fn + · · · + f1 · · · f ′

n .

Napřı́klad (3x4 − x3 + 1)′ = 12x3 − 3x2 pro všechna x ∈ R.

Před důkazem vět o derivaci složené a inverznı́ funkce uvedeme následujı́cı́
ekvivalentnı́ definici vlastnı́ derivace, která nám umožnı́ tyto věty elegantně dokázat.
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Lemma 5.11 (Carathéodory). Funkce f má v bodě x0 vlastnı́ derivaci právě tehdy, když
existuje funkce ϕ definovaná na nějakém okolı́ O(x0), která je spojitá v bodě x0 a taková, že
pro každé x ∈ O(x0) platı́

f (x)− f (x0) = ϕ(x)(x − x0). (5.3)

Existuje-li taková funkce ϕ, pak platı́ f ′(x0) = ϕ(x0).

Důkaz. Necht’existuje vlastnı́ f ′(x0). Pro x ∈ O(x0)� {x0} musı́ mı́t hledaná funkce vzhle-
dem k (5.3) tvar ϕ(x) = (

f (x) − f (x0)
)/
(x − x0). Pro x = x0 položı́me ϕ(x0) = f ′(x0).

Pak
lim
x→x0

ϕ(x) = lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
= f ′(x0) = ϕ(x0),

tedy funkce ϕ má požadované vlastnosti.
Naopak, pokud existuje taková funkce, vyjádřı́me ji z (5.3) a vypočteme týmž postupem

jejı́ limitu v bodě x0. Ta podle předpokladu existuje, takže existuje i f ′(x0) a je rovna
ϕ(x0).

Věta 5.12. Necht’ funkce u = g(x) má vlastnı́ derivaci v bodě x0 a necht’ funkce
y = f (u) má vlastnı́ derivaci v bodě u0 = g(x0). Pak složená funkce y = F(x) =
= f [g(x)] má vlastnı́ derivaci v bodě x0 a platı́:

F ′(x0) = f ′(u0) · g′(x0) = f ′[g(x0)] · g′(x0).

Důkaz. Podle lemmatu 5.11 existujı́ funkce ψ a ϕ takové, že

g(x)− g(x0) = ψ(x)(x − x), x ∈ O1(x0), ψ(x0) = g′(x0),

f (u)− f (u0) = ϕ(u)(u− u0), u ∈ O2(u0), ϕ(u0) = f ′(u0),

kde O1(x0) a O2(u0) jsou vhodná okolı́. Funkce ψ je spojitá v bodě x0 a funkce ϕ je spojitá
v boděu0. Podle věty 5.7 je funkceg spojitá v bodě x0 a funkcef je spojitá v boděu0. Lze tedy
předpokládat (po přı́padném zmenšenı́ okolı́ O1(x0)), že pro x ∈ O1(x0) je g(x) ∈ O2(u0).
Pak

f [g(x)] − f [g(x0)] = ϕ[g(x)](g(x)− g(x0)) = ϕ[g(x)]ψ(x)(x − x0)

pro x ∈ O1(x0). Položme ω(x) = ϕ[g(x)]ψ(x). Z vět 4.21 a 4.23 plyne, že ω je spojitá
v bodě x0. Přitom F(x)− F(x0) = ω(x)(x − x0). Podle lemmatu 5.11 existuje tudı́ž F ′(x0)

a je rovna ω(x0) = ϕ[g(x0)]ψ(x0) = f ′[g(x0)]g′(x0).

Poznámka 5.13. Předchozı́ větu lze opět rozšı́řit i pro vı́cenásobně složené funkce.
Např. pro čtyřnásobně složenou funkci je:[

f
(
g
{
h[ϕ(x0)]

})]′ = f ′(g{h[ϕ(x0)]
}) · g′{h[ϕ(x0)]

} · h′[ϕ(x0)] · ϕ′(x0).

Věta 5.14. Necht’ funkce x = f (y) je spojitá a ryze monotonnı́ na intervalu I . Necht’
y0 je vnitřnı́ bod intervalu I a necht’ má f v y0 derivaci f ′(y0). Pak má inverznı́
funkce y = f −1(x) v bodě x0 = f (y0) rovněž derivaci.
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(i) Je-li f ′(y0) �= 0, je derivace inverznı́ funkce vlastnı́ a platı́

(f −1)′(x0) = 1
f ′(y0)

.

(ii) Je-li f ′(y0) = 0, je derivace inverznı́ funkce nevlastnı́, přičemž (f −1)′(x0) = +∞
pro f rostoucı́ a (f −1)′(x0) = −∞ pro f klesajı́cı́.

Obdobné tvrzenı́ platı́ i pro jednostranné derivace.

Důkaz. Podle lemmatu 5.11 existuje funkce ϕ spojitá v bodě y0 tak, že v jistém okolı́O1(y0)

platı́
f (y)− f (y0) = ϕ(y)(y − y0) a f ′(y0) = ϕ(y0). (5.4)

Podle poznámky 4.37 je inverznı́ funkce f−1 definovaná opět na intervalu a podle věty 4.40
je spojitá a ryze monotonnı́. Tedy x0 = f (y0) je vnitřnı́ bod intervalu D(f −1) a existuje
okolı́ O2(x0) tak, že pro x ∈ O2(x0) je f−1(x) ∈ O1(y0). Dosadı́me-li y = f−1(x) do (5.4),
dostaneme

x − x0 = ϕ[f−1(x)](f−1(x)− f−1(x0)
)
, x ∈ O2(x0). (5.5)

Protože f je ryze monotonnı́, je z (5.4) vidět, že pro y �= y0 je ϕ(y) �= 0. Proto pro
x ∈ O2(x0)� {x0} podle (5.5) platı́

f−1(x)− f−1(x0) = 1
ϕ[f−1(x)] (x − x0). (5.6)

Předpokládejme nejprve, že f ′(y0) �= 0. Označme ψ(x) = 1/ϕ[f−1(x)], x �= x0 a
položme ψ(x0) = 1/f ′(y0). Z vět 4.21 a 4.23 plyne, že funkce ψ je spojitá v bodě x0 a
z (5.6) dostaneme

f−1(x)− f−1(x0) = ψ(x)(x − x0), x ∈ O2(x0).

Podle lemmatu 5.11 má tedy f−1 derivaci v bodě x0 a platı́ (f−1)′(x0) = ψ(x0).
Necht’nynı́ f ′(y0) = 0 a f je např. rostoucı́. Pak pro x �= 0 je podle (5.5) ϕ[f−1(x)] > 0

a podle věty 4.23 je lim
x→x0

ϕ[f−1(x)] = ϕ(y0) = f ′(y0) = 0. Vzhledem k poznámce 4.14

dostaneme z (5.6)

lim
x→x0

f−1(x)− f−1(x0)

x − x0
= lim
x→x0

1
ϕ[f−1(x)] = +∞.

Tvrzenı́ předchozı́ věty má názorný geometrický význam. Na obr. 5.3 platı́ pro
f ′(x0) �= 0, že tgϕ = f ′(x0) a tgψ = (f −1)′(x0). Protože ϕ + ψ = π/2, platı́

(f −1)′(x0) = tgψ = tg
(π

2
− ϕ

)
= cotg ϕ = 1

tg ϕ
= 1
f ′(x0)

.

Pochopitelně tento obrázek nemůže nahradit výše uvedený korektnı́ důkaz.
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Obr. 5.3: Geometrický význam derivace inverznı́ funkce

Protože podle poznámky 5.10 lze vlastnı́ derivaci funkce f chápat jako funkci,
můžeme definovat jejı́ derivaci v nějakém bodě x0; tu pak nazýváme druhou derivacı́
funkce f v bodě x0 a značı́me f ′′(x0). Rovněž vlastnı́ druhou derivaci lze chápat jako
funkci f ′′ na množině D(f ′′) ⊆ D(f ′). Ta může mı́t opět derivaci v některém bodě
atd.

Obecně definujeme:

Definice 5.15. Druhou derivacı́ funkce f rozumı́me funkci f ′′ = (f ′)′ a pro
libovolné n ≥ 2 definujeme n-tou derivaci (derivaci n-tého řádu) funkce f vztahem
f (n) = (f (n−1))′.

Přı́klad 5.16. Vypočtěte n-tou derivaci funkce f (x) = xn, n ∈ N.

Řešenı́. Podle přı́kladu 5.3 je pro každé x ∈ R
f ′(x) = nxn−1, f ′′(x) = n(n− 1)xn−2, . . . , f (n)(x) = n! . �

Přı́klad 5.17. Vypočtěte derivace všech řádů polynomu f (x) = 2x3 − 3x2 + 5x− 7.

Řešenı́. Pro každé x ∈ R platı́

f ′(x) = 6x2 − 6x + 5, f ′′(x) = 12x − 6, f ′′′(x) = 12, f ′′′′(x) = 0.

Odtud f (n) = 0 (nulový polynom) pro libovolné n ≥ 4.
Všimněte si, že obdobnou vlastnost má každý polynom. Je-li stP = n, pak P (m)

je nulový polynom pro každé m ≥ n+ 1. �
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5.3. Derivace elementárnı́ch funkcı́

Věta 5.18. Pro derivace elementárnı́ch funkcı́ platı́:

c′ = 0,

(sin x)′ = cos x, (cos x)′ = − sin x,

(tg x)′ = 1
cos2 x

, (cotg x)′ = − 1
sin2 x

,

(arcsin x)′ = 1√
1 − x2

, (arccos x)′ = − 1√
1 − x2

,

(arctg x)′ = 1
x2 + 1

, (arccotg x)′ = − 1
x2 + 1

,

(ex)′ = ex, (ax)′ = ax · ln a,

(ln x)′ = 1
x
,

(
loga x

)′ = 1
x ln a

,

(xa)′ = axa−1, (a ∈ R).
Tyto vzorce platı́ všude tam, kde jsou přı́slušné funkce definovány.

Důkaz. Prvnı́ vzorec plyne bezprostředně z definice derivace.
(a) Goniometrické funkce. Z definice derivace s použitı́m přı́kladu 4.25 platı́

(sin x)′x=x0
= lim

x→x0

sin x − sin x0

x − x0
= lim

x→x0

2 sin x−x0
2 cos x+x0

2

x − x0
=

= lim
x→x0

sin x−x0
2

x−x0
2

lim
x→x0

cos
x + x0

2
=

= lim
h→0

sin h
h

lim
x→x0

cos
x + x0

2
= 1 · cos x0 = cos x0.

Protože cos x = sin
(

π
2 + x

)
, plyne z věty o derivaci složené funkce (cos x)′ =

= cos
(

π
2 + x

) = − sin x. Derivaci funkce tg pak dostaneme z derivace podı́lu
sinx
cos x a derivaci funkce cotg z derivace podı́lu cos x

sin x .
(b) Cyklometrické funkce. Podle věty o derivaci inverznı́ funkce 5.14 platı́

(arcsin x)′ = 1
(sin y)′

= 1
cos y

,

kde y ∈ (−π
2 ,

π
2

)
. Proto cos y > 0 a 1

cos y = 1√
1−sin2 y

= 1√
1−x2

. Podle přı́kladu

3.19 platı́ (arccos x)′ = (
π
2 − arcsin x

)′ = − 1√
1−x2

. Podobně

(arctg x)′ = 1
(tg y)′

= cos2 y = cos2 y

sin2 y + cos2 y
= 1

1 + tg2 y
= 1

1 + x2
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a odtud již (arccotg x)′ = (
π
2 − arccotg x

)′ = − 1
1+x2 .

(c) Exponenciálnı́ funkce. Opět vyjdeme z definice derivace. Pro funkci ex dostáváme

(ex)′x=x0
= lim

h→0

ex0+h − ex0

h
= lim

h→0
ex0 · eh − 1

h
= ex0 · lim

h→0

eh − 1
h

= ex0 .

Poznamenejme, že jsme v poslednı́m kroku využili znalost limity z přı́kladu 4.26.
Pro derivaci funkce ax použijeme větu o složené funkci a dostáváme (ax)′ =
= (ex ln a)′ = ex ln a(x ln a)′ = ax ln a.

(d) Logaritmická funkce. Použijeme větu o derivaci inverznı́ funkce, podle které

(ln x)′ = 1
(ey)′

= 1
ey

= 1
eln x = 1

x
.

Odtud pak

(loga x)
′ =

(
ln x
ln a

)′
= 1
x ln a

.

(e) Mocninná funkce. Podle definice mocninné funkce a věty o derivaci složené
funkce dostáváme

(xa)′ = (ea lnx)′ = ea lnx(a ln x)′ = xaa
1
x

= axa−1.

Přı́klad 5.19. Vypočtěte derivace následujı́cı́ch funkcı́:
a) sin[sin(sin x)], b) x

√
1 + x2, c) ex(x2 − 2x + 2),

d)
x√

a2 − x2
, a �= 0, e) 5

√
x, f)

(
1
5

)x
.

Řešenı́. Vzhledem k předchozı́ větě platı́:

a)
(
sin[sin(sin x)])′ = cos[sin(sin x)] · cos(sin x) · cos x, x ∈ R,

b)
(
x
√

1 + x2
)′ =

√
1 + x2 + x · 1

2
(1 + x2)

− 1
2 2x = 1 + 2x2

√
1 + x2

, x ∈ R,

c)
(
ex(x2 − 2x + 2)

)′ = ex(x2 − 2x + 2)+ ex(2x − 2) = exx2, x ∈ R,

d)
(

x√
a2 − x2

)′
=

√
a2 − x2 + x2√

a2−x2

a2 − x2 = a2√
(a2 − x2)3

, |x| < |a|,

e)
(

5
√
x
)′ = (

x
1
5
)′ = 1

5
x

− 4
5 = 1

5 5
√
x4

, x �= 0,

f)
((

1
5

)x)′
=
(

1
5

)x
ln

1
5

= − ln 5
5x

, x ∈ R.
�
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Poznámka 5.20. Stejným způsobem, jako jsme odvodili derivaci obecné mocniny,
derivujeme funkci y(x) = f (x)g(x) (tzv. „funkce na funkci“), kde f (x) > 0. Úpravou
na exponenciálnı́ funkci dostáváme(

f (x)g(x)
)′ = (

eg(x) lnf (x))′ = f (x)g(x)
(
g′(x) ln f (x)+ g(x)

f ′(x)
f (x)

)
.

Přı́klad 5.21. Derivujte funkce y = xx a y = xx
x

, x > 0.

Řešenı́. Upravı́me na složenou exponenciálnı́ funkci a derivujeme jako exponenciálnı́
funkci: (

xx
)′ = (

ex lnx)′ = xx ·
(

ln x + x
1
x

)
= xx(ln x + 1)

a podobně(
xx

x )′ = (
ex

x ln x)′ = xx
x

(
(xx)′ ln x + xx

1
x

)
= xx

x (
xx(ln x + 1) ln x + xx−1) .

�

5.4. Věty o střednı́ hodnotě

Úvodem dokážeme jedno pomocné tvrzenı́.

Lemma 5.22. Necht’ f ′(x0) > 0. Pak funkce f je rostoucı́ v bodě x0. Analogicky,
je-li f ′(x0) < 0, je funkce f klesajı́cı́ v bodě x0.

Důkaz. Platı́ f ′(x0) = lim
x→x0

f (x)−f (x0)
x−x0

> 0. Podle věty 4.10 existuje okolı́ O(x0)

takové, že pro všechna x ∈ O(x0) platı́ f (x)−f (x0)
x−x0

> 0. Podobně druhé tvrzenı́.

Všimněte si, že opačné tvrzenı́ neplatı́: Je-li funkce f je rostoucı́ v x0, nemusı́ být
f ′(x0) > 0. Napřı́klad funkce f (x) = x3 je rostoucı́ v x0 = 0, ale f ′(0) = 0.

Následujı́cı́ tři věty se obvykle nazývajı́ věty o střednı́ hodnotě. Připomeňme
(definice 4.32), že C[a, b] značı́ množinu všech funkcı́ spojitých na intervalu [a, b].
Věta 5.23 (Rolleova věta). Necht’ funkce f ∈ C[a, b] má v každém bodě intervalu
(a, b) vlastnı́ nebo nevlastnı́ derivaci a necht’ f (a) = f (b). Pak existuje c ∈ (a, b)

tak, že f ′(c) = 0.

Důkaz. Je-li f na intervalu [a, b] konstantnı́, je tvrzenı́ zřejmé.
Necht’ tedy existuje x ∈ (a, b) tak, že f (x) �= f (a). Necht’ např. f (x) > f (a)

(pro f (x) < f (a) analogicky). Podle Weierstrassovy věty existuje c ∈ [a, b], v němž
funkce f nabývá své největšı́ hodnoty f (c) = M. Protože f (x) > f (a) = f (b),
je c ∈ (a, b). Ukážeme, že f ′(c) = 0. Kdyby bylo f ′(c) > 0, pak by podle před-
cházejı́cı́ho lemmatu 5.22 existovalo O(c) tak, že pro x ∈ O(c), x > c by platilo
f (x) > f (c) = M, což je spor. Analogicky se ukáže, že nemůže být f ′(c) < 0.
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Obr. 5.4: Věty o střednı́ hodnotě

Věta 5.24 (Cauchyova věta). Necht’f, g ∈ C[a, b] a necht’v každém bodě x ∈ (a, b)
existujı́ vlastnı́ derivace f ′(x), g′(x). Pak existuje c ∈ (a, b) tak, že platı́

[f (b)− f (a)]g′(c) = [g(b)− g(a)]f ′(c).

Důkaz. Položme F(x) = [f (b)−f (a)][g(x)−g(a)]−[g(b)−g(a)][f (x)−f (a)].
Tato funkce F je spojitá na [a, b], má derivaci na (a, b) a platı́ F(a) = F(b) = 0,
tj. splňuje předpoklady Rolleovy věty. Existuje tedy c ∈ (a, b), pro které F ′(c) = 0.
Přitom platı́ 0 = F ′(c) = [f (b)−f (a)]g′(c)−[g(b)−g(a)]f ′(c), odkud již tvrzenı́
přı́mo plyne.

Věta 5.25 (Lagrangeova věta). Necht’f ∈ C[a, b] a necht’v každém bodě x ∈ (a, b)
existuje vlastnı́ nebo nevlastnı́ derivace f ′(x). Pak existuje c ∈ (a, b), pro které platı́

f ′(c) = f (b)− f (a)

b − a
.

Důkaz. Postupuje se analogicky jako v předcházejı́cı́ větě, kde se volı́ g(x) = x.

Geometrický význam. Označme body roviny A = (a, f (a)), B = (b, f (b)). Je-li
f (a) = f (b), Rolleova věta zaručuje (za dalšı́ch předpokladů), že existuje alespoň
jeden vnitřnı́ bod c, v němž je derivace nulová, tj. tečna ke grafu funkce f v bodě
(c, f (c)) je rovnoběžná s osou x. Na obr. 5.4 a) jsou takové body dva — c1 a c2.

Lagrangeova věta, která ji zobecňuje, pak řı́ká, že existuje alespoň jeden vnitřnı́
bod c takový, že tečna v bodě (c, f (c)) je rovnoběžná s úsečkouAB — viz obr. 5.4 b).

I Cauchyovu větu lze znázornit obdobně na křivce dané parametricky.
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Poznámka 5.26.

i) Ukažme fyzikálnı́ interpretaci Lagrangeovy věty. Vyjadřuje-li f (t) souřadnici
v čase t bodu pohybujı́cı́ho se po přı́mce, je podı́l f (b)−f (a)

b−a průměrná (střednı́)
rychlost v časovém intervalu [a, b] a f ′(c) je okamžitá rychlost v čase c. Lagran-
geova věta řı́ká, že v intervalu (a, b) existuje čas c, ve kterém je okamžitá rychlost
rovna průměrné rychlosti na celém intervalu.

ii) Dı́ky Lagrangeově větě umı́me odhadnout přı́růstek funkce f (b)− f (a), jestliže
dokážeme odhadnout f ′ v intervalu (a, b). Napřı́klad

| sin y − sin x| = | sin′ c · (y − x)| = | cos c| · |y − x| ≤ |y − x|

a podobně

| arctg x − arctg y| =
∣∣∣∣ 1
1 + c2

∣∣∣∣ · |x − y| ≤ |x − y|,

protože 1
1+c2 ≤ 1 pro všechna c ∈ R.

Z Lagrangeovy věty vyplývá následujı́cı́ důležité tvrzenı́.

Důsledek 5.27. Necht’ funkce f, g majı́ vlastnı́ derivace v každém bodě otevřeného
intervalu I . Jestliže pro všechna x ∈ I platı́ f ′(x) = g′(x), pak se funkce f, g lišı́
o konstantu, tj. existuje c ∈ R takové, že f (x) = g(x)+c. Zejména jestliže f ′(x) = 0
na I , je f na I konstantnı́.

Důkaz. Mějme funkci F(x) = f (x) − g(x) a body x1, x2 ∈ I , x1 < x2. Pak podle
Lagrangeovy věty existuje ξ ∈ [x1, x2] takové, že F(x2)− F(x1) = (x2 − x1)F

′(ξ).
Přitom F ′(ξ) = f ′(ξ)− g′(ξ) = 0. Proto F(x1) = F(x2), tj. F(x) = c na I , a tedy
f (x)− g(x) = c.

Tvrzenı́ z důsledku 5.27 platı́ pro libovolný, ne jen otevřený interval, pokud
předpokládáme spojitost f a g v krajnı́ch bodech.

V předchozı́m důsledku je podstatné, že I je interval. Např. pro funkci f (x) =
= sgn x, x ∈ I = R� {0} platı́ f ′(x) = 0 na I , ale tato funkce nenı́ na I konstantnı́.

Přı́klad 5.28. Určete, pro která a ∈ R lze funkci f (x) = xa sin(ln x) arctg x rozšı́řit
na interval I = [0,+∞) tak, aby výsledná funkce

a) byla spojitá na I , b) měla vlastnı́ derivaci na I .

Řešenı́. Funkce je zřejmě spojitá na otevřeném intervalu (0,+∞) a má zde vlastnı́
derivaci. Problémový je tedy bod x = 0.
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a) Počı́tejme limitu zprava:

lim
x→0+

xa sin(ln x) arctg x = lim
x→0+

xa sin(ln x)
arctg x
x

x.

Protože je funkce sin(ln x) omezená na (0,∞), ale jejı́ limita pro x → 0+ neexis-
tuje a lim

x→0+
arctgx
x

= 1 podle přı́kladu 4.49 b), je

lim
x→0+ x

a+1 sin(ln x)
{ = 0 pro a + 1 > 0,

neexistuje pro a + 1 ≤ 0.

Funkci f lze spojitě rozšı́řit na [0,∞) pouze pro a > −1.
b) Počı́tejme z definice derivaci zprava v bodě x = 0. Je

f ′
+(0) = lim

x→0

xa sin(ln x) arctg x
x

= lim
x→0

xa sin(ln x).

Tato limita existuje pro a > 0 (a je rovna 0), tudı́ž požadované rozšı́řenı́ lze provést
pouze pro a > 0. Přitom bude f ′+(0) = 0. �

5.5. L’Hospitalovo pravidlo

Věta 5.29. Bud’x0 ∈ R∗. Necht’ je splněna jedna z podmı́nek
(i) lim

x→x0
f (x) = lim

x→x0
g(x) = 0,

(ii) lim
x→x0

|g(x)| = +∞.

Existuje-li (vlastnı́ nebo nevlastnı́) lim
x→x0

f ′(x)
g′(x)

, pak existuje také lim
x→x0

f (x)

g(x)
a platı́

lim
x→x0

f (x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)
g′(x)

.

Obdobné tvrzenı́ platı́ i pro jednostranné limity.

Důkaz. Dokážeme tvrzenı́ např. pro limitu zprava. Důkaz pro limitu zleva je obdobný
a jejich spojenı́m se vzhledem k větě 4.9 dostane oboustranný přı́pad.

Označme lim
x→x0

f ′(x)/g′(x) = A. Necht’−∞ ≤ x0 < +∞. Z předpokladů věty

vyplývá existence čı́sla d > x0 takového, že na intervalu (x0, d) jsou funkce f a g
definované, jsou zde spojité a majı́ zde vlastnı́ derivaci, přičemž g′(x) �= 0. Navı́c pro
x1, x2 ∈ (x0, d), x1 �= x2, je g(x1) �= g(x2). (Jinak by podle Rolleovy věty existovalo
x1 < ξ < x2 tak, že g′(ξ) = 0, což nenı́ možné.)

Navı́c je možné předpokládat, že i g(x) �= 0 na intervalu (x0, d), kde totiž může
existovat nejvýše jedno η, v němž g(η) = 0. Stačı́ tedy přı́padně zmenšit d.
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Necht’nejprve −∞ ≤ A < +∞. Zvolme q, r tak, abyA < r < q. Z předpokladu
o existenci limity f ′(x)/g′(x) → A pro x → x+

0 dostáváme, že existuje c ∈ (x0, d)

tak, že na intervalu (x0, c) platı́
f ′(x)
g′(x)

< r.

Pro libovolná x, y taková, že x0 < y < x < c, existuje podle Cauchyovy věty
o střednı́ hodnotě čı́slo y < ζ < x takové, že

f (x)− f (y)

g(x)− g(y)
= f ′(ζ )
g′(ζ )

< r. (5.7)

Necht’je splněna podmı́nka (i). Pak je lim
y→x+

0

(f (x) − f (y)) = f (x) a obdobně je

lim
y→x+

0

(g(x) − g(y)) = g(x) �= 0. Limitnı́m přechodem y → x+
0 v (5.7) dostaneme

(viz věta 4.10, 2), že pro libovolné x ∈ (x0, c) je f (x)/g(x) ≤ r < q.
Necht’ je splněna podmı́nka (ii). Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat,

že např. lim
x→x+

0

g(x) = +∞. (Ze spojitosti g a faktu, že lim
x→x+

0

|g(x)| = +∞ plyne, že

v jistém pravém okolı́ bodu x0 je funkce g pořád kladná nebo pořád záporná.)
Zvolı́me pevně y ∈ (x0, c) a najdeme c1 ∈ (x0, y) tak, aby platilo g(x) > 0

a g(x) > g(y) pro x ∈ (x0, c1). Nynı́ vynásobı́me část nerovnosti (5.7) (v nı́ž je
zaměněno x a y)

f (x)− f (y)

g(x)− g(y)
< r

výrazem (g(x)− g(y))/g(x) a dostaneme

f (x)− f (y)

g(x)
< r − r · g(y)

g(x)
.

Odtud obdržı́me

f (x)

g(x)
< r − r · g(y)

g(x)
+ f (y)

g(x)
= r + f (y)− rg(y)

g(x)
, x ∈ (x0, c1).

Nynı́ je s ohledem na podmı́nku (ii) možné najı́t c2 ∈ (x0, c1) tak, že na intervalu
(x0, c2) platı́

g(x) >
f (y)− rg(y)

q − r
, tj. . q − r >

f (y)− rg(y)

g(x)
.

Spojenı́m předchozı́ch dvou nerovnostı́ opět dostáváme, že f (x)/g(x) < q pro
x ∈ (x0, c2).
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V obou přı́padech jsme dokázali, že v jistém pravém okolı́ bodu x0 platı́ nerovnost
f (x)/g(x) < q, kde q bylo libovolné čı́slo vyhovujı́cı́ nerovnosti A < q < +∞.

Analogicky se dokáže, že v přı́padě −∞ < A ≤ +∞ platı́ v jistém pravém okolı́
bodu x0 nerovnost q < f (x)/g(x), kde q je libovolné čı́slo vyhovujı́cı́ nerovnosti
−∞ < q < A.

Nynı́ již důkaz snadno dokončı́me. Je-li A = −∞, vidı́me přı́mo z definice
nevlastnı́ limity, že f (x)/g(x) → −∞ pro x → x+

0 . Přı́pad A = +∞ je obdobný.
Konečně je-li A ∈ R, zvolı́me libovolné ε > 0. V předchozı́ch úvahách pak

za q volı́me A + ε resp. A − ε. V jistém pravém okolı́ bodu x0 tedy platı́ nerovnost
A− ε < f (x)/g(x) < A+ ε, což znamená, že f (x)/g(x) → A pro x → x+

0 .

Poznámka 5.30.

i) L’Hospitalovo pravidlo je velmi silným prostředkem k výpočtu limit, nikoliv však
univerzálnı́m — lim

x→x0

f ′(x)
g′(x) nemusı́ existovat, což však neznamená, že neexistuje

lim
x→x0

f (x)

g(x)
. Přı́kladem je

lim
x→+∞

x + sin x
x + cos x

=
„
∞
∞

“
.

L’Hospitalovo pravidlo nelze použı́t, protože lim
x→+∞

1+cosx
1−sinx neexistuje. Proto počı́-

tejme danou limitu jiným způsobem:

lim
x→+∞

x
(
1 + sinx

x

)
x
(
1 + cos x

x

) = 1,

nebot’ lim
x→+∞

sinx
x

= lim
x→+∞

cos x
x

= 0.

ii) L’Hospitalovo pravidlo nemůžeme použı́t pro přı́pad limity „
cokoliv

0
“. Je důležité,

aby limita čitatele i jmenovatele byla 0.
Přı́klad:

lim
x→+∞

arctg x
arccotg x

=
π
2

+0
= +∞

podle poznámky 4.14. Použitı́m l’Hospitalova pravidla bychom dostali

lim
x→+∞

1
x2+1

− 1
x2+1

= −1,

což je jiná hodnota než očekávaná.
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Přı́klad 5.31. Vypočtěte následujı́cı́ limity:

a) lim
x→2

x2 − 5x + 6
x2 − 3x + 2

, b) lim
x→0

x cos x − sin x
x3 ,

c) lim
x→0

x3 − 6x + 6 sin x
2x5 , d) lim

x→1−
ln(1 − x2)

ln(sin πx)
.

Řešenı́.

a) Limitu vypočı́táme pomocı́ l’Hospitalova pravidla:

lim
x→2

x2 − 5x + 6
x2 − 3x + 2

=
„

0
0

“ = lim
x→2

2x − 5
2x − 3

= −1
1

= −1.

b) Použijeme l’Hospitalovo pravidlo a vhodné úpravy:

lim
x→0

x cos x − sin x
x3 =

„
0
0

“ = lim
x→0

cos x − x sin x − cos x
3x2 =

= lim
x→0

−x sin x
3x2

= −1
3

lim
x→0

sin x
x

= −1
3
.

c) Pro l’Hospitalovo pravidlo je typické vı́cenásobné použitı́. Dostaneme-li po deri-
vovánı́ opět limitu z podı́lu a jsou-li splněny předpoklady pro použitı́ l’Hospitalova
pravidla, zderivujeme znovu čitatele a jmenovatele. Pokud vzniklá limita existuje,
existuje i předchozı́ limita, a tudı́ž i zadaná limita a všechny tři jsou si rovny. Tento
postup je možné opakovat vı́cekrát. V našem přı́padě je:

lim
x→0

x3 − 6x + 6 sin x
2x5 =

„
0
0

“ = lim
x→0

3x2 − 6 + 6 cos x
10x4 =

„
0
0

“ =

= lim
x→0

6x − 6 sin x
40x3

=
„

0
0

“ = lim
x→0

6 − 6 cos x
120x2

=
„

0
0

“ =

= lim
x→0

6 sin x
240x

=
„

0
0

“ = lim
x→0

6 cos x
240

= 1
40
.

d) Často vede k cı́li, když po použitı́ l’Hospitalova pravidla vhodně upravı́me funkci
na součin a počı́táme limity jednotlivých činitelů. V našem přı́padě je:

lim
x→1−

ln(1 − x2)

ln(sin πx)
= „

∞
∞

“ = lim
x→1−

−2x
1 − x2

π cos πx

sin πx

= − 2
π

lim
x→1−

x

cos πx
· lim
x→1−

sin πx

1 − x2 =

= − 2
π

· 1
−1

lim
x→1−

π cos πx

−2x
= 2

π

π(−1)
−2

= 1.
�
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Neurčité výrazy. Neurčitými výrazy rozumı́me limitu součtu, součinu, rozdı́lu a
podı́lu funkcı́, v nichž limity jednotlivých funkcı́ existujı́, ale přı́slušné operace s nimi
nejsou definovány. Jde o tyto přı́pady:

0
0
,

∞
∞ , ∞ − ∞, 0 · ∞, 00, ∞0, 1∞.

Prvnı́ dva přı́pady limit lze řešit pomocı́ l’Hospitalova pravidla, dalšı́ přı́pady je možné
převést na prvnı́ dva následovně.
1. Limita typu „∞ − ∞“, tj. lim

x→x0
f (x) = ∞ = lim

x→x0
g(x). Pak

lim
x→x0

(
f (x)− g(x)

) = lim
x→x0

(
1
1

f (x)

− 1
1
g(x)

)
= lim

x→x0

1
g(x)

− 1
f (x)

1
f (x)g(x)

,

což je typ „
0
0
“.

2. Limita typu „0 · ∞“, tj. lim
x→x0

f (x) = 0, lim
x→x0

g(x) = ∞. Pak

lim
x→x0

f (x)g(x) = lim
x→x0

f (x)
1
g(x)

,

což je typ „
0
0
“.

3. Limity typu „00, ∞0, 1∞“. Řešı́me úpravou na exponenciálnı́ funkci:

lim
x→x0

f (x)g(x) = lim
x→x0

eg(x) lnf (x) = e
lim
x→x0

g(x) lnf (x)
.

V poslednı́ upravě jsme použili větu o limitě složené funkce 4.22, nebot’funkce ex

je spojitá. Pokud je limita v exponentu nevlastnı́, je třeba použı́t větu 4.16. Přitom
limita v exponentu je již typu „0 · ∞“.

Přı́klad 5.32. Vypočtěte následujı́cı́ limity:

a) lim
x→∞

(π

2
− arctg x

)
ln x, b) lim

x→0

(
cotg x − 1

x

)
, c) lim

x→∞

(
1 + 1

x

)x
.

Řešenı́. Upravı́me tak, abychom mohli použı́t l’Hospitalovo pravidlo.

a) Součin převedeme na podı́l:

lim
x→∞

(π

2
− arctg x

)
· ln x = „0 · ∞“ = lim

x→∞

π
2 − arctg x

1
lnx

=

= lim
x→∞

− 1
1+x2

− 1
x ln2 x

= lim
x→∞

x ln2 x

1 + x2
= lim

x→∞
ln2 x + 2x ln x · 1

x

2x
=

= lim
x→∞

2 ln x 1
x

+ 2 1
x

2
= lim

x→∞
ln x + 1
x

= lim
x→∞

1
x

= 0.
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b) Rozdı́l převedeme na podı́l:

lim
x→0

(
cotg x − 1

x

)
= lim

x→0

(
cos x
sin x

− 1
x

)
= lim

x→0

x cos x − sin x
x sin x

=

= lim
x→0

cos x − x sin x − cos x
sin x + x cos x

= lim
x→0

− sin x − x cos x
cos x + cos x − x sin x

= 0.

c) Vyjádřı́me pomocı́ exponenciály:

lim
x→∞

(
1 + 1

x

)x
= lim

x→∞ ex ln(1+ 1
x ) = e

lim
x→∞ x ln(1+ 1

x ).

Počı́tejme zvlášt’— součin převedeme na podı́l:

lim
x→∞ x ln

(
1 + 1

x

)
= lim

x→∞
ln
(
1 + 1

x

)
1
x

= lim
x→∞

1
1+ 1

x

(− 1
x2

)
− 1
x2

= lim
x→∞

x

x + 1
= 1.

Původnı́ limita je tedy e1 = e. �

L’Hospitalovo pravidlo lze využı́t i k výpočtu limit některých posloupnostı́, nej-
častěji dı́ky následujı́cı́mu tvrzenı́.

Věta 5.33. Bud’{an} posloupnost a f (x) libovolná funkce taková, že f (n) = an pro
každé n ∈ N. Existuje-li lim

x→∞f (x) = L, pak existuje lim
n→∞ an = L.

Důkaz. Plyne snadno z definice limity v nevlastnı́m bodě a limity posloupnosti. Je
rovněž speciálnı́m přı́padem tvrzenı́ z věty D.15 dodatku.

Přı́klad 5.34. Pomocı́ předchozı́ věty určete lim
n→∞

n
√
n.

Řešenı́. Označme f (x) = x1/x , x > 0, tj. f (n) = n1/n = n
√
n pro n ∈ N. Platı́

lim
x→∞ x

1
x = lim

x→∞ e
ln x
x = e

lim
x→∞

ln x
x

.

Pro výpočet limity v exponentu použijeme l’Hospitalovo pravidlo:

lim
x→∞

ln x
x

= lim
x→∞

1
x

= 0.

Proto lim
n→∞

n
√
n = e0 = 1. �
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5.6. Řešené přı́klady na derivaci a limitu

Přı́klad 5.35. Vypočtěte následujı́cı́ derivace

a)
( cos x

2 sin2 x

)′
, b)

(
sin x + x cos x
cos x + x sin x

)′
, c)

(
ln
√

1 − sin x
1 + sin x

)′
.

Řešenı́. a) Budeme derivovat podle věty o derivaci podı́lu
(
f

g

)′ = f ′g−fg′
g2 . Platı́( cos x

2 sin2 x

)′ = − sin x · 2 sin2 x − cos x · 2 · 2 sin x cos x
4 sin4 x

=

= −2 sin2 x − 4 cos2 x

4 sin3 x
= −2(sin2 x + 2 cos2 x)

4 sin3 x
= −1 + cos2 x

2 sin3 x

pro x �= kπ, kde k ∈ Z.

b) Opět použijeme větu o derivaci podı́lu a upravı́me. Dostáváme(
sin x + x cos x
cos x + x sin x

)′
=

= (cos x + cos x − x sin x) · (cos x + x sin x)
(cos x + x sin x)2

−

− (sin x + x cos x) · (− sin x + sin x + x cos x)
(cos x + x sin x)2

=

= (2 cos x − x sin x)(cos x + x sin x)− (sin x + x cos x)(x cos x)
(cos x + x sin x)2

=

= 2 cos2 x + 2x cos x sin x − x sin x cos x − x2 sin2 x − x sin x cos x − x2 cos2 x

(cos x + x sin x)2
=

= 2 cos2 x − x2(sin2 x + cos2 x)

(cos x + x sin x)2
= 2 cos2 −x2

(cos x + x sin x)2

pro všechna x, pro která cos x + x sin x �= 0.
c) Použijeme větu o derivaci složené funkce a větu o derivaci podı́lu. Je(

ln

√
1 − sin x
1 + sin x

)′
=

=
√

1 + sin x
1 − sin x

· 1
2

·
√

1 + sin x
1 − sin x

· − cos x(1 + sin x)− cos x(1 − sin x)
(1 + sin x)2

=

= − cos x
(1 − sin x)(1 + sin x)

= − cos x
1 − sin2 x

= − 1
cos x

pro x �= 2k−1
2 π, kde k ∈ Z. �
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Přı́klad 5.36. Vypočtěte derivaci

a)
[
x ln

(
x + √

1 + x2
)−√

1 + x2
]′
, b)

[(
1 + √

x
)(

1 + √
2x

)(
1 + √

3x
)]′
.

Řešenı́. a) K výpočtu použijeme větu 5.9. Nejprve vypočteme derivaci

[
ln
(
x +

√
x2 + 1

)]′ =
1 + x√

x2+1

x + √
x2 + 1

= 1√
x2 + 1

.

Výsledná derivace je rovna

ln
(
x +

√
1 + x2

) + x√
1 + x2

− x√
1 + x2

= ln
(
x +

√
1 + x2

)
.

b) Použijeme větu o derivaci součinu funkcı́ (f ·g·h)′ = f ′gh+fg′h+fgh′. V našem
přı́padě bude f (x) = 1 + √

x, g(x) = 1 + √
2x, h(x) = 1 + √

3x. Dostáváme[(
1 + √

x
)(

1 + √
2x

)(
1 + √

3x
)]′ =

= 1
2
√
x

(
1 + √

2x
)(

1 + √
3x

) + 2

2
√

2x

(
1 + √

x
)(

1 + √
3x

) +

+ 3

2
√

3x

(
1 + √

x
)(

1 + √
2x

) =

=
(
1 + √

2x
)(

1 + √
3x

) + √
2
(
1 + √

x
)(

1 + √
3x

)+ √
3
(
1 + √

x
)(

1 + √
2x

)
2
√
x

.

�

Následujı́cı́ přı́klady počı́tejte pomocı́ l’Hospitalova pravidla. Nezapomeňte vždy
ověřit, zda jsou splněny předpoklady pro jeho použitı́ (typ „

0
0
“, „

cokoliv
∞ “).

Přı́klad 5.37. Vypočı́tejte limity

a) lim
x→0+ x

(xx−1) , b) lim
x→0

(arcsin x
x

) 1
x2
.

Řešenı́. a) Při určenı́ této limity budeme kombinovat l’Hospitalovo pravidlo s klasic-
kými úpravami při výpočtech limit.

lim
x→0+ x

(xx−1) = lim
x→0+ elnx(xx−1) = lim

x→0+ eln x(ex·lnx−1).

Funkce ex je spojitá funkce, proto počı́tejme limitu exponentu. Využijme znalosti
limit lim

y→0

ey−1
y

= 1, lim
x→0+ x ln x = 0. Dostáváme

lim
x→0+ ln x · ex ln x − 1

x ln x
· x ln x = lim

x→0+
ln2 x

1
x

.
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Nynı́ použijeme l’Hospitalovo pravidlo (limita je typu ∞
∞ ):

lim
x→0+

2 lnx
x

− 1
x2

= − lim
x→0+

2 ln x
1
x

= lim
x→0+

2
x

1
x2

= 0.

Výsledná limita je e0 = 1.

b) Jde o neurčitý výraz exponenciálnı́ho typu. Proto nejprve provedeme úpravu

lim
x→0

(arcsin x
x

) 1
x2 = lim

x→0
e

1
x2 ·ln arcsin x

x
.

Protože je funkce ex spojitá, lze přejı́t limitou do exponentu. Pro výpočet limity expo-
nentu zavedeme substituci x = sin y a využijeme znalosti lim

y→1

ln y
y−1 = 1. Dostáváme

lim
x→0

1
x2 · ln

arcsin x
x

= lim
y→0

1
sin2 y

· ln y

siny
y

siny − 1
·
(

y

sin y
− 1

)
=

= lim
y→0

y − sin y
sin3 y

= lim
y→0

1 − cos y
3 sin2 y cos y

=

= lim
y→0

1 − cos y
3 cos y(1 − cos2 y)

= lim
y→0

1
3 cos y(1 + cos y)

= 1
6
.

Výsledná limita je e
1
6 = 6

√
e. �

Přı́klad 5.38. Vypočı́tejte limity

a) lim
x→0

tg x − x

x − sin x
, b) lim

x→0

(
1
x2 − 1

sin2 x

)
.

Řešenı́. a) Použijeme l’Hospitalovo pravidlo

lim
x→0

1
cos2 x

− 1

1 − cos x
= lim

x→0

1 − cos2 x

cos2 x(1 − cos x)
= lim

x→0

1 + cos x
cos2 x

= 2.

b) Opět nejprve upravı́me pomocı́ znalosti lim
x→0

sinx
x

= 1 a poté použijeme l’Hospita-

lovo pravidlo (typ 0
0).

lim
x→0

(
1
x2 − 1

sin2 x

)
= lim

x→0

sin2 x − x2

x2 sin2 x
= lim

x→0

sin2 x − x2

x4 =

= lim
x→0

2 sin x cos x − 2x
4x3

= lim
x→0

sin x cos x − x

2x3
=

= lim
x→0

cos2 x − sin2 x − 1
6x2 = lim

x→0

cos 2x − 1
6x2 =

= lim
x→0

−2 sin 2x
12x

= −2
6

lim
x→0

sin 2x
2x

= −1
3
.

�
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Cvičenı́

1. Napište rovnice tečny a normály ke grafu funkce f v bodě [x0, ?], kde

a) f (x) = 1
x2 + 1

, x0 = 1, b) f (x) = 2x3 + 1, x0 = 0,

c) f (x) = 2
√

2 sin x, x0 = π

4
, d) f (x) = x + 3

√
x − 1, x0 = 1.

2. Napište rovnici tečny a normály ke grafu funkce y = 1 − e
x
2 v jeho průsečı́ku

s osou x.

3. Derivujte a upravte:

a) y = arctg x
log x

, b) y = xex

1 + x2 ,

c) y = (x2 + 1) arctg x
ln x

, d) y = ln
(
ex + √

1 + e2x
)
,

e) y = 2 arcsin
√
x

2
− √

2x − x2, f) y = ln
1

x + √
x2 − 1

,

g) y = 2
√
x + 1 + ln

x + 2 − 2
√
x + 1

x
, h) y = x2 + 1

2
· arctg x − x

2
,

i) y = (x − 2)
√

1 + ex − ln
√

1 + ex − 1√
1 + ex + 1

, j) y = ln

√
x2 + 1
x + 1

+ x − 1
x2 + 1

,

k) y = √
ax − x2 − a · arctg

√
a − x

x
, a > 0, l) y =

√
1 − ex

1 + ex
.

4. Vypočtěte f ′ a určete D(f ) a D(f ′).

a) y = x
√

1 − x2 + arcsin x, b) y = x
√

2 − x + arcsin
x − 1

2
.

5. Vypočtěte derivace hyperbolických a hyperbolometrických funkcı́ — viz cvičenı́ 18
ke kapitole 3.

a) sinh x, b) cosh x, c) tgh x, d) cotgh x,
e) argsinh, f) argcosh, g) argtgh, h) argcotgh .

6. Počı́tejte limity:

a) lim
x→∞

(
2
π

arctg x
)x
, b) lim

x→1

(
1

ln x
− 1
x

)
,
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c) lim
x→0

(
1

x sin x
− 1
x2

)
, d) lim

x→0

(
1

sin x
− 1

ex − 1

)
,

e) lim
x→1− ln x · ln(1 − x), f) lim

x→∞(π − 2 arctg x) ln x,

g) lim
x→0+(sin x)tg x, h) lim

x→0+

(
1
x

)tgx

,

i) lim
x→0

(1 + 3 tg2 x)
cotg2 x

, j) lim
x→±∞

(
x2 − 1
x2

)x4

.

7. Určete limity posloupnostı́

a) lim
n→∞ 2

n

n2+1 , b) lim
n→∞

n3 + 1
3n

, c) lim
n→∞

n

ln n
, d) lim

n→∞

(
n+ 1
n+ 2

)n
.

8. Necht’funkce f a g majı́ derivace do řádu n, n ∈ N. Dokažte tzv. Leibnizův vzorec

(fg)(n) =
(
n

0

)
f (n)g +

(
n

1

)
f (n−1)g′ + · · · +

(
n

n− 1

)
f ′g(n−1) +

(
n

n

)
fg(n).

9. Dokažte: Necht’ f je spojitá v x0 zprava, existuje vlastnı́ f ′ v nějakém ryzı́m
pravém okolı́ bodu x0 a lim

x→x+
0

f ′(x) = K, K ∈ R∗. Pak f ′+(x0) = K. Analogické

tvrzenı́ platı́ pro derivaci zleva.

10. Najděte přı́klad funkce majı́cı́ vlastnı́ derivaci na otevřeném intervalu, přičemž
tato derivace má v některém bodě nespojitost

a) prvnı́ho druhu, b) druhého druhu.

*

Profesor matematiky při přednášce cosi prohlásil a pak dodal: „To je
zřejmé.“ Jeden student se přihlásil a zeptal se:„Proč je to zřejmé?“ Pro-
fesor se na chvı́li zahloubal, vyšel z mı́stnosti, vrátil se asi za dvacet minut a

povı́dá: „Ano, je to zřejmé!“ — a pokračoval v přednášce.

*

Matematik předvádı́ důkaz věty. Student ho přerušı́: „Mám protipřı́klad.“
„Nevadı́, já mám dva důkazy!“
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Kapitola 6

Průběh funkce

Cı́lem této kapitoly je ukázat, jak se vyšetřuje průběh funkce. Chovánı́ funkce popı́-
šeme pomocı́ monotonie funkce na intervalu, extrémů funkcı́, konvexnosti a konkáv-
nosti funkce na intervalu a pomocı́ pojmů inflexnı́ body a asymptoty funkce.

6.1. Podmı́nky monotonie funkce

Věta 6.1. Necht’ má funkce f na otevřeném intervalu I vlastnı́ derivaci. Pak platı́:

1. Funkce f je neklesajı́cı́ na I právě tehdy, když f ′(x) ≥ 0 na I .

2. Funkce f je rostoucı́ na I právě tehdy, když f ′(x) ≥ 0 na I , přičemž rovnost
f ′(x) = 0 neplatı́ na žádném podintervalu intervalu I .

Analogická tvrzenı́ platı́ pro nerostoucı́ a klesajı́cı́ funkce.

Důkaz.

1. Necht’f je neklesajı́cı́ na I . Je-li x0 ∈ I libovolný bod, pak pro x ∈ I , x < x0, je
f (x) ≤ f (x0) a pro x ∈ I , x > x0, je f (x) ≥ f (x0). Proto f (x)−f (x0)

x−x0
≥ 0, odkud

f ′(x0) = lim
x→x0

f (x)−f (x0)
x−x0

≥ 0.

Naopak, necht’f ′(x) ≥ 0 na I a x, y ∈ I , x < y. Podle Lagrangeovy věty existuje
c ∈ (x, y) tak, že f (y) − f (x) = f ′(c)(y − x) ≥ 0, tj. f (y) ≥ f (x) a f je
neklesajı́cı́ na I .

2. Necht’f je rostoucı́. Pak podle prvnı́ části je f ′ ≥ 0. Rovnost f ′(x) = 0 přitom
nemůže platit na žádném podintervalu intervalu I , nebot’pak by zde byla funkce f
podle důsledku 5.27 konstantnı́, což je spor s tı́m, že je rostoucı́ na I .
Naopak, necht’f ′ ≥ 0, přičemž rovnost f ′(x) = 0 neplatı́ na žádném podintervalu
intervalu I . Podle prvnı́ části je funkce f neklesajı́cı́. Kdyby f nebyla rostoucı́
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na I , existoval by podinterval intervalu I , na němž by f byla konstantnı́, takže by
zde platilo f ′(x) = 0, což je spor s předpokladem.

Poznámka 6.2. Platnost předchozı́ věty lze rozšı́řit na interval I libovolného typu.
Stačı́ předpokládat, že f je spojitá na I a f ′ existuje uvnitř I . Věta dokonce platı́, i
když f má někde nevlastnı́ derivaci, pokud se předpokládá, že je f spojitá.

Přı́klad 6.3. Dokažte, že následujı́cı́ funkce jsou rostoucı́ na R:

a) f (x) = x + sin x, b) g(x) = x + 3
√
x.

Řešenı́.

a) Platı́ f ′(x) = 1 + cos x ≥ 0 pro každé x ∈ R, přičemž rovnost neplatı́ na žádném
podintervalu intervalu R (f ′(x) = 0 právě pro x = (2k + 1)π, k ∈ Z). Podle
druhé části věty 6.1 je tudı́ž f rostoucı́.

b) Funkce g(x) je spojitá na R. Dále platı́ g′(x) = 1 + 1/(3 3
√
x2 ) > 0 pro x �= 0 a

g′(0) = +∞. Podle poznámky 6.2 je proto g rostoucı́. �

Z věty 6.1 okamžitě plyne jednoduchá postačujı́cı́ podmı́nka pro monotonii funkce
na intervalu.

Důsledek 6.4. Necht’f má konečnou derivaci na otevřeném intervalu I .

(a) Je-li f ′(x) > 0 pro každé x ∈ I , pak je f rostoucı́ na I .

(b) Je-li f ′(x) < 0 pro každé x ∈ I , pak je f klesajı́cı́ na I .

Přı́klad 6.5. Najděte intervaly, na nichž jsou ryze monotonnı́ funkce:

a) f (x) = x3 − 2x2, b) f (x) = x

x2 − 6x − 16
, c) f (x) = x

2
+ cos x,

d) f (x) = arccos(1 + x), e) f (x) = ex
3−3x.

Řešenı́. Použijeme důsledek 6.4. Růst a klesánı́ znázornı́me pomocı́ šipek ↗ a ↘.

a) Platı́ f ′(x) = 3x2 − 4x = x(3x − 4) pro každé x ∈ R. Tedy

interval (−∞, 0) (0, 4/3) (4/3,+∞)

f ′ + − +
f ↗ ↘ ↗

b) Platı́

f ′(x) = x2 − 6x − 16 − x(2x − 6)
(x2 − 6x − 16)2

= −x2 − 16
(x2 − 6x − 16)2

< 0
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pro všechna x ∈ D(f ) = R� {−2, 8}. Tedy

interval (−∞,−2) (−2, 8) (8,+∞)

f ′ − − −
f ↘ ↘ ↘

Všimněte si, že na celém D(f ) nenı́ f klesajı́cı́ (nejedná se o interval). Např.
0 < 9 a f (0) = 0 < 9/11 = f (9).

c) Platı́ f ′(x) = 1
2 − sin x pro každé x ∈ R. Tedy f ′(x) = 0 právě tehdy, když

sin x = 1
2 , tj. když x = π

6 +2kπ nebo x = 5
6π+2kπ, k ∈ Z. Funkce f je klesajı́cı́

na každém intervalu
(

π
6 + 2kπ, 5

6π + 2kπ
)

a je rostoucı́ na každém intervalu(5
6π + 2kπ, π

6 + 2(k + 1)π
)
, k ∈ Z.

d) Funkce je spojitá na celém svém definičnı́m oboru D(f ) = [−2, 0]. Platı́

f ′(x) = − 1√
1 − (1 + x)2

= − 1√−x(x + 2)
< 0

pro každé x ∈ (−2, 0). Tedy funkce je klesajı́cı́ na [−2, 0] .
e) Platı́ f ′(x) = ex

3−3x(3x2 − 3) = 3ex
3−3x(x2 − 1) na R. Znaménko derivace závisı́

pouze na znaménku mnohočlenu x2 − 1. Tedy

interval (−∞,−1) (−1, 1) (1,∞)

f ′ + − +
f ↗ ↘ ↗ �

6.2. Extrémy

Rozlišujeme lokálnı́ extrémy, kdy vyšetřujeme největšı́ a nejmenšı́ hodnoty funkce
v „malém“ (předem neurčeném) okolı́ posuzovaného bodu, a globálnı́ extrémy, kdy
hledáme extremálnı́ hodnoty na předem dané množině.

Definice 6.6. Řekneme, že funkce f má v bodě x0:

lokálnı́ maximum, existuje-li O(x0) tak, že pro každé x ∈ O(x0) je f (x) ≤ f (x0),
lokálnı́ minimum, existuje-li O(x0) tak, že pro každé x ∈ O(x0) je f (x) ≥ f (x0),
ostré lokálnı́ maximum, existuje-li O(x0) tak, že pro každé x ∈ O(x0) � {x0} je
f (x) < f (x0),
ostré lokálnı́ minimum, existuje-li O(x0) tak, že pro každé x ∈ O(x0) � {x0} je
f (x) > f (x0).

Lokálnı́ maxima a minima nazýváme souhrnně lokálnı́ extrémy.
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Obr. 6.1: Lokálnı́ extrémy

Funkce na obr. 6.1 a) má ostrá lokálnı́ maxima v bodech x1 a x3 a ostré lokálnı́
minimum v bodě x2. Funkce na obr. 6.1 b) má neostrá lokálnı́ minima v bodech x1

a x2 a ostré lokálnı́ maximum v bodě x3. Kromě toho má v každém bodě x ∈ (x1, x2)

současně neostré lokálnı́ minimum i maximum.

Poznámka 6.7.

i) Lokálnı́ maximum a minimum jsou lokálnı́ vlastnosti — závisı́ pouze na hodnotách
funkce v nějakém okolı́ posuzovaného bodu.

ii) Má-li funkce f v bodě x0 lokálnı́ extrém, pak existuje okolı́ O(x0), kde je f
definovaná, tedy O(x0) ⊆ D(f ).

Důležitým nástrojem pro vyšetřovánı́ extrémů funkcı́ je derivace.

Věta 6.8. Necht’ má funkce f v bodě x0 lokálnı́ extrém a necht’ f ′(x0) existuje. Pak
f ′(x0) = 0.

Důkaz. Kdyby f ′(x0) > 0, pak podle lemmatu 5.22 by musela být funkce f v x0

rostoucı́, což je spor. Z obdobných důvodů nemůže být f ′(x0) < 0, proto f ′(x0) = 0.

Poznámka 6.9.

i) Opačně věta neplatı́. Přı́klad: Funkce f (x) = x3 má v x0 = 0 derivaci f ′(0) = 0,
ale nemá v tomto bodě extrém (je zde rostoucı́).

ii) Funkce f může mı́t extrém v bodech, kde f ′(x) = 0 (tzv. stacionárnı́ body, tečna
v nich je rovnoběžná s osou x), nebo v bodech, kde f ′(x) neexistuje.
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Funkce na obr. 6.1 c) má stacionárnı́ body x1 a x2, ale pouze v x2 je lokálnı́ extrém
(ostré maximum). V bodě x3 je ostré lokálnı́ minimum, ale derivace (ani nevlastnı́)
zde neexistuje.

Následujı́cı́ dvě věty udávajı́ postačujı́cı́ podmı́nky pro existenci lokálnı́ho ex-
trému.

Věta 6.10. Necht’ je funkce f spojitá v bodě x0 a má vlastnı́ derivaci v nějakém
ryzı́m okolı́ O(x0) � {x0}. Jestliže pro všechna x ∈ O(x0), x < x0, je f ′(x) > 0
a pro všechna x ∈ O(x0), x > x0, je f ′(x) < 0, pak má f v bodě x0 ostré lokálnı́
maximum. (Obdobné tvrzenı́ platı́ pro ostré lokálnı́ minimum).

Důkaz. Tvrzenı́ bezprostředně plyne z věty 6.1 a poznámky 6.2.

Všimněme si, že předchozı́ věta nepředpokládá existenci derivaci v bodě x0.

Poznámka 6.11. Je-li v předchozı́ větě x0 stacionárnı́ bod (tedy f ′(x0) existuje), věta
jednoduše řečeno řı́ká: Měnı́-li derivace při přechodu přes stacionárnı́ bod znaménko,
je zde lokálnı́ extrém. Navı́c z věty 6.1 plyne, že pokud derivace znaménko neměnı́
(je pořád kladná nebo pořád záporná v jistém ryzı́m okolı́), nenı́ ve stacionárnı́m
bodě x0 extrém.

Přı́klad 6.12. Najděte všechny lokálnı́ extrémy funkce f (x) = |x|.
Řešenı́. Funkce je spojitá na R. Platı́ f ′(x) = sgn x pro x �= 0 a f ′(0) neexistuje.
Extrém tedy může být jen v bodě x0 = 0. Znázornı́me znaménko f ′:

interval (−∞, 0) (0,∞)

f ′ − +
f ↘ ↗

Podle předcházejı́cı́ věty má funkce |x| v bodě x0 = 0 lokálnı́ minimum. �

Přı́klad 6.13. Zjistěte, zda funkce

f (x) =
⎧⎨⎩

sin x
x

pro x �= 0,

0 pro x = 0

má v bodě x0 = 0 limitu, je v tomto bodě spojitá a má zde lokálnı́ extrém.

Řešenı́. Limita v bodě x0 = 0 existuje a je rovna 1 podle přı́kladu 4.25. Funkce nenı́
v bodě 0 spojitá, protože f (0) = 0 �= 1 = lim

x→0
f (x). Z definice limity vyplývá, že

existuje okolı́O(x0) takové, že funkce f je naO(0)�{0} většı́ než 0. Proto má funkce
f v bodě x0 = 0 lokálnı́ minimum. Pozor, nesmı́me se nechat zmást tı́m, že v tomto
bodě funkce nemá derivaci, ani zde nenı́ spojitá! �
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Věta 6.14. Necht’ f ′(x0) = 0. Je-li f ′′(x0) > 0, pak má funkce f v bodě x0 ostré
lokálnı́ minimum. Je-li f ′′(x0) < 0, pak má f v bodě x0 ostré lokálnı́ maximum.

Důkaz. Provedeme pro přı́pad f ′′(x0) > 0; přı́pad f ′′(x0) < 0 je analogický. Z exis-
tence f ′′(x0) plyne, že existuje vlastnı́ f ′ v jistém okolı́ O1(x0), a tudı́ž f je zde
spojitá. Podle lemmatu 5.22 je f ′ rostoucı́ v bodě x0. Protože je f ′(x0) = 0, existuje
okolı́ O2(x0) ⊆ O1(x0) takové, že pro x ∈ O2(x0), x < x0, je f ′(x) < 0 a pro
x ∈ O2(x0), x > x0, je f ′(x) > 0. Z věty 6.10 nynı́ plyne tvrzenı́.

Poznámka 6.15. Předchozı́ větu lze indukcı́ snadno zobecnit. Necht’ f ′(x0) =
= f ′′(x0) = · · · = f (k−1)(x0) = 0 a f (k)(x0) �= 0 pro některé k ∈ N, k ≥ 2.

1. Je-li k sudé, je v bodě x0 ostrý lokálnı́ extrém funkce f . Pro f (k)(x0) > 0 je to
minimum, pro f (k)(x0) < 0 maximum.

2. Je-li k liché, pro f (k)(x0) > 0 je f rostoucı́ v x0 a pro f (k)(x0) < 0 je zde klesajı́cı́.
V bodě x0 tedy nenı́ lokálnı́ extrém funkce f .

Předchozı́ poznámku lze použı́t např. na funkce f (x) = x3 a g(x) = x4. Obě
majı́ jediný stacionárnı́ bod x0 = 0. Přitom f ′(0) = f ′′(0) = 0, f ′′′(0) = 3! > 0 a
extrém zde nenı́ (x3 roste) a podobně g′(0) = g′′(0) = g′′′(0) = 0, g′′′′(0) = 4! > 0 a
extrém zde je (ostré lokálnı́ minimum) — srovnejte obr. 3.8 c) a 3.8 a). U složitějšı́ch
funkcı́ je ale obvykle výhodnějšı́ (pokud je to možné) posoudit, zda prvnı́ derivace
měnı́ znaménko, než počı́tat vyššı́ derivace.

Definice 6.16. Bud’funkce f definovaná na množině M. Existuje-li na M největšı́
(nejmenšı́) hodnota funkce f , nazýváme ji absolutnı́m maximem (absolutnı́m mini-
mem) funkce f naM. Absolutnı́ minima a maxima souhrnně nazýváme absolutnı́mi
extrémy.
Jestliže tedy x0 ∈ M a platı́ f (x) ≤ f (x0) pro všechna x ∈ M, řı́káme, že funkce f
má na M absolutnı́ maximum v bodě x0. Podobně pro absolutnı́ minimum.

Mı́sto přı́vlastku absolutnı́ se také použı́vá globálnı́. Řekneme-li v dalšı́m textu
„absolutnı́ extrém“ a neudáme-li množinu, máme na mysli D(f ).

Poznámka 6.17.

1) Funkce může nabývat týž absolutnı́ extrém ve vı́ce bodech. Např. funkce cos x,
x ∈ R, má absolutnı́ maximum rovno 1 a nabývá ho v nekonečně mnoha bodech
2kπ, k ∈ Z, a absolutnı́ minimum rovno −1 a nabývá ho v nekonečně mnoha
bodech (2k + 1)π, k ∈ Z.

2) Funkce nemusı́ mı́t na dané množině žádný absolutnı́ extrém. Např. funkce y = x,
x ∈ R nabývá libovolně velkých a libovolně malých hodnot. Stejná funkce nemá
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absolutnı́ extrémy ani na množině (0, 1). Je tam sice ohraničená, ale přı́slušná
množina hodnot (0, 1) nemá ani maximum, ani minimum.

3) Důležitou postačujı́cı́ podmı́nku existence absolutnı́ch extrémů udává Weierstras-
sova věta 4.33. Je jı́ spojitost funkce na ohraničeném uzavřeném intervalu. Pokud
nejsou některé jejı́ předpoklady splněny, nemusı́ absolutnı́ extrémy existovat.

4) Obecně nemáme žádné jednoduché podmı́nky, jak zajistit existenci absolutnı́ch
extrémů. Nicméně je jasné, že pokud je funkce definovaná v okolı́ bodu x0 a má
na něm absolutnı́ extrém právě v bodě x0, má v bodě x0 i lokálnı́ extrém stejného
typu. Omezı́me-li se na interval, plyne odtud, že funkce nabývá svých absolutnı́ch
extrémů bud’ v bodech lokálnı́ch extrémů, nebo v krajnı́ch bodech uvažovaného
intervalu.

5) Pokud máme zajištěno, že existujı́ absolutnı́ extrémy funkce f definované na
intervalu, vyplývá z předchozı́ho bodu následujı́cı́ postup pro jejich nalezenı́:

• Najdeme stacionárnı́ body a body, v nichž neexistuje prvnı́ derivace.

• Vypočteme funkčnı́ hodnoty v těchto bodech.

• Vypočteme funkčnı́ hodnoty v krajnı́ch bodech intervalu (pokud patřı́ doD(f )).

• Ze všech takto zı́skaných funkčnı́ch hodnot vybereme největšı́ a nejmenšı́ (je jich
zpravidla konečný počet). To bude absolutnı́ maximum a minimum.

Správnost postupu vyplývá z toho, že někde absolutnı́ extrémy být musı́ a nemohou
být jinde než ve vytipovaných bodech.

Přı́klad 6.18. Určete absolutnı́ maximum a minimum funkce f (x) = x − 1 − √
x

na intervalu [0, 1].
Řešenı́. Funkce je spojitá na ohraničeném uzavřeném intervalu, takže podle Weier-
strassovy věty absolutnı́ extrémy existujı́. Platı́ f ′(x) = 1 − 1

2
1√
x

= 2
√
x−1

2
√
x

. Stacio-
nárnı́ body funkce f určı́me z rovnice f ′(x) = 0, odkud

√
x = 1

2 , tj. x = 1
4 . V bodě

x = 0 vlastnı́ derivace neexistuje, ale to je současně krajnı́ bod. Nynı́ určı́me hodnoty
f
( 1

4

) = − 5
4 , f (0) = −1, f (1) = −1. Absolutnı́ maximum má funkce v krajnı́ch

bodech 0 a 1, absolutnı́ minimum v bodě 1
4 . �

Přı́klad 6.19. Určete počet reálných kořenů rovnice x3 − 27x + 80 = 0.

Řešenı́. Označme f (x) = x3 − 27x + 80. Určit počet reálných kořenů dané rov-
nice znamená zjistit, kolikrát protı́ná graf funkce f osu x. Výpočet založı́me na
důsledku 4.36 Cauchyovy-Bolzanovy věty. Určı́me krajnı́ body intervalů tak, aby
uvnitř jednotlivých intervalů byla funkce f ryze monotonnı́. Podle znamének v kraj-
nı́ch bodech bude mı́t rovnice uvnitř každého takového intervalu bud’ jediný kořen,
nebo tam kořen vůbec nebude.
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Vyšetřı́me lokálnı́ extrémy funkce f : platı́ f ′(x) = 3x2 −27. Proto stacionárnı́mi
body funkce f jsou body x = ±3, které jsou lokálnı́mi extrémy, jak plyne z věty 6.10:

interval (−∞,−3) (−3, 3) (3,∞)

f ′ + − +
f ↗ ↘ ↗

Funkčnı́ hodnoty v lokálnı́ch extrémech jsou f (−3) = −9 + 81 + 80 > 0, f (3) =
= 9 − 81 + 80 > 0. Přitom lim

x→−∞f (x) = −∞ a lim
x→+∞ f (x) = +∞. Proto funkce f

protı́ná osu x pouze jednou a původnı́ rovnice má jeden reálný kořen. �

Přı́klad 6.20. Kladné čı́slo a rozložte na součet dvou nezáporných sčı́tanců tak, aby
jejich součin byl maximálnı́.

Řešenı́. Označme a = x+y hledaný rozklad a s = xy požadovaný maximálnı́ součin.
Pak s lze vyjádřit jako funkci jedné proměnné s = x(a − x) = ax − x2, x ∈ [0, a],
a daná úloha se redukuje na hledánı́ absolutnı́ho maxima funkce s. Protože funkce s
je spojitá na ohraničeném uzavřeném intervalu, podle Weierstrassovy věty absolutnı́
maximum existuje. Platı́ s′(x) = a − 2x = 0, právě když x = a

2 . Je s
(
a
2

) = a2

4 ,
s(0) = 0, s(a) = 0. Proto hledaný rozklad je a = a

2 + a
2 . �

6.3. Konvexnost, konkávnost, inflexnı́ body

Dalšı́ globálnı́ vlastnostı́ funkce je pojem konvexnosti a konkávnosti popisujı́cı́ za-
křivenı́ grafu funkce.

Definice 6.21. Řekneme, že funkce f je konvexnı́ na intervalu I , jestliže pro libo-
volné tři body x1, x2, x3 ∈ I takové, že x1 < x2 < x3, platı́

f (x2) ≤ f (x1)+ f (x3)− f (x1)

x3 − x1
(x2 − x1). (6.1)

Řekneme, že funkce f je konkávnı́ na intervalu I , jestliže pro libovolné tři body
x1, x2, x3 ∈ I takové, že x1 < x2 < x3, platı́

f (x2) ≥ f (x1)+ f (x3)− f (x1)

x3 − x1
(x2 − x1).

Pokud v definici nahradı́me neostré nerovnosti ostrými, dostáváme definice pojmů
ostré konvexnosti a ostré konkávnosti na intervalu I .
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Obr. 6.2: Konvexnı́ funkce

Objasněme předchozı́ definici. Jejı́ geometrický význam znázorňuje obr. 6.2 a).
Přı́mka spojujı́cı́ body grafu (x1, f (x1)) a (x3, f (x3)) má vyjádřenı́

p : y = f (x1)+ f (x3)− f (x1)

x3 − x1
(x − x1).

Definice řı́ká, že jestliže pro každé tři body x1 < x2 < x3 z intervalu I je hodnota této
lineárnı́ funkce p v bodě x2 většı́ nebo rovna než funkčnı́ hodnota funkce f v bodě x2,
tj. p(x2) ≥ f (x2), pak je funkce f konvexnı́ na I .

Pro funkci konkávnı́ na I analogicky musı́ být f (x2) ≥ p(x2) pro každé tři body
x1 < x2 < x3 z intervalu I .

Ekvivalentnı́ zápis nerovnosti (6.1) dostaneme tak, že popı́šeme bod x2 parame-
trickou rovnicı́ jako bod úsečky spojujı́cı́ body x1 a x3. Označme λ = x2−x1

x3−x1
. Pak

0 < λ < 1 a nerovnost (6.1) má tvar

f
(
(1 − λ)x1 + λx3

) ≤ (1 − λ)f (x1)+ λf (x3).

Označı́me-li λ1 = 1 − λ a λ2 = λ, platı́ 0 < λ1, λ2 < 1, λ1 + λ2 = 1 a předchozı́
nerovnost lze napsat takto:

f (λ1x1 + λ2x3) ≤ λ1f (x1)+ λ2f (x3). (6.2)

Nerovnost triviálně platı́ i pro λ1 = 0 a λ2 = 1 resp. naopak a také pro x1 = x2.

Poznámka 6.22. Snadno vidı́me, že je-li funkce f konvexnı́ na intervalu I , pak
funkce −f je konkávnı́ na intervalu I a naopak. Proto se v dalšı́m výkladu omezı́me
ve formulacı́ch většinou na konvexnı́ funkce.
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Než uvedeme ekvivalentnı́ definice konvexnosti, připomeneme si pojem kon-
vexnı́ množiny v rovině, známý ze středoškolské geometrie předevšı́m v souvislosti
s mnohoúhelnı́ky a úhly. Množina M ⊆ R2 se nazývá konvexnı́, jestliže s každými
dvěma body A,B ∈ M i celá úsečka AB ležı́ v M. Jestliže každá z uvažovaných
úseček AB ležı́ celá (s přı́padnou výjimkou krajnı́ch bodů A,B) uvnitř, nazývá seM
ostře konvexnı́. Přı́kladem konvexnı́ch množin jsou konvexnı́ mnohoúhelnı́ky, kruh,
vnitřek elipsy, polorovina, kvadrant, celá rovina R2 atd.

Dále budeme potřebovat následujı́cı́ lemma.

Lemma 6.23. Necht’ funkce f je definovaná na intervalu I a x1 < x2 < x3 jsou
libovolné tři body z I . Pak následujı́cı́ tři nerovnosti jsou ekvivalentnı́:

f (x2)− f (x1)

x2 − x1
≤ f (x3)− f (x1)

x3 − x1
, (6.3a)

f (x2)− f (x1)

x2 − x1
≤ f (x3)− f (x2)

x3 − x2
, (6.3b)

f (x3)− f (x1)

x3 − x1
≤ f (x3)− f (x2)

x3 − x2
. (6.3c)

Důkaz. Ukážeme např. rovnocennost prvnı́ch dvou nerovnostı́. Pro ostatnı́ je důkaz
obdobný. Z (6.3a) postupně dostaneme

f (x2)(x3 − x1)− f (x1)(x3 − x1) ≤ f (x3)(x2 − x1)− f (x1)(x2 − x1),

f (x2)(x3 − x2)+ f (x2)(x2 − x1)− f (x1)(x3 − x2)− f (x1)(x2 − x1) ≤
≤ f (x3)(x2 − x1)− f (x1)(x2 − x1),(

f (x2)− f (x1)
)
(x3 − x2) ≤ (

f (x3)− f (x2)
)
(x2 − x1),

z čehož dostáváme nerovnost (6.3b). Protože úpravy byly ekvivalentnı́, lze postup
obrátit a nerovnosti jsou ekvivalentnı́.

Geometrický význam předchozı́ho lemmatu je znázorněn na obr. 6.2 b). Body
(x1, f (x1)), (x2, f (x2)) a (x3, f (x3)) určujı́ tři přı́mky p1, p2 a p3. Vztahy (6.3)
vyjadřujı́ nerovnosti mezi jejich směrnicemi.

Definice 6.24. Necht’f je funkce s definičnı́m oborem D(f ). Nadgrafem funkce f
rozumı́me rovinnou množinu Gf = {(x, y) ∈ R2 : x ∈ D(f ) a y ≥ f (x)}.

Nynı́ již můžeme zformulovat ekvivalentnı́ definice konvexnosti.

Věta 6.25. Necht’funkcef je definovaná na intervalu I . Pak jsou následujı́cı́ vlastnosti
ekvivalentnı́:
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(a) Funkce f je konvexnı́ na I .
(b) Pro libovolné různé body x1, x2 ∈ I a libovolná čı́sla λ1, λ2 ∈ (0, 1) taková, že

λ1 + λ2 = 1, platı́ nerovnost

f (λ1x1 + λ2x2) ≤ λ1f (x1)+ λ2f (x2). (6.4)

(c) Pro libovolné tři body x1 < x2 < x3 ležı́cı́ v I platı́ některá z nerovnostı́ (6.3).
(d) Nadgraf funkce f je konvexnı́ množina.
Obdobná věta platı́ pro ostře konvexnı́ funkce, nahradı́me-li všechny neostré nerov-
nosti ostrými a bude-li v (d) ostře konvexnı́ množina mı́sto konvexnı́.

Důkaz. Vlastnosti (a) a (b) jsou ekvivalentnı́, protože nerovnost (6.4) odpovı́dá ne-
rovnosti (6.2) (pouze se přeznačilo x3 na x2), o nı́ž jsme ukázali, že je jen jiným
zápisem nerovnosti (6.1).

(a) ⇔ (c)
Protože nerovnosti (6.3) jsou ekvivalentnı́, necht’platı́ např. druhá z nich. Jejı́ úpravou
dostáváme

f (x2)− f (x1)

x2 − x1
≤ f (x3)− f (x2)

x3 − x2
,

[f (x2)− f (x1)](x3 − x2) ≤ [f (x3)− f (x2)](x2 − x1),

f (x2)(x3 − x1) ≤ f (x3)(x2 − x1)− f (x1)(x2 − x3 + x1 − x1),

f (x2)(x3 − x1) ≤ (x2 − x1)[f (x3)− f (x1)] + f (x1)(x3 − x1),

f (x2) ≤ f (x1)+ f (x3)− f (x1)

x3 − x1
(x2 − x1),

a proto podle definice 6.21 je f konvexnı́ na I . Použité úpravy jsou ekvivalentnı́,
takže platı́ i opačné tvrzenı́.

(a) ⇒ (d)
Předpokládejme, že pro A = (x1, y1), B = (x2, y2) platı́ A,B ∈ Gf . Je-li x1 = x2, je
tvrzenı́ zřejmé. Necht’tedy např. x1 < x2. Pak f (x1) ≤ y1 a f (x2) ≤ y2. Necht’g(x) je
funkce, jejı́mž grafem je přı́mka p procházejı́cı́ body A a B, a h(x) je funkce, jejı́mž
grafem je přı́mka q procházejı́cı́ body (x1, f (x1)) a (x2, f (x2)) — viz obr. 6.2 c).
Necht’C = (x3, g(x3)), x3 ∈ (x1, x2), je libovolný vnitřnı́ bod úsečky AB. Ukážeme,
že g(x3) ≥ h(x3), tedy že C ∈ Gf .

Splývá-li p a q, je tvrzenı́ zřejmé. Necht’ tedy současně neplatı́ f (x1) = y1 a
f (x2) = y2. Pak je dokonce g(x3) > h(x3). Připust’me, že pro některé x3 ∈ (x1, x2)

je g(x3) = h(x3). Platı́

g : y = y1 + y2 − y1

x2 − x1
(x − x1) a h : y = f (x1)+ f (x2)− f (x1)

x2 − x1
(x − x1).
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Odtud dostaneme

y1 + y2 − y1

x2 − x1
(x3 − x1) = f (x1)+ f (x2)− f (x1)

x2 − x1
(x3 − x1),

y1 − f (x1) = x3 − x1

x2 − x1
[(y1 − f (x1))− (y2 − f (x2))],

x2 − x3

x2 − x1
[y1 − f (x1)] = −x3 − x1

x2 − x1
[y2 − f (x2)].

Levá strana poslednı́ nerovnosti je nezáporná a pravá nekladná, takže obě musı́ být
nulové. To znamená, že f (x1) = y1 a f (x2) = y2, což je spor.

(d) ⇒ (a)
Protože úsečka spojujı́cı́ body (x1, f (x1)) a (x2, f (x2)) ležı́ vGf , platı́ h(x3) ≥ f (x3)

pro x3 ∈ (x1, x2), kde h má stejný význam jako v předchozı́ části důkazu. Tedy

f (x1)+ f (x2)− f (x1)

x2 − x1
(x3 − x1) ≥ f (x3),

f (x2)− f (x1)

x2 − x1
≥ f (x3)− f (x1)

x3 − x1
,

kde x1 < x3 < x2. Protože již vı́me, že (a) ⇔ (c), je funkce f konvexnı́.
Důkaz pro ostře konvexnı́ funkci je analogický.

Konvexnı́ a konkávnı́ funkce majı́ mnoho důležitých vlastnostı́, týkajı́cı́ch se
spojitosti, existence jednostranných derivacı́, lokálnı́ch minim a pod. Řada takových
výsledků je dokázána v dodatku v paragrafu D.3.

V dalšı́m textu budeme vyšetřovat konvexnı́ a konkávnı́ funkce za předpokladu,
že majı́ derivaci.

Věta 6.26. Necht’f má vlastnı́ derivaci na otevřeném intervalu I . Pak je f je konvexnı́
(ostře konvexnı́) na I právě tehdy, když je funkce f ′ je neklesajı́cı́ (rostoucı́) na I .

Analogické tvrzenı́ platı́ pro f konkávnı́ (ostře konkávnı́) na I a f ′ nerostoucı́
(klesajı́cı́) na I .

Důkaz. „⇒“
Zvolme libovolně x1, x2 ∈ I , x ∈ (x1, x2). Pak podle lemmatu 6.23 platı́

f (x)− f (x1)

x − x1
≤ f (x2)− f (x1)

x2 − x1
≤ f (x)− f (x2)

x − x2
.

Provedeme-li v levém zlomku této nerovnosti limitnı́ přechod pro x → x+
1 a v pravém

zlomku limitnı́ přechod pro x → x−
2 (a uvědomı́me-li si, že podle předpokladu existujı́
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derivace f ′(x1) a f ′(x2)) dostáváme, že f ′(x1) ≤ f ′(x2), což znamená, že funkce f ′
je neklesajı́cı́ na I .

„⇐“
Necht’ je nynı́ f ′ neklesajı́cı́ na I a necht’ x1 < x2 < x3 jsou libovolné tři body
z intervalu I . Podle lemmatu 6.23 stačı́ ukázat, že

f (x2)− f (x1)

x2 − x1
≤ f (x3)− f (x2)

x3 − x2
.

Funkce f splňuje na intervalech [x1, x2] a [x2, x3] předpoklady Lagrangeovy věty, tj.
existujı́ body c1 ∈ (x1, x2) a c2 ∈ (x2, x3) takové, že

f ′(c1) = f (x2)− f (x1)

x2 − x1
, f ′(c2) = f (x3)− f (x2)

x3 − x2
.

Jelikož c1 < c2 a f ′ neklesajı́cı́, platı́ f ′(c1) ≤ f ′(c2) a tvrzenı́ je dokázáno.
Pro ostře konvexnı́ funkce je důkaz analogický.

Z vět 6.26 a 6.1 plyne jednoduché kritérium konvexnosti a konkávnosti.

Důsledek 6.27. Necht’ I je otevřený interval a f má vlastnı́ druhou derivaci na I .

(a) Je-li f ′′(x) > 0 pro každé x ∈ I , pak je f ostře konvexnı́ na I .

(b) Je-li f ′′(x) < 0 pro každé x ∈ I , pak je f ostře konkávnı́ na I .

x

y

y0

x0O

y = f (x)

y = t (x)

Obr. 6.3

Věta 6.28. Necht’ funkce f má vlastnı́ derivaci na inter-
valu I . Pak je f konvexnı́ (konkávnı́) na I právě tehdy, když
pro každé dva různé body x, x0 ∈ I , platı́:

f (x) ≥ f (x0)+ f ′(x0)(x − x0)

(f (x) ≤ f (x0)+ f ′(x0)(x − x0)).

Obdobný výsledek platı́ pro funkce ostře konvexnı́ a ostře
konkávnı́ na intervalu (nerovnosti v tvrzenı́ jsou ostré).

Důkaz. Důkaz provedeme pro přı́pad konvexnı́ funkce, pro
konkávnı́ by byl analogický. Geometrický význam (graf
konvexnı́ funkce musı́ ležet nad tečnou v libovolném bodě grafu) je znázorněn na
obr. 6.3.

„⇒“
Necht’f je konvexnı́ na intervalu I . Podle věty 6.26 je funkce f ′ neklesajı́cı́ na I .
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Mějme tedy dány dva různé body x, x0 ∈ I . Podle Lagrangeovy věty existuje bod c
mezi body x, x0 tak, že

f (x)− f (x0) = f ′(c)(x − x0),

odtud odečtenı́m výrazu f ′(x0)(x − x0) od obou stran rovnosti dostáváme

f (x)− f (x0)− f ′(x0)(x − x0) = (
f ′(c)− f ′(x0)

)
(x − x0).

Funkce f ′ je neklesajı́cı́ na I , tj. f
′(c)−f ′(x0)
c−x0

≥ 0, takže je bud’f ′(c) = f ′(x0), nebo
má výraz f ′(c)− f ′(x0) stejné znaménko jako c − x0 a to má stejné znaménko jako
x − x0. Proto je

(
f ′(c)− f ′(x0)

)
(x − x0) ≥ 0, a tedy

f (x)− f (x0)− f ′(x0)(x − x0) ≥ 0 ⇒ f (x) ≥ f (x0)+ f ′(x0)(x − x0).

„⇐“
Necht’je pro libovolné x �= x0 z intervalu I splněna nerovnost

f (x) ≥ f (x0)+ f ′(x0)(x − x0).

Pak platı́

x ∈ I, x < x0 ⇒ f (x)− f (x0)

x − x0
≤ f ′(x0),

x ∈ I, x > x0 ⇒ f (x)− f (x0)

x − x0
≥ f ′(x0).

Odtud dostáváme, že pro libovolné tři body x1 < x2 < x3 z intervalu I je

f (x2)− f (x1)

x2 − x1
≤ f (x3)− f (x2)

x3 − x2
,

a podle věty 6.25 je f konvexnı́ na I .

V elementárnı́ch kurzech se někdy zavádı́ pojem konvexnı́ funkce jen pro funkce
majı́cı́ prvnı́ derivaci. Pak se často pro definici použı́vá ekvivalentnı́ formulace z před-
chozı́ věty.

Funkce často nebývá konvexnı́ nebo konkávnı́ na celém svém definičnı́m oboru.
Následujı́cı́ definice se týká bodů, v nichž docházı́ ke změně konvexnosti na konkáv-
nost nebo naopak. S podobnou situacı́ jsme se setkali v předchozı́m oddı́lu v sou-
vislosti se změnou typu monotonie. Tam taková změna (rostoucı́ funkce na klesajı́cı́
nebo naopak) vedla na lokálnı́ extrémy.



6.3 Konvexnost, konkávnost, inflexnı́ body 127
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Obr. 6.4

Definice 6.29. Necht’ má funkce f derivaci v bodě
x0 ∈ R. Je-li tato derivace nevlastnı́, předpokládáme
navı́c, že je f spojitá v bodě x0.
Řekneme, že x0 je inflexnı́m bodem funkce f , jestliže
existuje okolı́ Oδ(x0) takové, že funkce f je ostře kon-
kávnı́ na intervalu (x0 − δ, x0) a je ostře konvexnı́ na
intervalu (x0, x0 + δ) anebo naopak — viz obr. 6.4.
Stručně řı́káme, že funkce f má v bodě x0 inflexi.

Následujı́cı́ tvrzenı́ udávajı́ nutné resp. postačujı́cı́ podmı́nky pro to, aby funkce
měla inflexi. Všimněte si analogie s vyšetřovánı́m lokálnı́ch extrémů — viz věty 6.8,
6.10 a 6.14. Vše se o jednu derivaci „posune“.

Věta 6.30.

1. Necht’x0 je inflexnı́ bod a necht’ existuje f ′′(x0). Pak f ′′(x0) = 0.

2. Necht’ f ′′(x0) = 0 a existuje okolı́ Oδ(x0) takové, že platı́ f ′′(x) < 0 pro každé
x ∈ (x0 − δ, x0) a f ′′(x) > 0 pro každé x ∈ (x0, x0 + δ), nebo naopak. Pak je x0

inflexnı́m bodem funkce f .

3. Necht’f ′′(x0) = 0 a f ′′′(x0) �= 0. Pak je x0 inflexnı́m bodem funkce f .

Důkaz.

1. Z existence f ′′(x0) plyne, že f ′(x) je konečná v jistém okolı́ bodu x0. Z definice
inflexnı́ho bodu a věty 6.26 plyne existence okolı́ Oδ(x0) takového, že na intervalu
(x0 − δ, x0) je f ′ rostoucı́ a na intervalu (x0, x0 + δ) je klesajı́cı́, nebo naopak.
Necht’ nastane např. prvnı́ možnost. Protože je f konvexnı́ na (x0 − δ, x0), platı́
pro libovolnou trojici x1 < x2 < x3 z tohoto intervalu nerovnost (6.3b). Jelikož
f je spojitá v bodě x0 (existuje konečná f ′(x0)), dostaneme limitnı́m přechodem
x3 → x−

0 , že nerovnost (6.3b) platı́ i na intervalu (x0 − δ, x0]. Funkce f je tudı́ž
na tomto intervalu konvexnı́, a proto je zde f ′ rostoucı́. Obdobně se ukáže, že f ′
je klesajı́cı́ na [x0, x0 + δ). Tedy funkce f ′ má v bodě x0 lokálnı́ extrém (dokonce
ostrý). Podle věty 6.8 tudı́ž musı́ být f ′′(x0) = 0.

2. Z existence f ′′(x0) plyne, že f ′(x0) je konečná. Dále podle důsledku 6.27 je f
konkávnı́ v levém okolı́ bodu x0 a konvexnı́ v jeho pravém okolı́ nebo naopak, což
dokazuje tvrzenı́.

3. Z existence f ′′′(x0) plyne, že f ′′(x) je konečná v jistém okolı́ bodu x0. Podle
lemmatu 5.22 je f ′′ v bodě x0 bud’ rostoucı́, nebo klesajı́cı́. V nějakém okolı́
Oδ(x0) je tedy f ′′(x0) < 0 pro x ∈ (x0 − δ, x0) a f ′′(x0) > 0 pro x ∈ (x0, x0 + δ)

nebo naopak. Tvrzenı́ nynı́ plyne z bodu 2.
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Poznamenejme, že z předchozı́ věty plyne, že funkce může mı́t inflexi pouze
v bodech, kde jejı́ druhá derivace neexistuje, nebo je rovna nule.

Poznámka 6.31. Předchozı́ větu lze indukcı́ snadno zobecnit. Necht’ f ′′(x0) =
= f ′′′(x0) = · · · = f (k−1)(x0) = 0 a f (k)(x0) �= 0 pro některé k ∈ N, k ≥ 3.
1. Je-li k liché, je x0 inflexnı́m bodem funkce f .
2. Je-li k sudé, je f v jistém okolı́ O(x0) ostře konvexnı́ pro f (k)(x0) > 0 a ostře

konkávnı́ pro f (k)(x0) < 0. V bodě x0 tedy funkce f nemá inflexi.

Všimněte si, že pokud je i f ′(x0) = 0, doplňuje se předchozı́ poznámka s poznám-
kou 6.15. Podobně jako tam lze použitı́ ilustrovat na funkcı́ch f (x) = x3 a g(x) = x4.
Platı́ f ′(0) = f ′′(0) = 0, f ′′′(0) = 3! > 0, takže bod 0 je inflexnı́m bodem funkce f
(a ta roste dokonce na R) a podobně g′(0) = g′′(0) = g′′′(0) = 0, g′′′′(0) = 4! > 0,
takže bod 0 nenı́ inflexnı́m bodem funkce g (a ta je ostře konvexnı́ dokonce na R) —
srovnejte obr. 3.8 c) a 3.8 a). Znovu připomeňme, že u složitějšı́ch funkcı́ je obvykle
výhodnějšı́ posoudit, zda druhá derivace měnı́ znaménko, než počı́tat vyššı́ derivace.

Poznámka 6.32. Inflexnı́ body se někdy definujı́ odlišně — přehled viz [17, str. 205].
Jedna z častých variant je tato: Bod x0 se nazývá inflexnı́m bodem funkce f , jestliže
existuje vlastnı́ derivace f ′(x0) a v jistém okolı́ Oδ(x0) platı́ f (x) < f (x0) +
+ f ′(x0)(x − x0) pro každé x ∈ (x0 − δ, x0) a f (x) > f (x0) + f ′(x0)(x − x0)

pro každé x ∈ (x0, x0 + δ), nebo naopak. Tedy v levém okolı́ ležı́ graf funkce pod teč-
nou v bodě (x0, f (x0)) a v pravém okolı́ nad touto tečnou nebo naopak. Lze ukázat, že
pokud je x0 inflexnı́m bodem ve smyslu definice 6.29 a f ′(x0) je vlastnı́, je inflexnı́m
bodem i v právě zmı́něném smyslu — viz přı́klad D.37 dodatku. Opak ale neplatı́
(např. funkce f (x) = x3(1 + χ(x)) v bodě 0; přitom χ je Dirichletova funkce).

6.4. Asymptoty funkce

Definice 6.33. Bud’ x0 ∈ R. Přı́mka x = x0 se nazývá asymptotou bez směrnice
funkce f , jestliže má f v x0 alespoň jednu jednostrannou limitu nevlastnı́, tj.
lim
x→x+

0

f (x) = ±∞ nebo lim
x→x−

0

f (x) = ±∞.

Přı́mka y = ax + b, a, b ∈ R, se nazývá asymptotou se směrnicı́ funkce f , jestliže
platı́ lim

x→−∞(f (x)− (ax + b)) = 0 nebo lim
x→+∞(f (x)− (ax + b)) = 0.

Přı́klady asymptot bez směrnice jsme viděli např. na obr. 3.9. Uvědomte si, že
tyto asymptoty mohou být pouze v bodech, kde nenı́ funkce spojitá. Asymptoty se
směrnicı́ jsou znázorněny na obr. 6.5. V přı́padě asymptoty se směrnicı́ řı́káme, že
přı́mka je asymptotou funkce pro x „jdoucı́ do mı́nus resp. plus nekonečna“.
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Obr. 6.5: Asymptoty se směrnicı́ pro x → +∞

Věta 6.34. Přı́mka y = ax + b je asymptotou funkce f pro x → +∞ právě tehdy,
když

lim
x→+∞

f (x)

x
= a a lim

x→+∞(f (x)− ax) = b.

Analogické tvrzenı́ platı́ pro x → −∞.

Důkaz. Z definice plyne, že přı́mka y = ax + b je asymptotou funkce f , právě když
platı́ lim

x→±∞(f (x) − ax) = b. Odtud plyne, že lim
x→±∞

(
f (x)

x
− a

) = lim
x→±∞

b
x

= 0, a

tudı́ž nutně lim
x→±∞

f (x)

x
= a .

Důsledek 6.35. Přı́mka y = b je asymptotou funkce f pro x → +∞ právě tehdy,
když lim

x→+∞f (x) = b. Analogické tvrzenı́ platı́ pro x → −∞.

Přı́klad 6.36. Určete asymptoty funkce

a) y = (x − 1)3

(x + 1)2
, b) y = e

1
x2−4x+3 , c) f (x) = arccotg

1
x
.

Řešenı́.

a) Funkce je spojitá na R s výjimkou bodu x = −1, kde nenı́ definovaná. S využitı́m
poznámky 4.14 určı́me limitu v tomto bodě:

lim
x→−1

(x − 1)3

(x + 1)2
= −8

0+ = −∞.
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Proto má daná funkce jednu asymptotu bez směrnice, kterou je přı́mka x = −1.
Hledejme nynı́ asymptoty se směrnicı́. Podle věty 6.34 vypočteme následujı́cı́
limity:

a = lim
x→+∞

f (x)

x
= lim

x→+∞
(x − 1)3

x(x + 1)2
= 1,

b = lim
x→+∞(f (x)− ax) = lim

x→+∞

(
(x − 1)3

(x + 1)2
− x

)
=

= lim
x→+∞

x3 − 3x2 + 3x − 1 − x(x2 + 2x + 1)
(x + 1)2

= lim
x→+∞

−5x2 + 2x − 1
x2 + 2x + 1

= −5.

Asymptotou pro x → +∞ je přı́mka y = x − 5. Protože předchozı́ výpočet je
zřejmě platný i pro x → −∞, je tato přı́mka asymptotou i pro x → −∞.

b) Označme zadanou funkci f (x). Nejprve rozložı́me polynom ve jmenovateli zlom-
ku na součin: x2 − 4x+ 3 = (x− 1)(x− 3). Jedinými body, kde může mı́t funkce
asymptoty bez směrnice, jsou body x = 1 a x = 3, nebot’ v ostatnı́ch bodech je
funkce spojitá. Limity v těchto bodech jsou:

lim
x→1+

1
x2 − 4x + 3

= −∞, lim
x→1−

1
x2 − 4x + 3

= +∞,

lim
x→3+

1
x2 − 4x + 3

= +∞, lim
x→3−

1
x2 − 4x + 3

= −∞.

Podle věty 4.16 o limitě složené funkce dostaneme:

lim
x→1− f (x) = +∞, lim

x→1+ f (x) = 0, lim
x→3+ f (x) = +∞, lim

x→3+ f (x) = 0.

V každém bodě je jedna jednostranná limita nevlastnı́, takže přı́mky x = 1 a x = 3
jsou asymptotami bez směrnice dané funkce.
Nynı́ hledejme asymptoty se směrnicı́. S použitı́m důsledku 6.35 dostaneme

lim
x→±∞

1
x2 − 4x + 3

= 0 ⇒ lim
x→±∞f (x) = 1.

Proto je přı́mka y = 1 asymptotou se směrnicı́ pro x → ±∞.
c) Funkce f je spojitá na R � {0}, proto jediným bodem, ve kterém by mohla mı́t

asymptotu bez směrnice, je bod x = 0. Jednostranné limity v tomto bodě jsou:

lim
x→0+ arccotg

1
x

= lim
y→+∞ arccotg y = 0,

lim
x→0− arccotg

1
x

= lim
y→−∞ arccotg y = π.
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Proto funkce nemá žádné asymptoty bez směrnice.
Nynı́ budeme hledat asymptoty se směrnicı́. S použitı́m důsledku 6.35 dostaneme

b = lim
x→±∞ arccotg

1
x

= π

2
.

Tedy funkce má asymptotu se směrnicı́ y = π
2 pro x → ±∞. �

6.5. Průběh funkce — shrnutı́

Při vyšetřovánı́ průběhu funkce f postupujeme takto:
1. Stanovı́me D(f ),H(f ), zda je funkce f přı́padně sudá, lichá nebo periodická.

Najdeme body nespojitosti a rozhodneme o jejich druhu.
Určı́me nulové body funkce f a intervaly, kde je f kladná a kde záporná.

2. Vypočı́táme f ′ a podle jejı́ho znaménka určı́me:

• intervaly, kde je f rostoucı́ (z podmı́nky f ′ > 0),

• intervaly, kde je f klesajı́cı́ (z podmı́nky f ′ < 0),

• lokálnı́ extrémy (podle změny znaménka f ′).
3. Vypočı́táme f ′′ a podle jejı́ho znaménka určı́me:

• intervaly, kde je f konvexnı́ (z podmı́nky f ′′ > 0),

• intervaly, kde je f konkávnı́ (z podmı́nky f ′′ < 0),

• inflexnı́ body (podle změny znaménka f ′′).
4. Určı́me asymptoty funkce f .
5. Vypočı́táme funkčnı́ hodnoty ve významných bodech (lokálnı́ extrémy, inflexnı́

body atd.).
6. Nakreslı́me graf funkce.

Přı́klad 6.37. Vyšetřete průběh funkce

f : y = ln x2

x
.

Řešenı́.
1. Definičnı́ obor D(f ) = R� {0}. Platı́ f (−x) = ln(−x)2

−x = − ln x2

x
= −f (x), proto

je daná funkce lichá a vlastnosti musı́ být jistým způsobem „symetrické“.
Nulové body funkce určı́me z rovnice f (x) = 0, odkud dostáváme x = ±1.

Vyšetřı́me znaménko funkce:
− + − +

f :
1−1 0 1
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2. Určı́me prvnı́ derivaci:

f ′(x) =
2x
x2 x − ln x2

x2
= 2 − ln x2

x2
.

Odtud zjistı́me stacionárnı́ body funkce:

f ′(x) = 0 ⇔ ln x2 = 2 ⇔ x = ±e.

Snadno zjistı́me znaménko prvnı́ derivace na jednotlivých intervalech:

− + + −
f ′:

min max
e−e 0 e

Funkce nabývá lokálnı́ho minima v bodě x = −e a lokálnı́ho maxima v bodě
x = e.

3. Druhá derivace je

f ′′(x) = − 2x
x2 x

2 − (2 − ln x2)2x

x4 = 2(ln x2 − 3)
x3 .

Určı́me nulové body druhé derivace, protože pouze v nich mohou být inflexnı́
body:

f ′′(x) = 0 ⇔ ln x2 = 3 ⇔ x = ±
√

e3.

Jejı́ znaménko je:

− + − +
f ′′:

inf inf

√
e3−√
e3 0

√
e3

4. Pro určenı́ asymptot funkce počı́tejme limity

lim
x→0±

ln x2

x
= ∓∞, lim

x→±∞
ln x2

x
= 0.

Odtud vidı́me, že přı́mka y = 0 je asymptotou bez směrnice a přı́mka y = 0 je
asymptotou pro x → ±∞.

5. Spočı́táme hodnoty funkce f ve významných bodech (extrémy, inflexnı́ bod):

maximum/minimum: f (±e) = ±2
e
, inflexe: f (±

√
e3) = ± 3√

e3
.

6. Nakreslı́me graf funkce — viz obr. 6.6. Funkce je lichá, proto je jejı́ graf souměrný
podle počátku. (Měřı́tko na ose x je dvakrát většı́ než na ose y.) �
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O

y = ln x2

x

Obr. 6.6

6.6. Řešené přı́klady na extrémy a průběh funkce

Přı́klad 6.38. Vyšetřete průběh funkce

f : y = x − 2 arctg x.

Řešenı́.
1. Definičnı́ obor dané funkce je D(f ) = R. Dále platı́

f (−x) = −x − 2 arctg(−x) = −x + 2 arctg x = −f (x),
proto je funkce lichá a jejı́ vlastnosti budou „symetrické“.

Pokusı́me se určit znaménko funkčnı́ch hodnot. Rovnici arctg x = x
2 však

nedokážeme řešit. Jeden kořen je jasný — x = 0. Protože funkce arctg x má
v bodě x = 0 derivaci rovnu 1 a funkce x

2 má derivaci 1
2 , lze z grafů těchto funkcı́

odhadnout, že existuje jediné čı́slo a > 0 takové, že v ±a má naše funkce kořeny.
Přesněji to uvidı́me z výsledného grafu. Tedy:

− + − +
f :

a−a 0 a

2. Počı́tejme prvnı́ derivaci:

y′ = 1 − 2
1 + x2

= x2 − 1
1 + x2

.

Odtud dostáváme stacionárnı́ body x = ±1 a znaménko prvnı́ derivace na jednot-
livých intervalech:

+ − +
f ′:

max min
1−1 1
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Vidı́me, že funkce má v bodě x = 1 lokálnı́ extrém, a to lokálnı́ minimum;
symetricky v bodě x = −1 má lokálnı́ maximum.

3. Vypočteme druhou derivaci

y′′ = 2x(1 + x2)− (x2 − 1)2x
(1 + x2)2

= 4x
(1 + x2)2

,

odkud f ′′(x) = 0 právě tehdy, když x = 0. Určı́me znaménko druhé derivace:

− +
f ′′:

inf
0

4. Funkce je spojitá na celém R, nemá proto žádné asymptoty bez směrnice. Vyšet-
řı́me, zda má asymptoty se směrnicı́:

a = lim
x→±∞

x − 2 arctg x
x

= lim
x→±∞ 1 − 2

arctg x
x

= 1 − 0 = 1,

b+ = lim
x→+∞(x − 2 arctg x − x) = −2 · π

2
= −π,

b− = lim
x→−∞(x − 2 arctg x − x) = −2 ·

(π

2

)
= π.

Asymptotami funkce jsou tedy přı́mky y = x − π pro x → +∞ a y = x + π pro
x → −∞.

5. Spočtěme funkčnı́ hodnoty funkce ve významných bodech:

f (0) = 0, f (1) = 1 − π

2
, f (−1) = −1 + π

2
.

6. Nakreslı́me graf funkce, viz obr. 6.7. �

Přı́klad 6.39. Vyšetřete průběh funkce

f : y = arcsin
2x

1 + x2 .

Řešenı́.
1. Nejprve určı́me definičnı́ obor. Funkce arcsin u je definována pouze pro hodnoty
u ∈ [−1, 1], proto musı́ platit −1 ≤ 2x

1+x2 ≤ 1. V přı́kladu 1.31 a) jsme ukázali, že
tato nerovnost platı́ pro všechna x ∈ R, tj. D(f ) = R. Funkce f je všude spojitá.

Nynı́ vyšetřı́me, zda je funkce f sudá nebo lichá:

f (−x) = arcsin
−2x

1 + x2 = − arcsin
2x

1 + x2 = −f (x).
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Obr. 6.7

Funkce je lichá, a proto jsou jejı́ vlastnosti opět „symetrické“. Nulové body funkce
jsou

arcsin
2x

1 + x2 = 0 ⇔ 2x
1 + x2 = 0 ⇔ x = 0,

tj. jediným nulovým bodem je x = 0. Vzhledem k průběhu funkce arkussinus
platı́: − +

f :
0

2. Počı́tejme prvnı́ derivaci funkce. Je nutné si uvědomit, že funkce arcsin u má
derivaci jen pro u ∈ (−1, 1) a v bodech u = −1, u = 1 existujı́ pouze jednostranné
nevlastnı́ derivace +∞.

y′ = 1√
1 − 4x2

(1+x2)2

· 2(1 + x2)− 2x · 2x
(1 + x2)2

=

= 1 + x2

√
1 + 2x2 + x4 − 4x2

· 2 − 2x2

(1 + x2)2
= 2(1 − x2)

(1 + x2)
√
(x2 − 1)2

.

Odtud pro x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,∞) je

y′ = 2(1 − x2)

(1 + x2)(x2 − 1)
= − 2

x2 + 1
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a pro x ∈ (−1, 1) je

y′ = 2(1 − x2)

(1 + x2)(1 − x2)
= 2
x2 + 1

.

(Při výpočtu jsme použili rovnosti
√
a2 = |a| pro libovolné a ∈ R.) V bodech

−1, 1 existujı́ pouze jednostranné derivace. S použitı́m cvičenı́ 9 z kapitoly 5
dostaneme:

f ′
−(−1) = lim

x→−1−
−2

1 + x2 = −1, f ′
+(−1) = lim

x→−1+
2

1 + x2 = 1,

f ′
−(1) = lim

x→1−
2

1 + x2 = 1, f ′
+(1) = lim

x→1+
−2

1 + x2 = −1.

Body x = ±1 jsou tedy tzv. úhlové body.
Dále určı́me znaménko prvnı́ derivace na jednotlivých podintervalech:

− + −
f ′:

min max
1−1 1

Odtud podle věty 6.10 nahlédneme, že v bodě 1 nabývá funkce lokálnı́ho maxima
(přestože v tomto bodě neexistuje derivace!); symetricky pak v bodě −1 nabývá
lokálnı́ho minima.

3. Výpočet druhé derivace provedeme na jednotlivých podintervalech:
Pro x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,∞) je

y′′ =
( −2

1 + x2

)′
= 4x
(1 + x2)2

,

pro x ∈ (−1, 1) je

y′′ =
(

2
1 + x2

)′
= −4x
(1 + x2)2

.

Nulový bod druhé derivace je tedy pouze x = 0 a jen tam může být inflexe. Určı́me
znaménko f ′′ a intervaly, kde je funkce konvexnı́ a kde konkávnı́.

− + − +
f ′′:

inf
1−1 0 1

V bodech −1, 1 inflexe nenı́, protože v nich neexistuje prvnı́ derivace.
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4. Funkce je spojitá na celém R, zjevně tedy nemá žádné asymptoty bez směrnice.
Vyšetřı́me, zda má asymptotu se směrnicı́ pro x → ±∞. Platı́

a = lim
x→±∞

arcsin 2x
1+x2

x
= 0

±∞ = 0,

b = lim
x→±∞ arcsin

2x
1 + x2 = lim

y→0± arcsin y = 0,

přičemž jsme v poslednı́m kroku použili větu o limitě složené funkce (y = 2x
1+x2 ).

Přı́mka y = 0 je asymptotou dané funkce pro x → ±∞.
5. Určı́me funkčnı́ hodnoty ve významných bodech

f (−1) = arcsin(−1) = −π

2
, f (1) = arcsin 1 = π

2
.

6. Nakreslı́me graf funkce — viz obr. 6.8. �
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y
π
2

−π
2
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1−1

O
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2x

1 + x2

Obr. 6.8

Přı́klad 6.40. Vyšetřete průběh funkce f : y = 3
√

1 − x3.

Řešenı́.
1. Definičnı́ obor je D(f ) = R. Dále snadno určı́me nulové body funkce:

3
√

1 − x3 = 0 ⇔ 1 − x3 = 0 ⇔ x3 = 1 ⇔ x = 1.

U třetı́ odmocniny je znaménko funkce f stejné jako znaménko výrazu pod od-
mocninou: + −

f :
1

Protože f (−x) = 3
√

1 − (−x)3 = 3
√

1 + x3, funkce nenı́ ani sudá. ani lichá.
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2. Funkce 3
√
u má konečnou derivaci pouze pro u ∈ R� {0}. Proto pro x �= 1 platı́

y′ = 1
3
(1 − x3)

− 2
3 · (−3x2) = −x2

3
√
(1 − x3)2

,

odkud plyne f ′ = 0 právě tehdy, když x = 0. Dále vyšetřı́me znaménko derivace:

− − −
f ′:

0 1

Funkce je na celém R klesajı́cı́ a nemá tudı́ž lokálnı́ extrém ve svém stacionárnı́m
bodě x = 0.

V bodě x = 1 s pomocı́ cvičenı́ 9 z kapitoly 5 určı́me derivaci v bodě x = 1:

f ′(1) = lim
x→1

−x2

3
√
(1 − x3)2

= −∞.

3. Pro x �= 1 je druhá derivace

y′′ = −
(

2x(1 − x3)
2
3 − x2 2

3(1 − x3) − 1
3(−3x2)

(1 − x3)
4
3

)
=

= −2x(1 − x3)+ 2x2 · x2

(1 − x3)
1
3 (1 − x3)

4
3

= − 2x
3
√
(1 − x3)5

,

odkud plyne, že f ′′ = 0 právě tehdy, když x = 0. Znázornı́me znaménko druhé
derivace:

+ − +
f ′′:

inf inf
0 1

Funkce má inflexnı́ body x = 0 a x = 1.
4. Funkce je spojitá na celémR, proto nemá žádné asymptoty bez směrnice. Počı́tejme

asymptoty se směrnicı́:

a = lim
x→±∞

3
√

1 − x3

x
= lim

x→±∞
3

√
1
x3 − 1 = −1,

b = lim
x→±∞

( 3
√

1 − x3 + x
) =

= lim
x→±∞

(
x − 3

√
x3 − 1

) x2 + x
3
√
x3 − 1 + 3

√
(x3 − 1)2

x2 + x
3
√
x3 − 1 + 3

√
(x3 − 1)2

=

= lim
x→±∞

x3 − x3 + 1

x2 + x
3
√
x3 − 1 + 3

√
(x3 − 1)2

= 1
+∞ + ∞ + ∞ = 0.
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Tedy přı́mka y = −x je asymptotou funkce pro x → ±∞.
5. Spočı́táme funkčnı́ hodnoty ve významných bodech: f (0) = 1, f (1) = 0.
6. Nakreslı́me graf funkce — viz obr. 6.9. �

x

y

1

1O

y = 3√1 − x3

Obr. 6.9

Přı́klad 6.41. Vyšetřete průběh funkce

f : y = x arccotg
1
x
.

Řešenı́.
1. Je D(f ) = R� {0}. Protože

f (−x) = −x arccotg
(
−1
x

)
= −x

[π

2
− arctg

(
−1
x

)]
= −x

(π

2
+ arctg

1
x

)
=

= −x
(π

2
+ π

2
− arccotg

1
x

)
= −πx + x arccotg

1
x
,

funkce nenı́ ani sudá, ani lichá. Dále vidı́me, že f �= 0 na celém D(f ). Funkce je
kladná pro x > 0 a záporná pro x < 0:

− +
f :

0

2. Vypočteme prvnı́ derivaci:

y′ = arccotg
1
x

+ x · −1

1 + ( 1
x

)2

(
− 1
x2

)
=

= arccotg
1
x

+ x2

1 + x2

1
x

= arccotg
1
x

+ x

1 + x2 .
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Určenı́ znaménka derivace nelze provést klasickým způsobem, musı́me použı́t
menšı́ úvahu.

• Ze znalosti funkce arccotg u jednoduše zjistı́me, že

x > 0 ⇒ arccotg
1
x
> 0,

x < 0 ⇒ arccotg
1
x
>

π

2
.

• S použitı́m výsledku přı́kladu 1.31 a) dále určı́me, že

x > 0 ⇒ x

1 + x2 > 0,

x < 0 ⇒
∣∣∣∣ x

1 + x2

∣∣∣∣ ≤ 1
2
.

• Z těchto úvah již snadno vyplývá, že

x > 0 ⇒ y′ > 0,

x < 0 ⇒ y′ >
π

2
− 1

2
> 0.

Takže funkce nemá žádný stacionárnı́ bod a je na celém D(f ) rostoucı́:

+ +
f ′:

0

3. Vypočteme druhou derivaci:

y′′ = −1

1 + ( 1
x

)2

(
− 1
x2

)
+ x2 + 1 − 2x · x

(x2 + 1)2
=

= 1
1 + x2

+ 1 − x2

(1 + x2)2
= x2 + 1 + 1 − x2

(1 + x2)2
= 2
(1 + x2)2

,

odkud vidı́me, že f ′′(x) > 0 pro všechna x ∈ D(f ):

+ +
f ′:

0

Funkce je na obou intervalech definičnı́ho oboru konvexnı́.
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4. Spočtěme jednostranné limity funkce f v bodě x = 0:

lim
x→0+ x arccotg

1
x

= lim
x→0+

arccotg 1
x

1
x

= lim
y→+∞

arccotg y
y

= 0
+∞ = 0,

lim
x→0− x arccotg

1
x

= lim
y→−∞

arccotg y
y

= π

−∞ = 0.

(Při výpočtu jsme použili větu o limitě složené funkce, kde y = 1
x
.) Proto funkce

nemá v bodě x = 0 asymptotu bez směrnice.
Vyšetřı́me asymptoty se směrnicı́:

a = lim
x→±∞

x arccotg 1
x

x
= lim

x→±∞ arccotg
1
x

= lim
y→0± arccotg y = π

2
,

b = lim
x→±∞ x arccotg

1
x

− π

2
x = lim

x→±∞ x
(

arccotg
1
x

− π

2

)
=

= lim
x→±∞

arccotg 1
x

− π
2

1
x

= lim
y→0±

arccotg y − π
2

y
= 0

0
= lim

y→0±

−1
1+y2

1
= −1.

Přı́mka y = π
2 x − 1 je asymptotou funkce pro x → ±∞.

5. Nakreslı́me graf — viz obr. 6.10. �
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O
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x

Obr. 6.10
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Přı́klad 6.42. Vyšetřete průběh funkce

f : y = ln cos x.

Řešenı́.
1. Určı́me definičnı́ obor dané funkce. Funkce ln u je definovaná pouze pro hodnoty
u ∈ (0,∞), proto musı́ být cos x > 0. Zřejmě platı́

cos x > 0 ⇔ x ∈
(
−π

2
+ 2kπ,

π

2
+ 2kπ

)
, k ∈ Z.

Odtud plyne
D(f ) =

⋃
k∈Z

(
−π

2
+ 2kπ,

π

2
+ 2kπ

)
.

Dále se nabı́zı́ ověřit, zda je daná funkce periodická. Jelikož funkce cos x je
periodická s periodou 2π, platı́ cos(x + 2π) = cos x, odkud ln cos(x + 2π) =
= ln cos x, takže je funkce f periodická s periodou 2π. Proto stačı́ se omezit při
vyšetřovánı́ průběhu pouze na jeden z intervalů tvořı́cı́ch D(f ), např. (−π

2 ,
π
2 ).

Ověřme sudost/lichost funkce. Platı́

f (−x) = ln cos(−x) = ln cos x = f (x),

nebot’funkce cos x je sudá. Odtud je vidět, že je daná funkce sudá a jejı́ graf bude
osově souměrný podle osy y.

Vyšetřı́me znaménko funkce f . Vı́me, že ln u > 0 právě tehdy, když u > 1 a
dále cos x ≤ 1 pro všechna x ∈ R. Odtud snadno plyne

f (x) ≤ 0 pro x ∈
(
−π

2
,
π

2

)
,

f (x) = 0 ⇔ cos x = 1, x ∈
(
−π

2
,
π

2

)
⇔ x = 0.

Tedy − −
f :

π
2−π
2 0 π

2

2. Počı́tejme prvnı́ derivaci:

y′ = − sin x
cos x

= − tg x.

Odtud plyne y′ = 0 právě tehdy, když x = 0. Znaménko prvnı́ derivace je

+ −
f ′:

max
π
2−π
2 0 π

2

Vidı́me, že funkce má v bodě x = 0 lokálnı́ maximum.
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3. Počı́tejme druhou derivaci:

y′′ = −(tg x)′ = − 1
cos2 x

< 0 pro x ∈
(
−π

2
,
π

2

)
.

Tedy:

−
f ′′:

π
2−π
2

π
2

Funkce je na celém intervalu (−π
2 ,

π
2 ) konkávnı́.

4. Jelikož funkce nenı́ definovaná na žádné polopřı́mce (a,+∞) ani (−∞, a), nemá
smysl vyšetřovat asymptoty pro x → ±∞. Spočı́tejme limity v krajnı́ch bodech
vyšetřovaného intervalu:

lim
x→− π

2
+ ln cos x = lim

y→0+ ln y = −∞.

Analogický výsledek vycházı́ pro limitu x → π
2

−, takže funkce má asymptoty bez
směrnice v bodech −π

2 a π
2 .

5. Spočı́táme funkčnı́ hodnoty ve významných bodech: f (0) = 0.

6. Nakreslı́me graf — viz obr. 6.11. �

x

y

2π−2π 2π− 3π
2

π
2

5π
2− 5π

2 −π
2

3π
2O

y = ln cos x

Obr. 6.11

Přı́klad 6.43. Vyšetřete průběh funkce

f : y = x3

x2 − 1
.
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Řešenı́.
1. Jedná se o racionálnı́ funkci, která nenı́ definovaná pouze v kořenech jmenovatele.

Tedy D(f ) = R� {−1, 1}. Funkce f (x) je spojitá na D(f ). Protože

f (−x) = (−x)3
(−x)2 − 1

= −x3

x2 − 1
= − x3

x2 − 1
= −f (x),

je funkce je lichá, jejı́ graf bude středově souměrný vzhledem k počátku.
Dále určı́me znaménko f (x). Je to racionálnı́ lomená funkce, kořen čitatele

x = 0 je trojnásobný, kořeny jmenovatele x = −1 jsou jednoduché. Tedy
− + − +

f :
1−1 0 1

2. Vypočteme prvnı́ derivaci:

y′ =
(

x3

x2 − 1

)′
= 3x2(x2 − 1)− x3 · 2x

(x2 − 1)2
= x4 − 3x2

(x2 − 1)2
.

Kořeny čitatele x4 − 3x2 = x2(x2 − 3) jsou x = 0 (dvojnásobný) a x = ±√
3

(jednoduché). V nich jsou stacionárnı́ body. Dále určı́me znaménko y′:

+ − − − − +
f ′:

max min

√
3−√
3 1−1 0 1

√
3

Tedy v bodě x = −√
3 je lokálnı́ maximum a v bodě x = √

3 je lokálnı́ minimum.
3. Vypočteme druhou derivaci:

y′′ =
(
x4 − 3x2

(x2 − 1)2

)′
= (4x3 − 6x)(x2 − 1)2 − (x4 − 3x2)(x2 − 1)2x

(x2 − 1)4
=

= (x2 − 1)[(4x3 − 6x)(x2 − 1)− 4x(x4 − 3x2)]
(x2 − 1)4

=

= 4x5 − 6x3 − 4x3 + 6x − 4x5 + 12x3

(x2 − 1)3
= 2x3 + 6x
(x2 − 1)3

.

Čitatel 2x3 + 6x = 2x(x2 + 3) má jednoduchý kořen x = 0, v němž může být
inflexe (komplexnı́ kořeny nás nezajı́majı́). Dále určı́me znaménko y′′. Nesmı́me
zapomenout, že kořeny x = ±1 ve jmenovateli jsou trojnásobné. Dostaneme:

− + − +
f ′′:

inf
1−1 0 1

V bodě x = 0 má funkce inflexi.
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4. Nynı́ máme najı́t asymptoty bez směrnice a se směrnicı́. Protože funkce je spojitá na
svém definičnı́m oboru, asymptoty bez směrnice mohou být jen v bodech x = −1
a x = 1. Vypočteme jednostranné limity:

lim
x→−1−

x3

x2 − 1
= −1

+0
= −∞, lim

x→−1+
x3

x2 − 1
= −1

−0
= +∞,

lim
x→1−

x3

x2 − 1
= 1

−0
= −∞, lim

x→1+
x3

x2 − 1
= 1

+0
= +∞.

Asymptoty bez směrnice jsou x = −1 a x = 1.
Dále určı́me asymptoty se směrnicı́:

a = lim
x→±∞

x3

x2−1

x
= lim

x→±∞
x3

x3 − x
= lim

x→±∞
1

1 − 1
x2

= 1,

b = lim
x→±∞

(
x3

x2 − 1
− x

)
= lim

x→±∞
x

x2 − 1
= lim

x→±∞

1
x

1 − 1
x2

= 0.

Asymptota pro x → ±∞ tedy existuje a má rovnici y = x.
5. Spočı́táme funkčnı́ hodnoty ve významných bodech: f (0) = 0, f ′(0) = 0 a

f (±√
3) = (±√

3)3

(±√
3)2 − 1

= ±3
2

√
3.

6. Nakreslı́me graf funkce — viz obr. 6.12. �

Přı́klad 6.44. Určete hodnotu reálného parametru a tak, aby funkce

f (x) = a sin x + 1
3

sin 3x

měla v bodě x = π
3 extrém.

Řešenı́. Nejprve určı́me prvnı́ derivaci: f ′(x) = a cos x + cos 3x. Odtud

f ′
(π

3

)
= a cos

π

3
+ cos 3

π

3
= a

2
− 1.

Má-li nastat v bodě π
3 extrém, musı́ být f ′(π

3 ) = 0, a tedy a = 2. Ještě musı́me
ověřit, že extrém opravdu nastane. Při a = 2 je f ′′(x) = −2 sin x − 3 sin 3x a
f ′′(π

3 ) = −√
3 − 0 < 0, takže je zde lokálnı́ maximum. �
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x

y

3
2

√
3

− 3
2

√
3

√
3−1 1

√
3−√
3

O

y = x3

x2 − 1

Obr. 6.12

Přı́klad 6.45. Ze čtverce papı́ru o straně a vystřihněte v rozı́ch čtverce tak, aby
krabice složená ze zbytku papı́ru měla co největšı́ objem.

y

x

a

Obr. 6.13

Řešenı́. Snadno nahlédneme, že vzniklá krabice bude kvádr
se čtvercovou podstavou. Označme x, y jejı́ rozměry — viz
obr. 6.13. Objem krabice je pak dán vzorcem V = x2y. Dále
z obrázku snadno odhalı́me závislost 2y+x = a, odkud y = a−x

2
a tudı́ž platı́

V = x2 a − x

2
.

Hledejme maximum funkce V na intervalu [0, a]. Funkce je
spojitá a má derivaci, takže podle Weierstrassovy věty existuje

absolutnı́ maximum a je bud’ve vnitřnı́m stacionárnı́m bodě, nebo v krajnı́ch bodech.
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Vyjádřı́me prvnı́ derivaci

V ′(x) = x(a − x)− x2

2
= x

(
a − 3

2
x
)
,

odkud V ′(x) = 0 právě tehdy, když x = 0 nebo x = 2
3 a. Lehce zjistı́me, že v bodě

x0 = 2
3 a nabývá funkce globálnı́ho maxima (v krajnı́ch bodech je V (0) = V (a) = 0,

takže jsou to absolutnı́ minima). Hledané rozměry jsou tedy

x0 = 2
3
a, y0 = a

6
, Vmax = x2

0 · y0 = 2
27
a3.

�

Přı́klad 6.46. Do půlkruhu o poloměru r vepište obdélnı́k největšı́ho obsahu.

r

b

a

Obr. 6.14

Řešenı́. Označme si strany obdélnı́ku a, b. Z obrázku
6.14 vidı́me, že podle Pythagorovy věty platı́:(

b

2

)2

+ a2 = r2,

odkud

a =
√
r2 − b2

4
,

jelikož uvažujeme pouze a ≥ 0. Pro obsah obdélnı́ku platı́ S = a · b, a tedy v našem
konkrétnı́m přı́padě

S =
√
r2 − b2

4
· b.

Vyjádřili jsme obsah vepsaného obdélnı́ku jakožto funkci jedné proměnné b. Budeme
hledat extrémy této funkce na intervalu [0, 2r]. Podle Weierstrassovy věty absolutnı́
extrémy existujı́. Vyjádřeme nejprve prvnı́ derivaci:

S ′(b) = − b
4√

r2 − b2

4

· b +
√
r2 − b2

4
= r2 − 2b2

4√
r2 − b2

4

.

Nynı́

S ′(b) = 0 ⇔ r2 − b2

2
= 0 ⇔ b = √

2r.

FunkceS je v krajnı́ch bodech intervalu [0, 2r] nulová, na celém intervalu je nezáporná
(obsah obdélnı́ku nemůže být záporné čı́slo) a tedy je zřejmé, že v bodě b0 = √

2r
nabývá svého maxima (b = 0 a b = 2r dávajı́ minimum). Odtud již snadno určı́me
hledaný maximálnı́ obsah vepsaného obdélnı́ku:

a0 =
√
r2 − r2

2
= r√

2
⇒ Smax = a0 · b0 = r√

2
· √

2r = r2.
�
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Přı́klad 6.47. Do elipsy s hlavnı́ poloosou a a vedlejšı́ poloosou b vepište obdélnı́k
se stranami rovnoběžnými s poloosami tak, aby obsah obdélnı́ku byl maximálnı́.

b

a x

y

A B

CD

Obr. 6.15

Řešenı́. Rovnice elipsy se středem v bodě (0, 0)má tvar
x2

a2 + y2

b2 = 1. Označme si vrcholy obdélnı́ku dle ob-
rázku 6.15. Bod C má souřadnice C = (x, y), kde
x ∈ [0, a], y ∈ [0, b]. Ze symetrie je jasné, že obsah
obdélnı́ku určı́me jako S = 4xy. Jelikož bod C ležı́ na
elipse, určı́me jeho y-ovou souřadnici z rovnice elipsy:

y2 = b2
(

1 − x2

a2

)
⇒ y = b

√
1 − x2

a2
,

jelikož uvažujeme y ≥ 0. Nynı́ již můžeme vyjádřit obsah vepsaného obdélnı́ku jako
funkci jedné proměnné:

S(x) = 4bx

√
1 − x2

a2 .

Hledejme nynı́ absolutnı́ maximum funkce S(x) na intervalu [0, a]. To podle Weier-
strassovy věty existuje. Stacionárnı́ bod S určı́me z rovnice

S ′(x) = 4b

⎛⎝√1 − x2

a2 + x

(− 2x
a2

)
2
√

1 − x2

a2

⎞⎠ = 4b
1 − 2 x2

a2√
1 − x2

a2

= 0,

odkud

1 − 2x2

a2
= 0, takže x = a√

2
,

jelikož opět uvažujeme pouze x ≥ 0. Je zřejmé, že v krajnı́ch bodech intervalu [0, a]
je funkce S(x) nulová (vytvořený obrazec je úsečka), je proto na celém intervalu
[0, a] nezáporná, a tedy je zřejmé, že v bodě x0 = a/

√
2 nabývá svého absolutnı́ho

maxima. Nynı́ již snadno určı́me hledaný maximálnı́ obsah:

y0 = b

√
1 − x2

0

a2
= b√

2
⇒ Smax = 4x0y0 = 4 · a√

2
· b√

2
= 2ab.

�
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Přı́klad 6.48. Do koule o poloměru R vepište válec s největšı́m obsahem.

S

R

r

v
2

v

Obr. 6.16

Řešenı́. Při řešenı́ těchto „prostorových“ úloh je vždy
základem úspěchu nakreslit si vhodný obrázek. Na na-
šem obrázku 6.16 vidı́me středový řez danou koulı́.
Označme r poloměr základny a v výšku vepsaného
válce. Podle Pythagorovy věty platı́:(v

2

)2 + r2 = R2,

odkud
v = 2

√
R2 − r2,

jelikož uvažujeme pouze nezápornou výšku. Nynı́ můžeme vyjádřit objem vepsaného
válce jakožto funkci jedné proměnné r:

V (r) = πr2 · v = 2πr2
√
R2 − r2.

Budeme hledat absolutnı́ extrém této funkce na intervalu [0, R]. Podle Weierstrassovy
věty existuje. Nejprve vyjádřı́me prvnı́ derivaci:

V ′(r) = 2π

(
2r
√
R2 − r2 + r2 · −r√

R2 − r2

)
= 2π

2r(R2 − r2)− r3

√
R2 − r2

,

tedy

V ′(r) = 0 ⇔ r(2R2 − 3r2) = 0 ⇔ r = 0 nebo r =
√

2
3
R.

V krajnı́ch bodech je V (0) = V (R) = 0, takže jde o absolutnı́ minima. Absolutnı́
maximum je v bodě r0 = √

2/3R. Nynı́ již snadno dokončı́me výpočet:

v0 = 2

√
R2 − 2

3
R2 = 2R√

3
,

takže

Vmax = πr2
0 · v0 = π

2
3
R2 · 2R√

3
= 4π

3
√

3
R3.

�
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Přı́klad 6.49. Do koule o poloměru R vepište kužel s největšı́m objemem.

S
R

r

R − v

v

a)

S
R

r

v − R

v

b)

Obr. 6.17

Řešenı́. Nakresleme si středový řez koulı́ a označme v výšku kuželu a r poloměr zá-
kladny. Situace vypadá následovně. V prvnı́m přı́padě (pro v ≤ R — viz obr. 6.17 a))
platı́ dle Pythagorovy věty

(R − v)2 = R2 − r2,

v druhém přı́padě (pro v ≥ R — viz obr. 6.17 b))

(v − R)2 = R2 − r2.

V obou přı́padech zı́skáváme

r =
√

2vR − v2.

Nynı́ již můžeme vyjádřit objem vepsaného kužele pouze v závislosti na v:

V = 1
3

πr2v = 1
3

πv(2vR − v2) = 2
3

πv2R − 1
3

πv3.

Hledejme absolutnı́ maximum funkceV (v) na intervalu [0, 2R]. Podle Weierstrassovy
věty existuje. Vyjádřı́me si prvnı́ derivaci:

V ′(v) = 4
3

πvR − πv2 = πv
(4

3
R − v

)
,

odkud
V ′(v) = 0 ⇔ v = 0 nebo v = 4

3
R.
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V krajnı́ch bodech je V (0) = V (2R) = 0, tedy jde o globálnı́ minima. Globálnı́
maximum je v bodě v0 = (4/3)R. Ještě určı́me hledaný objem:

r0 =
√

8
3
R2 − 16

9
R2 =

√
8

3
R ⇒ Vmax = 1

3
πr2

0v0 = 32
81

πR3.
�

Cvičenı́

1. Ramena a menšı́ základna rovnoramenného lichoběžnı́ku majı́ velikost a. Určete
velikost jeho většı́ základny tak, aby byl obsah lichoběžnı́ku maximálnı́.

2. Do rovnoramenného trojúhelnı́ku o základně a a výšce v vepište obdélnı́k s nej-
většı́m obsahem.

3. Do kružnice o poloměru r vepište rovnoramenný trojúhelnı́k s maximálnı́m ob-
sahem.

4. Najděte lokálnı́ extrémy funkce:

a) y = x2 + 4x + 5, b) y = x3 − 12x − 6, c) y = x − 1
x

,

d) y = x4 − 4x3 + 4x2, e) y = 3
√
(x4 − 1)2, f) y = 3 − 2 3

√
x2,

g) y = xe
1
x .

5. Najděte absolutnı́ extrémy funkce:

a) y = x5 − 5x4 + 5x3 + 1, x ∈ [−2, 1], b) y = x2 ln x, x ∈ [1, e].

6. Najděte intervaly, na nichž je funkce f konvexnı́ resp. konkávnı́, a určete jejı́
inflexnı́ body:

a) y = 5x2 + 20x + 7, b) y = x(1 − x)2, c) y = x2 − 1 + 3
√
x2,

d) y = x

1 + x2 , e) y = xe
− x2

2 .

7. Vyšetřete průběh funkce a nakreslete graf:

a) y = x

1 + x2
, b) y = 1 − x2

1 + x2
, c) y = 1 + x

1 + x2
,

d) y = arctg
x − 1
x

, e) y = 1
x2 + 4x + 3

.



152 Průběh funkce

8. Určete asymptoty ke grafu funkce:

a) y = 3x + 3
x − 2

, b) y = x + 2x
x2 − 1

, c) y = 1
1 − x2 ,

d) y = xe
1
x2
, e) y = 3

√
x3 + 4x2, f) y = x ln

(
e + 1

x

)
.

9. Vyšetřete průběh funkce a nakreslete graf:

a) y = x3 + 3x, b) y = x

x − 1
, c) y = ln(4 − x2),

d) y = xe− x2
2 , e) y = ln

x + 1
1 − x

, f) y = 3
√

2x2 − x3.

10. Ověřte, že funkce f (x) z přı́kladu 1.39 ke kapitole 1 nenı́ monotonnı́ na žádném
ryzı́m jednostranném okolı́ počátku.

*

„Dvě věci jsou nekonečné: vesmı́r a lidská hloupost; a nejsem si jist
tı́m vesmı́rem. . . “ Albert Einstein

*

Co je lepšı́ — věčná blaženost, nebo buřty s cibulı́? Na prvnı́ pohled by se
mohlo zdát, že věčná blaženost, ale dokážeme, že tomu tak nenı́. Co je lepšı́
než věčná blaženost? Nic. A buřty s cibulı́ jsou samozřejmě lepšı́ než nic.
Když to složı́me dohromady, vyjde nám, že buřty s cibulı́ jsou lepšı́ než věčná

blaženost!
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Kapitola 7

Přibližné vyjádřenı́ funkce

V této kapitole ukážeme, jak lze přibližně určovat funkčnı́ hodnoty funkce f v okolı́
daného bodu, tj. lokálně . Zadanou funkci nahradı́me (aproximujeme) nějakou jedno-
duššı́ funkcı́. V našem přı́padě budeme použı́vat polynomy. Nejjednoduššı́ aproximace
je pomocı́ lineárnı́ho polynomu, kdy přı́růstek funkce zaměňujeme lineárnı́ funkcı́ —
tzv. diferenciálem. Aproximujeme-li funkci obecně polynomem stupně n, mluvı́me
o Taylorově rozvoji.

Ilustrujme nejprve tento problém na přı́kladě: Chceme aproximovat danou funkci
f (x) = 1

1+x v okolı́ bodu 0 polynomem stupně n. Použijeme vzorec pro součet
nekonečné geometrické řady, podle kterého

1 − x + x2 − x3 + · · · = 1
1 + x

pro každé x, |x| < 1.

Znamená to, že funkci f (x) = 1
1+x můžeme v okolı́ bodu 0 s určitou chybou nahradit

funkcı́ Pn(x) = 1 − x + x2 − x3 + · · · + (−1)nxn. Řı́káme, že funkci f „lokálně
aproximujeme“ (tj. nahrazujeme) polynomem stupně n.

7.1. Diferenciál

Definice 7.1. Necht’ funkce f je definovaná v okolı́ O(x0) bodu x0 a platı́
x0 + h ∈ O(x0). Pak čı́slo h nazýváme přı́růstkem nezávisle proměnné a rozdı́l
�f (x0) = f (x0 + h)− f (x0) nazýváme přı́růstkem funkce f v bodě x0 s krokem h

neboli přı́růstkem závisle proměnné — viz obr. 7.1.

Našı́m cı́lem bude vyšetřit vyjádřenı́ přı́růstku �f (x0) v závislosti na čı́sle h.
Nejjednoduššı́ přı́pad je obsahem následujı́cı́ definice.
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Definice 7.2. Řekneme, že funkce f je diferencovatelná v bodě x0 ∈ R, jestliže
existuje okolı́ O(x0) bodu x0 tak, že pro všechny body x0 + h ∈ O(x0) platı́

f (x0 + h)− f (x0) = A · h+ τ(h),

kde A je vhodné čı́slo a τ(h) je funkce taková, že lim
h→0

τ (h)

h
= 0.

Je-li funkce f v bodě x0 diferencovatelná, nazývá se výrazA·h diferenciál funkce f
v bodě x0 a značı́ se df (x0)(h) nebo stručně bez označenı́ přı́růstku h jen df (x0).

Následujı́cı́ věta udává vztah mezi diferencovatelnostı́ funkce a jejı́ derivacı́.

Věta 7.3. Funkce f má v bodě x0 diferenciál (je diferencovatelná v x0) právě tehdy,
když existuje vlastnı́ derivace f ′(x0). Přitom pro konstantu A z definice 7.2 platı́
A = f ′(x0), a tedy

df (x0)(h) = f ′(x0) · h.
(Pı́šeme též df (x) = f ′(x) dx.)

Důkaz. „⇒“
Předpokládejme, že funkce f je diferencovatelná v x0, tj. existujı́ A a τ(h) tak, že
platı́ f (x0 + h)− f (x0) = Ah + τ(h) pro h ∈ (−δ, δ), δ > 0, kde lim

h→0
τ(h)/h = 0.

Odtud plyne
f (x0 + h)− f (x0)

h
= A+ τ(h)

h
,

takže
lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0)

h
= lim

h→0

(
A+ τ(h)

h

)
= A,

tj. existuje vlastnı́ derivace f ′(x0) a je rovna A.
„⇐“
Předpokládejme existenci f ′(x0) = A ∈ R. Chceme dokázat, že výraz Ah je diferen-
ciál funkce f v bodě x0. Necht’τ(h) := f (x0 + h)− f (x0)− Ah. Pak

lim
h→0

τ(h)

h
= lim

h→0

f (x0 + h)− f (x0)− Ah

h
= lim

h→0

f (x0 + h)− f (x0)

h
− A = 0,

takže f je diferencovatelná v bodě x0.

Uvědomte si, že z předchozı́ věty vyplývá, že konstanta A a funkce τ(h) z defi-
nice 7.2 jsou určeny jednoznačně.

Necht’existuje diferenciál df (x0) funkce f v bodě x0. Snadno se ověřı́, že platı́

lim
h→0

�f (x0)− df (x0)

h
= 0. (7.1)
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x

y

x0 x0 + h

f (x0)

f (x0 + h)

O

t

y = f (x)

df (x0)

τ (h)

�f (x0)

ϕ

Obr. 7.1: Geometrický význam diferenciálu

Je-li f ′(x0) �= 0, platı́ rovněž

lim
h→0

�f (x0)

df (x0)
= 1. (7.2)

Geometrický význam diferenciálu.

Vı́me již, že vlastnost „mı́t diferenciál“ je rovnocenná vlastnosti „mı́t derivaci“.
Sestrojme tečnu t ke grafu funkce f v bodě [x0, f (x0)] — viz obr. 7.1. Pak platı́
f ′(x0) = tg ϕ = df (x0)/h. Přı́růstek �f (x0) je součtem dvou hodnot: diferenciálu
df (x0) a τ(h). Ze vztahů (7.1) a (7.2) je vidět, že pro malá h je (je-li f ′(x0) �= 0)
τ(h) mnohem menšı́ než diferenciál.

Nejběžnějšı́ aplikace diferenciálu spočı́vá v tom, že (pro malá h) klademe

f (x0 + h)
.= f (x0)+ f ′(x0)h,

tj. skutečný přı́růstek funkce�f (x0) nahradı́me s jistou chybou diferenciálem df (x0)

(geometricky graf funkce nahradı́me jejı́ tečnou). Někdy se použı́vá označenı́

f (x) ≈ f (x0)+ f ′(x0)(x − x0) pro x → x0. (7.3)

Přı́klad 7.4. Vypočtěte přibližně sin 29◦ a arccotg 1,02.

Řešenı́. Použijeme vzorec (7.3). Dostáváme

1. f (x) = sin x, x0 = π
6 , dx = h = − π

180 , d sin x = (sin x)′ dx = cos x dx.
Aplikujeme diferenciál: sin 29◦ .= sin π

6 −cos π
6 · π

180 = 1
2 −

√
3

2 ·0,0174 .= 0,4849.
Přesná hodnota je po zaokrouhlenı́ 0,4848.
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2. f (x) = arccotg x, diferenciál df (x0) = f ′(x0) dx = − 1
x2

0+1
dx, x0 = 1, dx =

= h = 0,02. S použitı́m diferenciálu dostaneme arccotg 1,02 .= arccotg 1 +
+(− 1

12+1

)
0,02 = π

4 −0,01 .= 0,7754. Přesná hodnota je po zaokrouhlenı́ 0,7755.

�

Necht’f má derivaci na množiněM. Pak pro každé x ∈ M je definován diferenciál
df (x)(h) = f ′(x)h, tj. diferenciálnı́ funkce. Je to funkce dvou proměnných: nezávislé
proměnné x a přı́růstku nezávisle proměnné h.

Pro lineárnı́ funkci g(x) = x platı́ dg(x) = dx = 1 · h = h. Tato rovnost vysvět-
luje, proč pro označenı́ přı́růstku nezávisle proměnné použı́váme rovněž symbol dx.
Pro diferenciál funkce f pak máme df (x) = f ′(x) dx, odkud plyne f ′(x) = df (x)

dx ,
což zdůvodňuje označenı́ pro derivaci funkce f symbolem df

dx . Při tomto označenı́
(pocházejı́cı́m od Leibnize, označenı́ čárkou zavedl Lagrange) majı́ některé vzorce
pro derivovánı́ názorný tvar. Napřı́klad:

• Větu o derivaci složené funkce o složkách y = f (x), z = g(y) lze zapsat jako

dz
dx

= dz
dy

· dy
dx
.

• Větu o derivaci inverznı́ funkce x = f −1(y) k funkci y = f (x) lze vyjádřit jako

dx
dy

= 1
dy
dx

.

Přı́klad 7.5. Dokažte, že pro libovolné a ∈ R platı́

(1 + x)a ≈ 1 + ax pro x → 0.

Pomocı́ tohoto vzorce vypočtěte přibližně
√

5, 1,035 a 4
√

267.

Řešenı́. Položme f (x) = (1 + x)a , x0 = 0. Pak f (x0) = 1, f ′(x) = a(1 + x)a−1 a
f ′(0) = a. Odtud máme f (x) = f (0 + x) .= f (0)+ f ′(0) · x, tj. (1 + x)a ≈ 1 + ax.

Právě dokázaný vzorec aplikujme na konkrétnı́ přı́klady. Platı́:

a)
√

5 = √
4 + 1 = 2 ·

√
1 + 1

4 ≈ 2
(
1 + 1

2 · 1
4

) = 2,25. Můžeme ověřit, jak je

naše aproximace přesná: Na kalkulačce najdeme (po zaokrouhlenı́)
√

5 .= 2,236,
a proto chyba, které jsme se aproximacı́ dopustili, je −0,014.

b) 1,035 = (1 + 0,03)5 ≈ 1 + 5 · 0,03 = 1,15.

c) 4
√

267 = 4
√

256 + 11 = 4 · 4
√

1 + 11
256 ≈ 4

(
1 + 1

4 · 11
256

) = 4, 0428. �
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Použitı́ diferenciálu na řešenı́ podobných úloh je v dnešnı́ době archaismem.
Přibližný vzorec ovšem neztrácı́ smysl, pokud nemáme analytický předpis funkce
f (x) a hodnoty f (x0) a f ′(x0) jsme zı́skali např. měřenı́m. Zásadnı́ význam má
tento vztah rovněž ve fyzice a pod. při odvozovánı́ nejrůznějšı́ch vzorců, kdy se vyššı́
mocniny přı́růstku (tj. u nás výraz τ(h)) zanedbávajı́. Tyto členy vlastně zmizı́ při
nějakém limitnı́m přechodu. Použitı́ diferenciálu znamená linearizaci problému.

Diferenciál se rovněž použı́vá při odhadu tzv. absolutnı́ chyby �f (x0) a relativnı́
chyby �f (x0)/f (x0). Klade se �f (x0)

.= df (x0) a �f (x0)/f (x0)
.= df (x0)/f (x0).

Toto použitı́ ilustrujı́ následujı́cı́ (velmi jednoduché) přı́klady.

Přı́klad 7.6. Vypočtěte, o kolik se přibližně zvětšı́ objem koule, jestliže za poloměr
mı́sto hodnoty r = 2 cm vezmeme hodnotu r = 2,123 cm. Odhadněte relativnı́
chybu výpočtu.

Řešenı́. Obecný vzorec pro výpočet objemu koule je V = 4
3πr

3. Platı́ V ′(r) = 4πr2,
a proto �(V ) .= dV = 4πr2 dr = 4π · 4 cm2 · 0,123 cm .= 6,183 cm3.

DáleV (2) = 32π
3 cm3 .= 33,510 cm3, tedy pro relativnı́ chybu máme dV

V

.= 0,185,
tj. asi 18,5 %. Nebo dV

V
= 4πr2 dr

(4/3)πr3 = 3 dr
r

se stejným výsledkem.
Přı́klad je samozřejmě „školský“. Vzhledem k jednoduchosti vzorce je snadné

zı́skat přesné hodnoty. Je�V (2) = V (2,123)−V (2) .= 6,571 cm3 a �V (2)
V (2)

.= 0,196,
tj. asi 19,6 %. �

Přı́klad 7.7. Pomocı́ diferenciálu odhadněte, jaká je přibližná změna obsahu kruhové
výseče o úhlu α = 60◦ a poloměru r = 1 m
(i) při zvětšenı́ poloměru o �r = 1 cm;
(ii) při zmenšenı́ středového úhlu o 30′.

Řešenı́. Vzorec pro výpočet obsahu kruhové výseče je

S(α, r) = 1
2
r2α.

V prvnı́m přı́padě uvažujeme funkci S v závislosti na r. Aproximujeme skutečný
rozdı́l �S(r) pomocı́ diferenciálu a dostáváme

�S(r)
.= dS(r) = S ′(r) dr = rα dr,

odkud �S(1) .= 1 m · π
3 · 0,01 m = 0,0105 m2.

V druhém přı́padě postupujeme obdobně. Platı́ �α = −30′ = − π
360 rad. Aproxi-

mujeme funkci S(α) diferenciálem

�S(α)
.= dS(α) = S ′(α) dα = r2

2
dα, tedy �S

(π

3

)
.= −1 m2 · π

2 · 360
= −0,0044 m2.
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Odhady relativnı́ch chyb jsou

dS(r)
S(r)

= 2rα dr
r2α

= 2
dr
r

= 0,02 = 2 %,

dS(α)
S(α)

= (1/2)r2 dα
(1/2)r2α

= dα
α

= 0,01 = 1 %.
�

7.2. Taylorův vzorec

Řešme problém zmı́něný v úvodu této kapitoly: Necht’má funkce f v bodě x0 všechny
derivace až do řádu n, které jsou vlastnı́. Chceme funkci v okolı́ bodu x0 nahradit
polynomem tvaru Pn = a0 + a1(x − x0) + · · · + an(x − x0)

n tak, aby polynom
aproximoval funkci f co „nejpřesněji“. Je jistě rozumné požadovat, aby

f (i)(x0) = P (i)n (x0) pro i = 0, . . . , n,

což je n+ 1 rovnic o neznámých ai , kde i = 0, . . . , n. Platı́

f (x0) = Pn(x0) = a0,

f ′(x0) = P ′
n(x0) = a1,

f ′′(x0) = P ′′
n (x0) = 2a2,

...

f (n)(x0) = P (n)n (x0) = n(n− 1) · · · · · 1 · an = n!an.
Odtud dostáváme hledaný polynom

Pn(x) = f (x0)+ f ′(x0)

1! (x − x0)+ f ′′(x0)

2! (x − x0)
2 + · · · + f (n)(x0)

n! (x − x0).

Tento polynom se nazývá Taylorův polynom stupně n funkce f se středem x0 a
značı́ se Tn(x) nebo podrobněji Tn(f, x0, x). Nahradı́me-li funkci f v okolı́ bodu x0

Taylorovým polynomem Tn, dopustı́me se chyby, kterou označujeme Rn, tj.

f (x) = Tn(x)+ Rn(x).

O velikosti této chyby mluvı́ následujı́cı́ věta.

Věta 7.8 (Taylorova věta). Necht’ má funkce f v okolı́ bodu x0 vlastnı́ derivace až
do řádu n+ 1 pro některé n ∈ N ∪ {0}. Pak pro všechna x z tohoto okolı́ platı́:

f (x) = f (x0)+ f ′(x0)

1! (x − x0)+ · · · + f (n)(x0)

n! (x − x0)+ Rn(x), (7.4)

kde Rn(x) = f (n+1)(ξ )

(n+ 1)! (x − x0)
n+1,
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přičemž ξ je vhodné čı́slo ležı́cı́ mezi x0 a x. Chyba Rn(x) se nazývá zbytek a vzo-
rec (7.4) se nazývá Taylorův vzorec.

Důkaz viz dodatek, věta D.54. Uvedené vyjádřenı́ zbytku je v tzv. Lagrangeově
tvaru. Existujı́ i jiné (složitějšı́) tvary, které jsou pro odhady velikosti určitých typů
zbytků vhodnějšı́.

Poznámka 7.9.

i) Čı́slo ξ ležı́cı́ mezi x0 a x se někdy vyjadřuje ve tvaru

ξ = x0 +�(x − x0),

kde 0 < � < 1.
ii) Volı́me-li x0 = 0, obdržı́me tzv. Maclaurinův vzorec:

f (x) = f (0)+ f ′(0)
1! x + · · · + f (n)(0)

n! xn + Rn(x),

kde Rn(x) = f (n+1)(�x)

(n+ 1)! xn+1, � ∈ (0, 1).

Polynom Tn pak nazýváme Maclaurinův polynom.
iii) ChybuRn nemůžeme (obecně vzato) přesně vypočı́tat, nebot’neznáme ξ , ale často

ji lze rozumně odhadnout. Je-li ovšem f polynom a st f ≤ n, pak Rn(x) = 0 pro
každé x ∈ R, nebot’f (n+1) je nulový polynom.

iv) Z Taylorovy věty plyne (je-li f (n+1) ohraničená v nějakém okolı́ O(x0))

lim
x→x0

Rn(x)

(x − x0)n
lim
x→x0

f (n+1)(ξ )

(n+ 1)! · (x − x0)
n+1

(x − x0)n
= 0. (7.5)

v) Speciálnı́ přı́pady Taylorova rozvoje:

• pro n = 0 dostáváme f (x) = f (x0)+ f ′(c)(x − x0), což je Lagrangeova věta
o střednı́ hodnotě;

• pro n = 1 dostáváme vyjádřenı́ přı́růstku funkce pomocı́ diferenciálu s chybou
R1(x) = f ′′(c)

2 (x− x0)
2. Označı́me-li h = x− x0 a τ(h) = f ′′(c)

2 h2, dostáváme
definici diferencovatelnosti funkce f .

Přı́klad 7.10. Napište Taylorův polynom stupně n pro následujı́cı́ funkce v bodě x0:

a) f (x) = x2 + 1 pro x0 = 1 a n ∈ N; b) f (x) = 1
1 + x

pro x0 = 0 a n ∈ N;

c) f (x) =
{

e−1/x2
pro x �= 0,

0 pro x = 0,
pro x0 = 0 a n = 2.
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Řešenı́.

a) Vypočteme derivace funkce f

f ′(x) = 2x, f ′′(x) = 2, f ′′′(x) = 0, . . . , f (k) = 0, k ≥ 3.

Dosazenı́m za x = 1 určı́me hodnoty derivacı́ a ze (7.4) dostáváme pro n ≥ 2
Taylorův polynom Tn(x) = 2 + 2(x − 1)+ (x − 1)2 + 0. Zřejmě f (x) = Tn(x) a
Rn(x) = 0 pro n ≥ 2 — viz poznámka 7.9 iii).

b) Pro derivace funkce f platı́ v každém bodě x �= −1:

f ′(x) =
( 1

1 + x

)′ = −1
(1 + x)2

,

f ′′(x) = −1 · (−2)
(1 + x)3

,

f ′′′(x) = −1 · (−2) · (−3)
(1 + x)4

,

...

f (k)(x) = (−1)k k!
(1 + x)k+1 , k ∈ N.

Odtud vidı́me, že f (k)(0) = (−1)k k! pro libovolné k ∈ N. Taylorův polynom
stupně n funkce f v bodě x0 = 0 je pro obecné n ∈ N tvaru

Tn(x) = 1 + −1
1
x + (−1)22!

2! x2 + · · · + (−1)nn!
n! xn =

= 1 − x + x2 − x3 + · · · + (−1)nxn.

c) Ověřte jako cvičenı́, že funkce f je v bodě x = 0 spojitá. Spočı́tejme prvnı́ derivaci
v bodě 0:

f ′
+(0) = lim

x→0+
e−1/x2 − 0

x
= lim
y→+∞ e−y2

y = lim
y→+∞

y

ey2 = ∞
∞ = lim

y→+∞
1

2yey2 = 0.

Obdobně dostaneme f ′−(0) = 0, dohromady f ′(0) = 0. Druhou derivaci v bodě 0
musı́me počı́tat stejně jako prvnı́ derivaci přı́mo z definice. Dostáváme

f ′′(0) = lim
x→0

(
e−1/x2)′ − 0

x
= lim

x→0

e−1/x2 · 2
x4 =

= lim
y→+∞ 2e−yy2 = lim

y→+∞
4y
ey

= lim
y→+∞ 4e−y = 0,
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přičemž jsme ve výpočtu použili větu o limitě složené funkce (y = 1
x2 ) a dvakrát

l’Hospitalovo pravidlo.
Proto Taylorův polynom druhého stupně funkce f je

T2(x) = 0 + 0 · x + 0 · x2 = 0,

tj. tento polynom je nulový.
Nenı́ těžké indukcı́ ukázat, že daná funkce má nulový Taylorův polynom stupně n pro
všechna n ∈ N. Snadno totiž vidı́me, že

f (n)(x) = e−1/x2
Q
( 1
x

)
, x ∈ R� {0},

kdeQ(y) je polynom v proměnné y. Odtud f (n+1)(0) = 0, nebot’

f
(n+1)
+ (0) = lim

x→0+
e−1/x2

Q
( 1
x

) − 0
x

= lim
y→+∞ e−y2

Q(y)y = lim
y→+∞

Q(y)y

ey2 = 0,

kde jsme ve výpočtu použili větu o limitě složené funkce (substituce y = 1
x

) a poslednı́ rov-
nost zdůvodnı́me tı́m, že funkce ex „utı́ká do nekonečna rychleji než libovolný polynom“.
Podobně vyjde f (n+1)

− (0) = 0. �

Maclaurinovy vzorce elementárnı́ch funkcı́

V následujı́cı́m přehledu jsou uvedeny Maclaurinovy vzorce nejdůležitějšı́ch elemen-
tárnı́ch funkcı́. V nı́že uvedených vzorcı́ch n značı́ libovolné přirozené čı́slo a ξ značı́
vhodné čı́slo mezi x a nulou.
1. Pro každé x ∈ R platı́

ex = 1 + x

1! + x2

2! + · · · + xn

n! + Rn(x), Rn(x) = eξ

(n+ 1)! x
n+1 .

Zdůvodněnı́: (ex)(k) = ex (důkaz provedeme indukcı́), odkud (ex)(k)x=0 = 1, k ∈ N.
2. Pro každé x ∈ R platı́

sin x = x − x3

3! + x5

5! − · · · + (−1)n+1 x2n−1

(2n− 1)! + R2n(x),

R2n(x) = (−1)n cos ξ
x2n+1

(2n+ 1)! .

Zdůvodněnı́: (sin x)′ = cos x, (sin x)′′ = − sin x, (sin x)(3) = − cos x, (sin x)(4) =
= sin x, odkud plyne pro k ∈ N ∪ {0}

(sin x)(2k+1)
x=0 = (−1)k, (sin x)(2k)x=0 = 0.
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3. Pro každé x ∈ R platı́

cos x = 1 − x2

2! + x4

4! − · · · + (−1)n
x2n

(2n)! + R2n+1(x),

R2n+1(x) = (−1)n cos ξ
x2n+2

(2n+ 2)! .

4. Pro každé x ∈ (−1,+∞) platı́

ln(x + 1) = x − x2

2
+ x3

3
− · · · + (−1)n+1 x

n

n
+ Rn(x),

Rn(x) = (−1)n+2 x
n+1

n+ 1
· 1
(1 + ξ)n+1 .

Zdůvodněnı́:
(
ln(x+1)

)′ = 1
x+1 ,

(
ln(x+1)

)′′ = − 1
(x+1)2 , obecně

(
ln(x+1)

)(k) =
= (−1)k+1 (k−1)!

(x+1)k , tedy
(
ln(x + 1)

)(k)
x=0 = (−1)k+1(k − 1)! .

5. Pro libovolná a ∈ R a x ∈ (−1,+∞) (v přı́padě a ∈ N i pro x ≤ −1) platı́

(1 + x)a = 1 +
(
a

1

)
x +

(
a

2

)
x2 + · · · +

(
a

n

)
xn + Rn(x),

Rn(x) =
(

a

n+ 1

)
xn+1(1 + ξ)a−n−1,

kde pro a ∈ R, k ∈ N definujeme tzv. zobecněný binomický koeficient(
a

k

)
= a(a − 1) · · · (a − k + 1)

k! .

Maclaurinův vzorec mocninné funkce se někdy nazývá binomický vzorec.
Zdůvodněnı́: Pro derivace platı́

f ′(x) = a(x + 1)a−1,

f ′′(x) = a(a − 1)(x + 1)a−2,

...

f (n)(x) = a(a − 1) · · · (a − (n− 1))(x + 1)a−n,

a proto

(1 + x)a = 1 + ax

1! + a(a − 1)
2! x2 + · · · + a(a − 1) · · · (a − n+ 1)

n! xn + Rn(x).
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Poznámka 7.11. V přı́padě a ∈ N, a ≥ k je definice zobecněného binomického
koeficientu ve shodě s definicı́ binomického čı́sla známou z elementárnı́ matematiky.

Speciálnı́mi přı́pady binomického rozvoje jsou pro a ∈ N, n ≥ a, binomická věta
a pro a = −1 geometrická řada. Ověřte!

Poznámka 7.12. Rozvoj mocninné funkce použı́váme předevšı́m k počı́tánı́ odmoc-
nin. Je-li a − n− 1 < 0, pak pro každé x > 0 je odhad chyby

|Rn(x)| ≤
∣∣∣∣( a

n+ 1

)∣∣∣∣ |x|n+1.

Poznámka 7.13. Z Maclaurinových rozvojů exponenciály, sinu a kosinu je vidět
(aspoň formálně, exponenciálnı́ funkce nebyla pro komplexnı́ hodnoty definována a
hodnota zbytku v komplexnı́m čı́sle rovněž v této podobě nemá smysl), proč platı́ tzv.
Eulerův vztah eix = cos x + i sin x:

eix = 1 + ix
1! − x2

2! − ix3

3! + x4

4! + · · · + Rn(ix) =

=
(

1 − x2

2! + x4

4! − · · ·
)

+
(
x − x3

3! + x5

5! − · · ·
)

i + Rn(ix).

S přesným důkazem se seznámı́te v teorii mocninných řad.

Přı́klad 7.14. Napište Taylorův polynom 3. stupně v bodě x0 = 0 funkce f (x) = tg x.

Řešenı́. Ukážeme dva možné postupy řešenı́.

a) Nejprve budeme postupovat přı́mo podle definice a počı́tat hodnoty derivacı́ funkce
v bodě 0 až do řádu tři. Platı́

f ′(x) = (tg x)′ = 1
cos2 x

, f ′(0) = 1,

f ′′(x) =
(

1
cos2 x

)′
= (−2) · (− sin x)

cos3 x
= 2 tg x

1
cos2 x

, f ′′(0) = 0,

f ′′′(x) = 2
(

tg x
1

cos2 x

)′
= 2

(
1

cos4 x
+ 2 tg2 x

1
cos2 x

)
, f ′′′(0) = 2.

Taylorův polynom 3. stupně funkce tg x v bodě x0 = 0 je tudı́ž

T3(x) = 0 + 1 · x + 0
2

· x2 + 2
3! · x3 = x + 1

3
x3.

b) Podı́vejme se na úlohu „chytřeji“. Vı́me, že platı́ tg x = sinx
cos x . Označme T3s a T3c

Taylorův polynom 3. stupně funkcı́ po řadě sin x, cos x v bodě x0 = 0. Platı́

T3s = x − x3

3! = x − x3

6
, T3c = 1 − x2

2! = 1 − x2

2
.
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Počı́tejme proto podı́l těchto polynomů:(
x − x3

6

)
:
(

1 − x2

2

)
= x + x3

3
.

−x + x3

2
x3

3

Dospěli jsme ke stejnému výsledku T3(x) = x + x3

3 , ale podstatně jednoduššı́
cestou než v prvnı́m přı́padě. Tento postup lze korektně zdůvodnit — viz [17,
str. 176]. (Zejména při počı́tánı́ polynomů vyššı́ch stupňů je tento způsob jedno-
značně výhodnějšı́.) �

7.3. Aplikace Taylorova vzorce

Pro dalšı́ úvahy zaved’me následujı́cı́ symboly, které se často v matematické analýze
použı́vajı́.

Definice 7.15. Necht’f, g jsou funkce, x0 ∈ R a necht’existuje okolı́ O(x0) takové,
že pro všechna x ∈ O(x0)� {x0} je g(x) �= 0. Definujeme

1. f = o(g), x → x0, jestliže lim
x→x0

f (x)

g(x)
= 0 .

2. f ∼ g, x → x0, jestliže lim
x→x0

f (x)

g(x)
= 1; řı́káme, že f je silně ekvivalentnı́ s g

pro x → x0.

Poznámka 7.16.
1. Zápis f = o(g), x → x0 (čteme f je malé o g pro x → x0) řı́ká, že „funkce f je

nekonečně malá vzhledem k funkci g pro x → x0“.
2. Zápis f ∼ g, x → x0 řı́ká, že se funkce f, g v okolı́ bodu x0 „chovajı́ přibližně

stejně“.
3. Má-li funkce f v okolı́ O(x0) bodu x0 ohraničenou derivaci řádu n + 1, vyplývá

ze vztahu (7.5), že platı́

f (x) = Tn(x)+ o
(
(x − x0)

n
)

pro x ∈ O(x0). (7.6)

Lze ukázat, že dokonce stačı́ pouhá existence vlastnı́ derivace f (n)(x0), tj. existence
Taylorova mnohočlenu Tn(x) — viz [17, str. 175]. Tedy pro zbytek v Taylorově
vzorci dostáváme, že Rn(x) = o

(
(x − x0)

n
)
. Tomuto tvaru zbytku se řı́ká Peanův.
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Přı́klad 7.17. Ukažte, že platı́ 2(1 − cos x) ∼ x2, x → 0.

Řešenı́. Podle definice je

lim
x→0

2(1 − cos x)
x2

= lim
x→0

2(1 − cos x)(1 + cos x)
x2(1 + cos x)

= lim
x→0

2 · sin2 x

x2(1 + cos x)
= 1.

�

Přı́klad 7.18. Vypočtěte limity

a) lim
x→0

cos x − e−x2/2

x4
, b) lim

x→0

ex sin x − x(1 + x)

x3
.

Řešenı́. a) Nejprve si rozepı́šeme Taylorovy vzorce funkcı́ cos x a e−x2/2. Podle (7.6)
platı́:

cos x = 1 − x2

2
+ x4

24
+ o(x4),

ey = 1 + y + y2

2
+ o(y2),

e−x2/2 = 1 − x2

2
+ x4

8
+ o(x4).

Dosazenı́m do limity dostáváme

lim
x→0

cos x − e−x2/2

x4
= lim

x→0

(
1 − x2

2 + x4

24 + o(x4)
) − (

1 − x2

2 + x4

8 + o(x4)
)

x4
=

= lim
x→0

− 2
24 x

4 + o(x4)

x4
= − 1

12
.

b) Opět si nejprve rozepı́šeme Maclaurinovy vzorce funkcı́ v limitě:

ex = 1 + x + x2

2
+ x3

6
+ o(x3),

sin x = x − x3

6
+ o(x3),

odkud

lim
x→0

(
1 + x + x2

2 + x3

6 + o(x3)
)(
x − x3

6 + o(x3)
) − x − x2

x3
=

= lim
x→0

x + x2 + x3
( 1

2 − 1
6

) + o(x3)− x − x2

x3 = 1
3
. �
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Přı́klad 7.19. V relativistické mechanice je pohybová energie Ek částice definována
vztahem

Ek = m0c
2

⎛⎝ 1√
1 − u2

c2

− 1

⎞⎠ ,
kde m0 je klidová hmotnost částice, c rychlost světla a u rychlost částice. Ověřte, že
je v tomto výrazu pro pohyby malou rychlostı́ u � c obsažen klasický vzorec

Ek = 1
2
m0u

2.

Řešenı́. Označme t = u
c

a f (t) = (1 − t2)
− 1

2 . Vzorec pro Ek při pohybu malou
rychlostı́u odvodı́me pomocı́ Taylorova vzorce funkcef v bodě t = 0. Z binomického
rozvoje plyne

f (t) = 1 + 1
2! t

2 + R(t), kde R(t) = o(t2).

Odtud (
1 −

(u
c

)2)− 1
2 = 1 + 1

2!
1
c2 u

2 + R
(u
c

)
.

V dalšı́ch členech Taylorova mnohočlenu bude podı́l rychlostı́ u
c

vystupovat ve vyššı́ch
mocninách, a protože je u � c, lze vyššı́ mocniny

(
u
c

)n zanedbat. Celkově pro u � c
platı́

Ek ≈ m0c
2
(

1 + 1
2
u2

c2
− 1

)
= 1

2
m0u

2,

což jsme měli ověřit. �

Cvičenı́

1. Pomocı́ vzorce (7.3) vypočtěte přibližně

a) cos 61◦, b) e1,2, c) sin 32◦.

2. Pomocı́ diferenciálu (vzorce (7.3)) vypočtěte přibližně

a) arccotg 1,01, b)
√

28, c)
√

85.

3. Dokažte, že pro x → 0 platı́

a) sin x ≈ x, b) tg x ≈ x, c) arctg x ≈ x.
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4. Odvod’te Maclaurinův vzorec funkce (s polynomem obecného stupně n)

a) y = ln(x + 1), b) y = ln(1 − x).

5. Pomocı́ předcházejı́cı́ho přı́kladu určete Maclaurinův polynom 2n-tého stupně
funkce ln 1+x

1−x .

6. Pomocı́ předcházejı́cı́ho přı́kladu vypočtěte ln 2 a ln 3.

7. Určete Taylorův mnohočlen n-tého stupně se středem v bodě x0 funkce f , kde

a) n = 3, x0 = 1, f (x) = 1
x
, b) n = 3, x0 = 1, f (x) = ln x,

c) n = 2, x0 = 0, f (x) = e−x2
, d) n = 2, x0 = π

2 , f (x) = cos x2 .

8. Určete Taylorův vzorec funkce f v bodě x0, kde

a) f (x) = x3 − 2x + 5, x0 = 1, b) f (x) = x4 − 3x2 − 10x + 11, x0 = 2.

9. Napište Maclaurinův polynom 3. stupně funkce f , kde

a) f (x) = e2x, b) f (x) = 1+x
1−x .

10. Vypočtěte limitu

lim
x→0

(
1

ex − 1
− 1

sin x

)
.

11. Ověřte, že platı́

a) ln x = o(xn), x → ∞ pro n ∈ N, b) x = o(ex), x → ∞,

c) x arctg x ∼ π
2 x , x → ∞, d) sin x ∼ x, x → 0.

12. Rozhodněte, zda úhly určené podle tabulky hodnot funkce tg jsou určené přesněji
než úhly určené tabulkou hodnot funkce sin. Předpokládejte, že hodnoty obou
funkcı́ jsou určeny na stejný počet desetinných mı́st.

*

„Matematici jsou jako Francouzi. Cokoliv jim řeknete, přeložı́ si do vlastnı́ho
jazyka, čı́mž je z toho něco úplně jiného.“

(Johann Wolfgang von Goethe)
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Dodatek

D.1. Dalšı́ vlastnosti reálných čı́sel

V kapitole 1 jsme definovali reálná čı́sla a uvedli jejich základnı́ vlastnosti. Ukazuje se,
že pro vybudovánı́ základů diferenciálnı́ho počtu má klı́čovou roli axiom (R13) o existenci
suprema každé neprázdné shora ohraničené množiny. Již tehdy jsme konstatovali, že tento
axiom je očividně ekvivalentnı́ požadavku existence infima každé neprázdné zdola ohraničené
podmnožinyR.

Z definice 1.8 vyplývá, že množina reálných čı́sel je uspořádané pole, jež splňuje
axiom (R13). V dalšı́m výkladu budeme libovolné uspořádané pole, tj. strukturu splňujı́cı́
axiomy (R1)–(R12) definice 1.8, označovat symbolem P.

V tomto oddı́lu uvedeme šest dalšı́ch vlastnostı́, které jsou v P ekvivalentnı́ s axio-
mem (R13). V souvislosti s tı́m zformulujeme a dokážeme několik důležitých a klasických
výsledků o množině reálných čı́sel. Řada z nich má významná zobecněnı́ v teorii metrických
prostorů, topologii a pod. — viz např. [6].

Pro dvě podmnožiny X,Y nějaké uspořádané množiny (A,≤) se použı́vá označenı́
X ≤ Y , jestliže pro každé x ∈ X a y ∈ Y platı́ x ≤ y. Je-li některá množina jednoprv-
ková, např. X = {x}, pı́šeme stručně x ≤ Y mı́sto {x} ≤ Y . Dále budeme značit U(X) resp.
L(X) množinu všech hornı́ch resp. dolnı́ch závor množinyX v A.

Definice D.1. Řekneme, že uspořádané pole P splňuje axiom spojitosti nebo také, že je
spojité, jestliže k libovolným dvěma neprázdným množinám X,Y ⊆ P, X ≤ Y , existuje
prvek a ∈ P takový, že X ≤ a ≤ Y .

Lemma D.2. Uspořádané poleP splňuje axiom o existenci suprema právě tehdy, když splňuje
axiom spojitosti.

Důkaz. „⇒“
Necht’∅ �= X ⊆ P, ∅ �= Y ⊆ P a X ≤ Y . Pak je X shora ohraničená a Y ⊆ U(X). Tedy
existuje a = supX = minU(X). Platı́ X ≤ a ≤ U(X), a tudı́ž i X ≤ a ≤ Y .

„⇐“
Necht’∅ �= X ⊆ P a X je shora ohraničená. Pak U(X) je neprázdná a X ≤ U(X). Podle
předpokladu existuje a ∈ P tak, že X ≤ a ≤ U(X). Čı́slo a je tedy hornı́ závorou X, takže
a ∈ U(X). Současně platı́ a ≤ U(X), tedy a = minU(X), tj. a = supX.
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Dalšı́ ekvivalent axiomu o existenci suprema souvisı́ s následujı́cı́ důležitou větou. K jejı́
formulaci potřebujeme pojem pokrytı́. Řekneme, že systém množin {Mi; i ∈ I }, kde I je
nějaká indexová množina, pokrývá množinuM , jestliže platı́

⋃
i∈I Mi ⊇ M .

Věta D.3 (Borelova věta o pokrytı́). Necht’ {Ji; i ∈ I } je systém otevřených intervalů,
který pokrývá ohraničený uzavřený interval [a, b]. Pak lze vybrat konečný podsystém systému
{Ji; i ∈ I }, který rovněž pokrývá interval [a, b].
Důkaz. Necht’A = {x ∈ [a, b] : interval [a, x] lze pokrýt konečným počtem intervalů Ji}.
Množina A je neprázdná, protože a ∈ A, a shora ohraničená, takže existuje c = supA.
Ukážeme, že c ∈ A.

Protože c ∈ [a, b], lze najı́t i0 ∈ I tak, že c ∈ Ji0 = (α, β). Tedy α < c < β. Podle
definice suprema existuje x ∈ A, α < x ≤ c takové, že interval [a, x] je možné pokrýt
konečným systémem intervalů {Ji1, . . . , Jin}. Pak systém {Ji1, . . . , Jin , Ji0} pokrývá [a, c].

Dále ukážeme, že c = b. Připust’me, že c < b. Zopakujeme postup z předchozı́ho
odstavce a najdeme konečný systém intervalů {Ji1, . . . , Jin , Ji0}, který pokrývá všechny
intervaly [a, y], kde y ∈ (c, β)∩ [a, b]. Platı́ tedy y ∈ A a y > c, což je spor s definicı́ c.

Uvedená vlastnost je základem definice tzv. kompaktnı́ch topologických prostorů. Proto se
ohraničeným uzavřeným intervalům často řı́ká kompaktnı́ intervaly. Všimněte si, že v předpo-
kladech řady důležitých vět (Weierstrassova, Bolzanova) figurovaly právě takové intervaly.
Borelova věta je velmi užitečným nástrojem, jak ukazuje následujı́cı́ přı́klad a také důkaz
věty D.50.

Přı́klad D.4. Dokažte prvnı́ část Weierstrassovy věty 4.33 (ohraničenost) pomocı́ Borelovy
věty o pokrytı́.

Řešenı́. Ze spojitosti funkce f na intervalu [a, b] vyplývá, že pro každé x ∈ [a, b] exis-
tuje okolı́ O(x) takové, že f je na tomto okolı́ ohraničená, tj. existuje čı́slo Kx > 0 tak,
že |f (y)| ≤ Kx pro y ∈ O(x) ∩ [a, b]. Systém {O(x); x ∈ [a, b]} tvořı́ zřejmě ote-
vřené pokrytı́ kompaktnı́ho intervalu [a, b]. Tedy podle Borelovy věty lze najı́t konečné

podpokrytı́ {O(x1), . . . ,O(xn)} takové, že
n⋃
i=1
O(xi) ⊇ [a, b]. Označı́me-li nynı́ K =

= max{Kx1, . . . ,Kxn}, je |f (x)| ≤ K pro každé x ∈ [a, b], což jsme měli dokázat. �

Lemma D.5. Uspořádané poleP splňuje axiom o existenci suprema právě tehdy, když splňuje
Borelovu větu o pokrytı́.

Důkaz. Nutnost vyplývá z věty D.3. Dokážeme postačitelnost. Ukážeme, že platı́ axiom
spojitosti, o němž již vı́me, že je ekvivalentnı́ s axiomem o existenci suprema.

Necht’ ∅ �= X ⊆ P, ∅ �= Y ⊆ P a X ≤ Y . Připust’me, že neexistuje c ∈ P takové,
že X ≤ c ≤ Y . Pak neexistuje ani maxX, ani minY . Kterýkoliv tento prvek by totiž měl
vlastnost čı́sla c. Zvolme libovolně a ∈ X a b ∈ Y , tj. a < b. Pro každé x ∈ [a, b] existuje
bud’cx ∈ X, cx > x, nebo dx ∈ Y , dx < x. Jinak by totiž platilo X ≤ x ≤ Y . Přitom tyto
možnosti se vylučujı́, protože by platilo dx < x < cx , což je spor s tı́m, že X ≤ Y .

Necht’A = {x ∈ [a, b] : existuje cx ∈ X, cx > x} a B = {x ∈ [a, b] : existuje dx ∈ Y,
dx < x}. Protože X nemá maximum, je a ∈ A a obdobně, protože Y nemá minimum, je
b ∈ B. Platı́ tedy A ∪ B = [a, b], A ∩ B = ∅, A �= ∅, B �= ∅.
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Systém intervalů {(a − 1, cx) : x ∈ A} ∪ {(dx, b + 1) : x ∈ B} je otevřeným pokrytı́m
intervalu [a, b]. Podle předpokladu existuje jeho konečný podsystém pokrývajı́cı́ rovněž
interval [a, b]. Mezi těmito intervaly je pouze konečný počet těch, které majı́ tvar (a− 1, cx),
x ∈ A. Přitom aspoň jeden interval tohoto typu mezi nimi je, a nemůže být v intervalu tvaru
(dx, b + 1), x ∈ B. Označme c největšı́ z těchto čı́sel cx . Je c ∈ X, a proto je c < b, takže
c ∈ [a, b]. Bod c nemůže být v žádném intervalu tvaru (dx, b + 1), x ∈ B. Jinak by platilo
dx < c, což je nemožné, protože X ≤ Y . Tedy bod c neležı́ v žádném intervalu sestrojeného
podpokrytı́, což je spor.

Dalšı́ ekvivalent axiomu o existenci suprema souvisı́ s monotonnı́mi posloupnostmi.
V souvislosti s důkazem následujı́cı́ho tvrzenı́ a rovněž s formulacemi dalšı́ch výsledků
připomeňme, že archimedovské pole bylo zavedeno v komentáři za lemmatem 1.11.

Definice D.6. Řekneme, že uspořádané pole P je monotonnı́, jestliže každá monotonnı́
ohraničená posloupnost prvků z P má v P limitu.

Lemma D.7. Uspořádané pole P splňuje axiom o existenci suprema právě tehdy, když je
monotonnı́.

Důkaz. Nutnost plyne z věty 2.20. Dokážeme postačitelnost. Opět ověřı́me platnost axiomu
spojitosti.

Nejprve ukážeme, že poleP je archimedovské. Připust’me, že množina přirozených čı́sel je
ohraničená. Protože posloupnost {n} je rostoucı́, existuje podle předpokladu lim

n→∞ n = a ∈ P.

K čı́slu ε = 1 existuje n0 ∈ N takové, že pro n ≥ n0 je a − 1 < n < a + 1. Speciálně pro n0
platı́ n0 > a − 1. Současně pro n0 + 2 > n0 platı́ a + 1 > n0 + 2, tj. n0 < a − 1, a to je spor.
Že je P archimedovské, se nynı́ ukáže stejně jako v důkazu lemmatu 1.11.

Necht’∅ �= X ⊆ P, ∅ �= Y ⊆ P a X ≤ Y . Pokud existuje maxX nebo minY , má tento
prvek c požadované vlastnosti, nebot’X ≤ c ≤ Y . Předpokládejme tedy, že neexistuje ani
maxX ani minY . Zkonstruujeme dvě posloupnosti {an} a {bn}. Vybereme libovolné a0 ∈ X
a b0 ∈ Y . Dále postupujeme indukcı́. Máme-li již ak a bk, položı́me ck = (ak + bk)/2. Je-li
ck hornı́ závorou X, zvolı́me ak+1 = ak , bk+1 = ck; nenı́-li ck hornı́ závorou X, zvolı́me
ak+1 = ck , bk+1 = bk . Posloupnosti majı́ tyto vlastnosti:

(1) {an} je neklesajı́cı́ a {bn} je nerostoucı́,
(2) an < bn pro všechna n ∈ N.
(3) pro každé n ∈ N platı́: an /∈ U(X), bn ∈ U(X),
(4) bn − an = (b0 − a0)/2n.

Podle (1) a (2) jsou posloupnosti ohraničené, protože a0 ≤ an < bn ≤ b0. Vzhledem
k předpokladu tedy existujı́ lim

n→∞ an = a ∈ P a lim
n→∞ bn = b ∈ P. ProtožeP je archimedovské

a 2n > n pro n ∈ N, je {2n} rostoucı́ neohraničená posloupnost, takže lim
n→∞ 1/2n = 0 a rovněž

lim
n→∞(b0 − a0)/2n = 0. Odtud dostáváme b − a = lim

n→∞ bn − lim
n→∞ an = lim

n→∞(bn − an) =
= lim
n→∞(b0 − a0)/2n = 0. Platı́ tedy a = b.
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Podle (3) je bn ≥ x pro libovolné x ∈ X a n ∈ N, takže podle věty 2.12 (k jejı́mu důkazu
nenı́ potřeba platnost axiomu o existenci suprema) platı́ b ≥ x, tedy b = a ∈ U(X). Dále
z (3) plyne, že an < y pro libovolné y ∈ Y a n ∈ N. Je totiž an < U(X) a Y ⊆ U(X). Podle
věty 2.12 platı́ a ≤ y, tedy a ∈ L(Y ). To ovšem znamená, že X ≤ a ≤ Y , čı́mž je axiom
spojitosti dokázán.

Připomeňme nynı́ Bolzanovu-Weierstrassovu větu 2.39 řı́kajı́cı́, že z každé ohraničené
posloupnosti reálných čı́sel lze vybrat konvergentnı́ podposloupnost.

Lemma D.8. Uspořádané pole P splňuje axiom o existenci suprema právě tehdy, když v něm
platı́ Bolzanova-Weierstrassova věta.

Důkaz. Nutnost plyne ihned z věty 2.39. Dokážeme postačitelnost. Necht’{an} je ohraničená
monotonnı́ posloupnost v P. Podle předpokladu z nı́ lze vybrat konvergentnı́ podposloupnost
{ank }, takže lim

k→∞ ank = a. Protože posloupnost {an} je monotonnı́, platı́ rovněž lim
n→∞ an = a.

To však znamená, že P je monotonnı́. Tvrzenı́ nynı́ plyne z lemmatu D.7.

Předposlednı́ ekvivalent axiomu o existenci suprema souvisı́ s cauchyovskými posloup-
nostmi.

Definice D.9. Uspořádané pole P se nazývá úplné, je-li v něm každá cauchyovská posloup-
nost konvergentnı́.

Lemma D.10. Uspořádané pole P splňuje axiom o existenci suprema právě tehdy, když je
archimedovské a úplné.

Důkaz. Nutnost plyne z lemmatu 1.11 a věty 2.43. Ukážeme postačitelnost. Necht’ {an} je
neklesajı́cı́ shora omezená posloupnost v P. Tedy existuje a ∈ P tak, že an ≤ a pro každé
n ∈ N. Ukážeme, že posloupnost {an} je cauchyovská. Připust’me, že platı́ opak. To znamená,
že existuje ε > 0 takové, že pro libovolné n ∈ N lze najı́t k ∈ N, k > n tak, že platı́
ak − an ≥ ε. Postupně najdeme k1 ∈ N tak, že ak1 − a1 ≥ ε, k2 ∈ N, k2 > k1 tak, že
ak2 − ak1 ≥ ε, a obecně indukcı́ pro každé n ∈ N najdeme kn ∈ N, kn > kn−1 tak, že
akn − akn−1 ≥ ε.

Nynı́ platı́ akn − a1 = (akn − akn−1) + (akn−1 − akn−2) + · · · + (ak2 − a1) ≥ ε + ε +
+ · · · + ε = nε. Tedy nε ≤ akn − a1 ≤ a − a1 pro libovolné n ∈ N. To je spor s tı́m, že P je
archimedovské. Posloupnost {an} je tudı́ž cauchyovská a podle předpokladu je konvergentnı́.
Analogicky se ukáže, že také každá nerostoucı́ zdola ohraničená posloupnost je konvergentnı́
v P. To znamená, že pole P je monotonnı́. Tvrzenı́ nynı́ plyne z věty D.7.

O posloupnosti intervalů {Jn} v P řı́káme, že tvořı́ posloupnost vložených intervalů,
jestliže platı́ Jn ⊇ Jn+1 pro každé n ∈ N.

Definice D.11. O uspořádaném poli P řı́káme, že splňuje princip vložených intervalů,
jestliže pro každou posloupnost vložených ohraničených uzavřených intervalů {Jn} platı́
∞⋂
n=1

Jn �= ∅.
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Věta D.12 (Cantorův princip vložených intervalů). Je-li {[an, bn]} posloupnost vložených

uzavřených intervalů vR, pak
∞⋂
n=1

[an, bn] �= ∅. Je-li navı́c lim
n→∞(bn−an) = 0, je tento průnik

jednobodová množina.

Důkaz. Protože [an, bn] ⊇ [an+1, bn+1], je posloupnost {an} neklesajı́cı́ a posloupnost {bn}
nerostoucı́. Dále a1 ≤ an < bn ≤ b1, jsou tedy obě ohraničené. Podle věty 2.20 jsou proto
obě konvergentnı́. Označme lim

n→∞ an = a a lim
n→∞ bn = b. Podle věty 2.12 je a ≤ b, takže

∞⋂
n=1

[an, bn] = [a, b] (pro a = b je [a, a] = {a}). Tı́m je dokázána neprázdnost průniku.

Je-li navı́c lim
n→∞(bn − an) = 0, dostáváme z nerovnostı́ an ≤ a ≤ b ≤ bn, že platı́

0 ≤ b − a ≤ bn − an → 0 pro n → ∞, takže a = b a máme
∞⋂
n=1

[an, bn] = {a}.

Lemma D.13. Uspořádané pole P splňuje axiom o existenci suprema právě tehdy, když je
archimedovské a platı́ v něm princip vložených intervalů.

Důkaz. Nutnost plyne z lemmatu 1.11 a z věty D.12. Dokážeme postačitelnost. Ověřı́me
platnost axiomu spojitosti.

Necht’∅ �= X ⊆ P, ∅ �= Y ⊆ P a X ≤ Y . Pokud existuje maxX nebo minY , má tento
prvek c požadované vlastnosti, nebot’X ≤ c ≤ Y . Předpokládejme tedy, že neexistuje ani
maxX ani minY . Obdobně jako v lemmatu D.7 zkonstruujeme dvě posloupnosti {an} a {bn}
s vlastnostmi

(1) {an} je neklesajı́cı́ a {bn} je nerostoucı́,
(2) an < bn pro všechna n ∈ N.
(3) pro každé n ∈ N platı́: an /∈ U(X), bn ∈ U(X),
(4) bn − an = (b0 − a0)/2n.

Označme Jn = [an, bn]. Pak {Jn} je posloupnost vložených intervalů v P a podle před-

pokladu je
∞⋂
n=1

Jn �= ∅. Protože P je archimedovské, platı́ lim
n→∞ 1/2n = 0 a ze (4) plyne, že

také lim
n→∞(bn − an) = 0. Tedy

∞⋂
n=1

Jn = {a}, tj. průnik je jednobodová množina. Přitom

an ≤ a ≤ bn pro n ∈ N.
Ukážeme, že a ∈ U(X) ∩ L(Y ). Připust’me, že a /∈ U(X). Pak existuje x ∈ X ta-

kové, že a < x. Vzhledem ke (3) platı́ nerovnost bn ≥ x pro všechna n ∈ N, takže
bn − an ≥ x − a > 0, což je spor s tı́m, že lim

n→∞(bn − an) = 0. Tedy a ∈ U(X). Připust’me
nynı́, že a /∈ L(Y ). Pak existuje y ∈ Y takové, že y < a. Ze (3) plyne, že an ≤ y pro všechna
n ∈ N, takže bn − an ≥ a − y > 0, což je zase spor. Je tedy a ∈ L(Y ) a celkověX ≤ a ≤ Y .
Platı́ tudı́ž axiom spojitosti.

Nynı́ již můžeme zformulovat hlavnı́ tvrzenı́ tohoto oddı́lu. Shrnutı́m předchozı́ch vý-
sledků dostáváme následujı́cı́ větu.
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Věta D.14. Necht’P je uspořádané pole. Pak jsou následujı́cı́ podmı́nky ekvivalentnı́:
(1) V P platı́ axiom o existenci suprema.
(2) V P platı́ axiom o existenci infima.
(3) V P platı́ axiom spojitosti.
(4) V P platı́ Borelova věta o pokrytı́.
(5) P je monotonnı́.
(6) V P platı́ Bolzanova-Weierstrassova věta.
(7) P je archimedovské a úplné.
(8) P je archimedovské a platı́ v něm princip vložených intervalů.

D.2. Limita funkce a jejı́ zobecněnı́

V kapitole 2 jsme se setkali s definicı́ limity posloupnosti, v kapitole 4 potom s definicı́ limity
funkce. Následujı́cı́ věta ukazuje, že mezi těmito pojmy je těsný vztah a že limitu funkce lze
definovat pomocı́ limity posloupnosti (tzv. Heineho definice limity).

Věta D.15.

a) Necht’ lim
x→a

f (x) = L, kde a,L ∈ R∗, a {xn}, xn �= a pro každé n ∈ N, je libovolná
posloupnost taková, že lim

n→∞ xn = a. Pak platı́ lim
n→∞ f (xn) = L.

b) Necht’existuje lim
n→∞ f (xn) pro každou posloupnost {xn}, xn �= a pro každé n ∈ N, takovou,

že lim
n→∞ xn = a. Pak hodnota této limity nezávisı́ na posloupnosti {xn} a je-li tato hodnota

L, platı́ lim
x→a

f (x) = L.

Důkaz.

a) K libovolnému O(L) existuje O(a) takové, že pro x ∈ O(a) � {a} platı́ f (x) ∈ O(L).
Dále k O(a) existuje n0 tak, že pro n ≥ n0 je xn ∈ O(a). Protože xn �= a, je pro n ≥ n0
také f (xn) ∈ O(L).

b) Jsou-li {xn} a {yn} dvě posloupnosti splňujı́cı́ předpoklady, pak je splňuje také posloupnost
{zn} = {x1, y1, x2, y2, . . . }. Tedy f (zn) → L. Protože {f (xn)} a {f (yn)} jsou vybrané
z {f (zn)}, musı́ obě konvergovat k L.
Necht’neplatı́ lim

x→a
f (x) = L. Pak existuje okolı́O(L) takové, že pro každéO(a) lze najı́t

x ∈ O(a)� {a} tak, že f (x) /∈ O(L). Je tudı́ž možné sestrojit posloupnost {xn}, xn �= a,
pro niž xn → a a f (xn) /∈ O(L). To je spor s tı́m, že pro takovou posloupnost musı́ platit
f (xn) → L.

Důsledek D.16 (Heine). Necht’a,L ∈ R∗. Pak lim
x→a

f (x) = L právě tehdy, když pro každou

posloupnost {xn}, xn �= a pro každé n ∈ N, takovou, že lim
n→∞ xn = a, platı́ lim

n→∞ f (xn) = L.

Předchozı́ důsledek se často použı́vá k důkazu neexistence limity funkce. Pokud najdeme
dvě různé posloupnosti {xn}, {zn} konvergujı́cı́ k bodu a takové, že lim

n→∞ f (xn) �= lim
n→∞ f (zn),

limita lim
x→a

f (x) neexistuje.
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Pro posloupnosti jsme v kapitole 2 definovali limitu superior a limitu inferior. Nynı́ tyto
pojmy zavedeme i pro funkce.

Označme Pδ(x0) = Oδ(x0) � {x0} tzv. ryzı́ δ-okolı́ bodu x0, x0 ∈ R∗ (pro x0 = ±∞
srv. komentář za definicı́ 1.19).

Necht’ pro některé δ0 > 0 je Pδ0(x0) ⊆ D(f ). Pro funkci f shora omezenou na
Pδ0(x0) definujme Mf (δ) = sup{f (x) : x ∈ Pδ(x0)}, 0 < δ < δ0. Podobně pro funkci
zdola omezenou na Pδ0(x0) definujme mf (δ) = inf{f (x) : x ∈ Pδ(x0)}. Funkce Mf (δ) je
neklesajı́cı́ pro δ ∈ (0, δ0), funkcemf(δ) je nerostoucı́. Odtud vyplývá, že existujı́ lim

δ→0+Mf (δ)

a lim
δ→0+mf (δ).

Definice D.17. Označme

lim sup
x→x0

f (x) := lim
δ→0+Mf (δ) a lim inf

x→x0
f (x) := lim

δ→0+mf (δ).

Tyto limity se nazývajı́ limita superior a limita inferior funkce f v bodě x0.
Pro funkci, která nenı́ shora ohraničená na žádném ryzı́m okolı́, klademe lim sup

x→x0

f (x) =
= +∞ a pro funkci, která nenı́ zdola ohraničená na žádném ryzı́m okolı́, klademe
lim inf
x→x0

f (x) = −∞.

Analogicky se definuje jednostranná limita superior a limita inferior. V definici funkcı́
Mf (δ) a mf (δ) se použijı́ ryzı́ jednostranná okolı́ daného bodu.

Přı́klad D.18.

a) Najděte lim sup
x→x0

χ(x) a lim inf
x→x0

χ(x), x0 ∈ R∗, kde χ(x) je Dirichletova funkce.

b) Najděte lim sup
x→0

sin
1
x

a lim inf
x→0

sin
1
x

.

Řešenı́.

a) Zřejmě pro libovolné x0 ∈ R∗ je Mχ(δ) = 1 a mχ(δ) = 0. Tedy lim sup
x→x0

χ(x) = 1,

lim inf
x→x0

χ(x) = 0.

b) Označme f (x) = sin 1
x

. Pak |f (x)| ≤ 1 pro každé x ∈ R � {0}. Bud’δ > 0 libovolné.
Pro dostatečně velké n ∈ N platı́ 0 < 1

/
(π

2 + nπ) < δ. Přitom f (xn) = (−1)n. Proto pro
x0 = 0 mámeMf (δ) = 1 amf (δ) = −1. Tedy lim sup

x→0
sin 1

x
= 1, lim inf

x→0
sin 1

x
= −1. �

Lemma D.19. Pro libovolnou funkci f platı́ lim inf
x→x0

f (x) ≤ lim sup
x→x0

f (x).

Důkaz. Pro lim sup
x→x0

f (x) = +∞ resp. lim inf
x→x0

f (x) = −∞ je to zřejmé. Ve zbývajı́cı́ch

přı́padech je f ohraničená naPδ0(x0) a mf (δ) ≤ Mf (δ) pro každé δ ∈ (0, δ0).
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Věta D.20. Necht’ x0, L ∈ R∗. Pro libovolnou funkci f platı́ lim
x→x0

f (x) = L právě tehdy,

když lim inf
x→x0

f (x) = lim sup
x→x0

f (x) = L.

Důkaz.
„⇒“
Necht’ lim

x→x0
f (x) = L, L ∈ R. Pak k libovolnému ε > 0 existuje δ0 > 0 tak, že pro x ∈ Pδ0

je L − ε < f (x) < L + ε. Odtud pro 0 < δ < δ0 je L − ε ≤ mδ(f ) ≤ Mδ(f ) ≤ L + ε

a pro δ → 0+ je L − ε ≤ lim inf
x→x0

f (x) ≤ lim sup
x→x0

f (x) ≤ L + ε, a tedy lim inf
x→x0

f (x) =
= lim sup

x→x0

f (x) = L (ε > 0 bylo libovolné).

ProL = +∞ k libovolnému k ∈ R existuje δ0 > 0 tak, že pro x ∈ Pδ0 je f (x) > k, tedy
pro 0 < δ < δ0 je k ≤ mδ(f ), a tudı́ž k ≤ lim inf

x→x0
f (x). Odtud lim inf

x→x0
f (x) = +∞ (k bylo

libovolné), což vzhledem k lemmatu D.19 dokazuje tvrzenı́. Přı́pad L = −∞ je obdobný.

„⇐“
ProL ∈ R k libovolnému ε > 0 existuje δ0 > 0 tak, že pro 0 < δ < δ0 platı́L−ε < mδ(f ) ≤
≤ Mδ(f ) < L+ ε. Tedy pro x ∈ Pδ0 je L− ε < f (x) < L+ ε, takže lim

x→x0
f (x) = L.

Pro L = +∞ k libovolnému k ∈ R existuje δ0 > 0 tak, že pro 0 < δ < δ0 je k < mδ(f ).
Tedy pro x ∈ Pδ0 je k < f (x), takže lim

x→x0
f (x) = +∞. Přı́pad L = −∞ je obdobný.

U posloupnostı́ hrál důležitou roli pojem cauchyovské posloupnosti. Ukazuje se, že tento
pojem lze zavést i pro funkce a že platı́ obdobný výsledek jako věta 2.43.

Věta D.21 (Cauchyovo-Bolzanovo kritérium pro funkce). Funkce f má v bodě x0 ∈ R∗
vlastnı́ limitu právě tehdy, když má následujı́cı́ vlastnost:

Ke každému ε > 0 existuje ryzı́ okolı́ P(x0) takové, že pro libovolná x, y ∈ P(x0)

platı́ nerovnost |f (x)− f (y)| < ε.

Důkaz.
„⇒“
Necht’ lim

x→x0
f (x) = L ∈ R a ε > 0 libovolné čı́slo. Pak k čı́slu ε/2 existuje ryzı́ okolı́

P(x0) takové, že pro x ∈ P(x0) je |f (x) − L| < ε/2. Nynı́ pro x, y ∈ P(x0) dostaneme
|f (x)− f (y)| = |f (x)− L+ L− f (y)| ≤ |f (x)− L| + |f (y)− L| < ε/2 + ε/2 = ε.

„⇐“
Necht’ε > 0 je libovolné a P(x0) je jemu odpovı́dajı́cı́ okolı́ z podmı́nky věty. Necht’{xn},
xn �= x0, je posloupnost taková, že xn → x0 pro n → ∞. Pak existuje n0 ∈ N tak, že
xn ∈ P(x0) pro n ≥ n0, a tudı́ž pro m,n ≥ n0 platı́ |f (xn) − f (xm)| < ε. To ovšem
znamená, že posloupnost {f (xn)} je cauchyovská a podle věty 2.43 je konvergentnı́ a má
vlastnı́ limitu. Z věty D.15 dostáváme, že existuje vlastnı́ limita lim

x→x0
f (x).

Analogické tvrzenı́ platı́ pro jednostranné limity.
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D.3. Dalšı́ vlastnosti konvexnı́ch funkcı́

V kapitole 6 jsme zavedli konvexnı́ a konkávnı́ funkce a vyšetřovali jsme jejich vlastnosti
zejména za předpokladu, že funkce měly prvnı́ resp. druhou derivaci. Ukazuje se, že i bez
těchto předpokladů majı́ konvexnı́ a konkávnı́ funkce řadu důležitých vlastnostı́. Některé
z nich si nynı́ uvedeme. Protože funkce f je konkávnı́ právě tehdy, když funkce −f je
konvexnı́, omezı́me se ve formulacı́ch na konvexnı́ funkce.

Necht’f je definovaná na intervalu I s krajnı́mi body α a β, α < β. Označme vnitřek
intervalu Io = (α, β) a jeho uzávěr I = [α, β] (pro α = −∞ resp. β = +∞ zůstává I zleva
resp. zprava otevřený). Tedy Io ⊆ D(f ) = I ⊆ I .

Lemma D.22. Je-li f konvexnı́ na I , je f spojitá na Io.

Důkaz. Necht’x2 ∈ Io a x1 < x2 < x3 — viz obr. 6.2 b). Necht’y = p1(x) je rovnice přı́mky
procházejı́cı́ body (x1, f (x1)) a (x2, f (x2)) a y = p3(x) je rovnice přı́mky procházejı́cı́
body (x2, f (x2)) a (x3f (x3)). Z definice konvexity je f (x) ≤ p3(x), x ∈ [x2, x3]. Necht’
x4 ∈ (x2, x3) a p je přı́mka procházejı́cı́ body (x2, f (x2)) a (x4, f (x4)). Pak f (x2)−f (x1)

x2−x1
≤

≤ f (x4)−f (x2)
(x4−x2)

. Odtud vzhledem k rovnostem p1(x2) = p(x2) = f (x2) máme p1(x) ≤ p(x)

pro x ≥ x2. Ale p(x4) = f (x4), odkud p1(x) ≤ f (x), x ∈ [x2, x3]. Celkem jsme dostali,
že platı́ p1(x) ≤ f (x) ≤ p3(x), x ∈ [x2, x3]. Protože lim

x→x+
2

p1(x) = lim
x→x+

2

p3(x) = f (x2),

podle věty 4.15 je lim
x→x+

2

f (x) = f (x2) a f je spojitá zprava v x2. Obdobně se ukáže spojitost
zleva.

V krajnı́ch bodech I (pokud je v nich definovaná) konvexnı́ funkce nemusı́ být spojitá,
jak ukazuje přı́klad f (x) = 0, x ∈ (0, 1), f (0) = f (1) = 1. Viz též přı́klad D.35.

Přı́klad D.23. Necht’ funkce f je konvexnı́ na ohraničeném intervalu I . Dokažte, že f je
zdola ohraničená na I .

Řešenı́. Zvolı́me α < x1 < x2 < β. Necht’y = p(x) je rovnice přı́mky procházejı́cı́ body
(x1, f (x1)) a (x2, f (x2)). V důkazu lemmatu D.22 byla odvozena nerovnost p(x) ≤ f (x)

pro x ∈ (α, x1] ∪ [x2, β). Protože lineárnı́ funkce p je ohraničená na ohraničené množině,
je i funkce f na této množině zdola ohraničená. Na intervalu [x1, x2] je f spojitá, takže je
zde podle Weierstrassovy věty ohraničená. Celkem je tedy zdola ohraničená na Io a tudı́ž
i na D(f ). �

Přı́klad D.24. Necht’funkce f je rostoucı́ a konvexnı́ na intervalu (α,+∞). Dokažte, že pak
lim

x→+∞ f (x) = +∞.

Řešenı́. Postupujeme analogicky jako v předchozı́m přı́kladu. Zvolı́me α < x1 < x2 a
označı́me y = p(x) rovnici přı́mky procházejı́cı́ body (x1, f (x1)) a (x2, f (x2)). Z důkazu
lemmatu D.22 máme nerovnost p(x) ≤ f (x) pro x ∈ [x2,+∞). Protože f (x1) < f (x2), je
lineárnı́ funkce p rostoucı́, takže lim

x→+∞p(x) = +∞, a tudı́ž platı́ i lim
x→+∞ f (x) = +∞. �

Lemma D.25. Funkce f je konvexnı́ (ostře konvexnı́) na I právě tehdy, když pro libovolné
x0 ∈ I je funkce g(x) = f (x)−f (x0)

x−x0
neklesajı́cı́ (rostoucı́) na I � {x0}.
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Důkaz. Plyne přı́mo z věty 6.25. a lemmatu 6.23.

Věta D.26. Necht’ funkce f je definovaná na otevřeném intervalu I = (α, β).
1. Je-li funkce f konvexnı́ na I , pak pro každý bod x0 ∈ I existujı́ vlastnı́ jednostranné

derivace f ′−(x0) a f ′+(x0) a platı́ f ′−(x0) ≤ f ′+(x0). Tedy f je zejména spojitá na I .
2. Je-li f konvexnı́ (ostře konvexnı́) na I a x1, x2 ∈ I , x1 < x2, pak platı́ f ′+(x1) ≤ f ′−(x2)

(f ′+(x1) < f ′−(x2)).

Důkaz.
1. Označme g(x) = f (x)−f (x0)

x−x0
, x �= x0. Funkce g je neklesajı́cı́ podle lemmatu D.25. Pro

x1 < x0 < x2 je g(x1) ≤ g(x2), proto platı́ lim
x→x−

0

g(x) ≤ g(x2), a tudı́ž i následně

lim
x→x−

0

g(x) ≤ lim
x→x+

0

g(x) (limity existujı́ dı́ky monotonii g a jsou vlastnı́, protože g je ohra-

ničená v ryzı́m okolı́ bodu x0). Ale lim
x→x−

0

g(x) = f ′−(x0) a lim
x→x+

0

g(x) = f ′+(x0). Z exis-

tence jednostranných derivacı́ plyne spojitost zprava a zleva a tedy i spojitost funkce f .
(Spojitost jsme již dokázali nezávisle v lemmatu D.22.)

2. Pro x1 < x < x2 platı́ f (x)−f (x1)
x−x1

≤ f (x2)−f (x1)
x2−x1

≤ f (x2)−f (x)
x2−x . Limitnı́m přechodem

v levém zlomku pro x → x+
1 a v pravém pro x → x−

2 dostaneme (existence jednostranných
derivacı́ plyne z bodu 1), že f ′+(x1) ≤ f (x2)−f (x1)

x2−x1
≤ f ′−(x2). Je-li f ostře konvexnı́,

zůstanou v předchozı́ch nerovnostech vzhledem k ryzı́ monotónnosti pomocné funkce g
ostré nerovnosti.

Poznámka D.27.

a) V krajnı́ch bodech intervalu, na kterém je funkce f konvexnı́, (pokud patřı́ doD(f )) také
existujı́ jednostranné derivace, ale mohou být nevlastnı́. Konkrétně platı́:
Je-li f konvexnı́ na [α, β), existuje f ′+(α) a −∞ ≤ f ′+(x0) < +∞. Je-li f konvexnı́ na
(α, β], existuje f ′−(β) a −∞ < f ′+(x0) ≤ +∞.

b) I pro ostře konvexnı́ funkci se může stát, že pro nějaké x0 je f ′−(x0) < f ′+(x0). Např. pro
f (x) = | tg x|, x ∈ (−π/2,π/2), která je ostře konvexnı́, je f ′−(0) = −1 < 1 = f ′+(0).

Z věty D.26 dostáváme, že platı́:

Důsledek D.28. Je-li f konvexnı́ (ostře konvexnı́) na intervalu I = (α, β), pak jsou f ′− a f ′+
neklesajı́cı́ (rostoucı́) na I . (Je-li I = [α, β), tvrzenı́ pro f ′+ platı́ na [α, β) a podobně, je-li
I = (α, β], tvrzenı́ pro f ′− platı́ na (α, β].)
Lemma D.29. Je-li f (ostře) konvexnı́ na (α, β) a spojitá na [α, β], je f (ostře) konvexnı́ na
[α, β].
Důkaz. Pro x1 < x2 < x3 je f (x2)−f (x1)

x2−x1
≤ f (x3)−f (x2)

x3−x2
. Nynı́ pro x1 → α+ je (f je spojitá

zprava v α) f (x2)−f (α)
x2−α ≤ f (x3)−f (x2)

x3−x2
a podle věty 6.25 je f konvexnı́ na [α, β). Stejně se

ukáže, že konvexnost se zachová i připojenı́m koncového bod β.
Necht’ f je ostře konvexnı́ na (α, β), ale nenı́ ostře konvexnı́ na [α, β]. Pak existujı́

α ≤ x1 < γ < x2 ≤ β tak, že f (x1)−f (γ )
x1−γ = f (x2)−f (γ )

x2−γ . Protože f (x)−f (γ )
x−γ je neklesajı́cı́, je



178 Dodatek

tato funkce na (x1, x2)� {γ } rovna nějaké konstantě C. Odtud f (x) = f (γ )+ C(x − γ ) je
lineárnı́ na (x1, x2) ⊆ (α, β), což je spor.

Věta D.30. Necht’f je konvexnı́ na I a x0 ∈ Io. Pak platı́:

lim
x→x+

0

f ′+(x) = lim
x→x+

0

f ′−(x) = f ′+(x0),

lim
x→x−

0

f ′+(x) = lim
x→x−

0

f ′−(x) = f ′−(x0).

Tedy f ′(x0) existuje právě tehdy, když f ′+ (resp. f ′−) je v x0 spojitá.

Důkaz. Limity existujı́, protože podle důsledku D.28 jsou f ′− a f ′+neklesajı́cı́. Dokážeme
např. prvnı́ vztah (důkaz druhého je analogický). Pro x > x0 je f ′+(x0) ≤ f ′−(x) ≤ f ′+(x)
a pro x → x+

0 je tudı́ž f ′+(x0) ≤ lim
x→x+

0

f ′−(x) ≤ lim
x→x+

0

f ′+(x). Dále pro x0 < x < x1

je f ′+(x) ≤ f (x1)−f (x)
x1−x . Funkce f je podle lemmatu D.22 spojitá, tedy pro x → x+

0 je

lim
x→x+

0

f ′+(x) ≤ lim
x→x+

0

f (x1)−f (x)
x1−x = f (x1)−f (x0)

x1−x0
. Nynı́ pro x1 → x+

0 je lim
x→x+

0

f ′+(x) ≤ f ′+(x0),

což dohromady dokazuje tvrzenı́.

Lemma D.31. Necht’f je konvexnı́ na I a x1, x2 ∈ I , x1 < x2.

i) Je-li f (x1) ≤ f (x2) (f (x1) < f (x2)), je f neklesajı́cı́ (rostoucı́) pro x ≥ x2, x ∈ I .
ii) Je-li f (x1) ≥ f (x2) (f (x1) > f (x2)), je f nerostoucı́ (klesajı́cı́) pro x ≤ x1, x ∈ I .

Je-li f ostře konvexnı́, je ryze monotonnı́ na přı́slušném intervalu, i když f (x1) = f (x2).

Důkaz. Necht’x1 < x2 < x3 < x4 a f (x1) ≤ f (x2). Pak 0 ≤ f (x2)−f (x1)
x2−x1

≤ f (x3)−f (x2)
x3−x2

≤
≤ f (x4)−f (x3)

x4−x3
. Odtud f (x4) ≥ f (x3). Je-li f (x1) < f (x2), bude f (x4) > f (x3). Obdobně

se dokáže přı́pad ii). Je-li f ostře konvexnı́, bude v přı́padě i) 0 < f(x3)−f (x2)
x3−x2

<
f (x4)−f (x3)

x4−x3
,

takže f (x4) > f (x3). Přı́pad ii) je analogický.

Věta D.32. Necht’f je konvexnı́ na I a x0 ∈ I je bod lokálnı́ho minima funkce f . Pak je toto
minimum globálnı́. Je-li f dokonce ostře konvexnı́, je toto minimum ostré a jediné.

Důkaz. Bod x0 je vnitřnı́ a na jistém O(x0) ⊆ I platı́ f (x0) ≤ f (x). Necht’např. x1 > x0.
Zvolı́me x2 ∈ O(x0), x0 < x2 < x1. Podle lemmatu D.31 je f (x1) ≥ f (x2) ≥ f (x0).
Obdobně pro x1 < x0. Minimum je tudı́ž globálnı́. Je-li f ostře konvexnı́, je toto minimum
podle lemmatu D.31 dokonce ostré a protože je globálnı́, je jediné.

Přı́klad D.33. Může mı́t funkce konvexnı́ (ostře konvexnı́) na I v nějakém bodě lokálnı́
maximum?

Řešenı́. Je-li konvexnı́, může, ale pak je f konstantnı́ na nějakém okolı́ bodu x0. Je totiž
f (x) ≤ f (x0) pro x ∈ O(x0). Podle lemmatu D.31 pak ale v tomto okolı́ současně f (x) ≥
≥ f (x0). Je-li tedy f ostře konvexnı́, nemůže mı́t lokálnı́ maximum. �
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Věta D.34. Necht’f je konvexnı́ na otevřeném intervalu I = (α, β). Pak nastane právě jedna
z pěti možnostı́:
(a) f roste na I ;
(b) f klesá na I ;
(c) existuje x0 ∈ I takové, že f je konstantnı́ na (α, x0] a je rostoucı́ na [x0, β);
(d) existuje x0 ∈ I takové, že f je klesajı́cı́ na (α, x0] a je konstantnı́ na [x0, β);
(e) existuje interval (eventuelně degenerovaný na bod) J = [x0, x1] ⊆ I , α < x0 ≤ x1 < β,

takový, že f je konstantnı́ na J , je klesajı́cı́ na (α, x0] a je rostoucı́ na [x1, β).
Je-li f ostře konvexnı́, nemohou nastat přı́pady (c) a (d) a nastane-li přı́pad (e), je J jedno-
prvková množina.

Důkaz. Necht’nenastane ani (a), ani (b). Ukážeme, že pak má f globálnı́ minimum. Protože
f nenı́ klesajı́cı́, lze najı́t x1 < x2 tak, že f (x1) ≤ f (x2). Podle lemmatu D.31 je f neklesajı́cı́
pro x ≥ x2. Podobně z toho, že f nenı́ rostoucı́, plyne existence x3 takového, že pro x ≤ x3
je f nerostoucı́. Lze předpokládat, že x3 < x2. Na intervalu [x3, x2] je podle lemmatu D.22
funkce f spojitá, takže podle Weierstrassovy věty 4.33 nabývá na tomto intervalu nejmenšı́
hodnotu v nějakém bodě x0, v němž je lokálnı́ minimum f na I . Pro x3 < x0 < x2 je to
zřejmé, pro x0 = x2 resp. x0 = x3 to plyne z monotonie f mimo [x3, x2]. Z věty D.32 máme,
že je toto minimum globálnı́.

Označme J množinu všech bodů globálnı́ho minima. Pak J je jednoprvková nebo je to
interval. Pro x4 < x5 z J a x ∈ (x4, x5) totiž f (x)−f (x4)

x−x4
≤ f (x5)−f (x4)

x5−x4
= 0, z čehož máme

f (x) ≤ f (x4), takže x ∈ J . Tedy f je konstantnı́ na J . Zbytek tvrzenı́ plyne z lemmatu D.31.
Je-li f ostře konvexnı́, nemůže být na žádném podintervalu lineárnı́. V přı́padě (e) je podle
věty D.32 množina J jednoprvková.

Přı́klad D.35. Necht’funkce f je konvexnı́ na ohraničeném otevřeném intervalu (α, β). Kdy
je možné dodefinovat f tak, aby byla konvexnı́ na [α, β]? Jaké pak musı́ být funkčnı́ hodnoty
f (α) a f (β)?

Řešenı́. Podle přı́kladu D.23 je f zdola ohraničená na (α, β). Dále podle věty D.34 existujı́
lim
x→α+ f (x) = f (α+) > −∞ a lim

x→β− f (x) = f (β−) > −∞. Podle lemmatu D.25 bude f

konvexnı́ na [α, β] právě tehdy, když pro libovolné x0 ∈ [α, β] bude funkce g(x)= f (x0)−f (x)
x0−x

neklesajı́cı́ na množině [α, β]� {x0}.
Vyšetřı́me např. levý konec α. Podle předpokladu je funkce g neklesajı́cı́ na (α, β)� {x0},

x0 ∈ (α, β). Aby se monotonie zachovala po dodefinovánı́ f (α), je nutné a stačı́, aby
f (x0)−f (α)

x0−α ≤ lim
x→α+

f (x0)−f (x)
x0−x = f (x0)−f (α+)

x0−α . To lze splnit právě tehdy, když platı́ nerovnost

f (α+) < +∞. Pak musı́ být f (x0)−f (α)
x0−α ≤ f (x0)−f (α+)

x0−α . Lze tedy funkčnı́ hodnotu v α volit
libovolně tak, aby f (α) ≥ f (α+).

Musı́me ještě ověřit, že při této volbě bude funkce g neklesajı́cı́ i pro x0 = α. Pro
α < x < x1 < x2 < β je f (x1)−f (x)

x1−x ≤ f (x2)−f (x)
x2−x , což je ekvivalentnı́ s nerovnostı́ f (x) ≥

≥ f (x1)
x2−x
x2−x1

+ f (x2)
x−x1
x2−x1

. Limitnı́m přechodem s využitı́m nerovnosti f (α) ≥ f (α+)
dostaneme, že f (α) ≥ f (x1)

x2−α
x2−x1

+ f (x2)
α−x1
x2−x1

, tj. f (x1)−f (α)
x1−α ≤ f (x2)−f (α)

x2−α .
Totéž platı́ pro pravý konec. Musı́ být f (β−) < +∞ a f (β−) ≤ f (β). �
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Přı́klad D.36. Necht’jsou funkce f a g konvexnı́ na intervalu I . Dokažte, že pak také funkce
f + g, max{f, g} a αf , kde α ∈ (0,+∞), jsou konvexnı́ na I . Je-li f ostře konvexnı́, jsou
také f + g a αf ostře konvexnı́.

Řešenı́. Využijeme vztah (6.4) z věty 6.25, který je ekvivalentnı́ definici konvexity. Necht’
x1 < x2 ležı́ v I a λ1 > 0, λ2 > 0, λ1 + λ2 = 1.

Platı́ (f +g)(λ1x1 +λ2x2) = f (λ1x1 +λ2x2)+g(λ1x1 +λ2x2) ≤ λ1f (x1)+λ2f (x2)+
+ λ1g(x1)+ λ2g(x2) = λ1(f + g)(x1)+ λ2(f + g)(x2).

Podobně platı́ max{f, g}(λ1x1 + λ2x2) = max{f (λ1x1 + λ2x2), g(λ1x1 + λ2x2)} ≤
≤ max{λ1f (x1)+ λ2f (x2), λ1g(x1)+ λ2g(x2)} ≤ λ1 max{f, g}(x1)+ λ2 max{f, g}(x2).

Poslednı́ tvrzenı́ je triviálnı́. Je-li f ostře konvexnı́, bude přı́slušná nerovnost ostrá. �

Výsledek předchozı́ho přı́kladu lze indukcı́ rozšı́řit na libovolný konečný počet funkcı́.

Přı́klad D.37. Necht’funkcef má v bodě x0 inflexi a f ′(x0) je vlastnı́. Ukažte, že pak existuje
okolı́ Oδ(x0) takové, že platı́ f (x) < f (x0) + f ′(x0)(x − x0) pro každé x ∈ (x0 − δ, x0) a
f (x) > f (x0)+f ′(x0)(x−x0) pro každé x ∈ (x0, x0+δ), nebo naopak — srv. poznámku 6.32.

Řešenı́. Podle předpokladu existuje okolı́ Oδ(x0) takové, že f je ostře konkávnı́ na intervalu
(x0 − δ, x0) a ostře konvexnı́ na intervalu (x0, x0 + δ) nebo naopak. Necht’nastane např. prvnı́
možnost. Vyšetřı́me pravé okolı́ (x0, x0 + δ). Ostatnı́ přı́pady jsou analogické.

Označme g(x) = f (x) − f (x0) − f ′(x0)(x − x0). Protože f je zde ostře konvexnı́ a
funkce −f (x0) − f ′(x0)(x − x0) je lineárnı́, a tedy také konvexnı́, je podle přı́kladu D.36
g ostře konvexnı́ na (x0, x0 + δ). Funkce g spojitá na [x0, x0 + δ) (f ′(x0) je vlastnı́), takže
podle lemmatu D.29 je na tomto intervalu ostře konvexnı́. Z důsledku D.28 plyne, že g′+ je
rostoucı́ na [x0, x0 + δ). Protože g′(x0) = 0, je g′+(x) > 0 na (x0, x0 + δ).

Ukážeme, že g je rostoucı́ na (x0, x0 + δ). Připust’me, že v intervalu (x0, x0 + δ) existujı́
x1 < x2 tak, že g(x1) ≥ g(x2). Podle lemmatu D.31 je g klesajı́cı́ na [x0, x1). Zvolme
x3, x ∈ (x0, x1), x3 < x. Pak f (x)−f (x3)

x−x3
< 0 a limitnı́m přechodem x → x+

3 dostaneme, že
f ′+(x3) ≤ 0, což je spor, a g tedy roste. Protože g(x0) = 0, je g(x) > 0 na (x0, x0 + δ) a
odtud plyne tvrzenı́. �

Poznámka D.38. Ve formulaci následujı́cı́ věty budeme pracovat s n-ticemi bodů x1, . . . , xn
a s n-ticemi čı́sel λ1 ≥ 0, . . . , λn ≥ 0, n ∈ N, takovými, že λ1 + · · · + λn = 1. Pro takovéto
n-tice označme y1, . . . , yk , k ∈ N, všechny vzájemně různé body xi , tj. {x1, . . . , xn} =
= {y1, . . . , yk}. Dále označme µj součet všech λi , pro něž yj = xi , j = 1, . . . , k. Pak
µj ≥ 0 a µ1 + · · · + µk = 1.

Věta D.39 (Jensenova nerovnost). Necht’ funkce f je definovaná na intervalu I . Pak platı́:
(a) Funkce f je konvexnı́ na I právě tehdy, když pro libovolné x1, . . . , xn ∈ I a libovolná

λ1, . . . , λn, λi ≥ 0, i = 1 . . . , n, n ∈ N, λ1 + · · · + λn = 1, platı́ nerovnost

f (λ1x1 + · · · + λnxn) ≤ λ1f (x1)+ · · · + λnf (xn). (D.1)

(b) Funkce f je ostře konvexnı́ na I právě tehdy, když platı́ nerovnost (D.1), přičemž tato
nerovnost je splněna pro nějaká x1, . . . , xn a λ1, . . . , λn jako ostrá právě tehdy, když při
označenı́ z poznámky D.38 je k ≥ 2 a pro alespoň jedno j je 0 < µj < 1.
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Důkaz. (a)
Postačitelnost je zřejmá. Pro n = 2 přecházı́ nerovnost (D.1) v nerovnost (6.4), takže podle
věty 6.25 je f konvexnı́.

Dokážeme nutnost. Označme α = min{x1, . . . , xn}, β = max{x1, . . . , xn}. Pak

α = (λ1 + · · · + λn)α ≤ λ1x1 + · · · + λnxn ≤ (λ1 + · · · + λn)β = β,

takže λ1x1 + · · · + λnxn ∈ I .
Důkaz provedeme indukcı́. Pro n = 1 je tvrzenı́ zřejmé. Necht’nerovnost (D.1) platı́ pro

všechny (n − 1)-tice, n ≥ 2. Mějme n-tice x1, . . . , xn a λ1, . . . , λn, λi ≥ 0, i = 1 . . . , n,
λ1 + · · · + λn = 1. Necht’0 < λi < 1, i = 1 . . . , n (jinak je tvrzenı́ zřejmé). Označme nynı́
µ = λ1 +· · ·+λn−1 a x̄ = λ1

µ
x1 +· · ·+ λn−1

µ
xn−1. Je x̄ ∈ I , protože λ1

µ
+· · ·+ λn−1

µ
= 1. Dále

λ1x1 + · · ·+ λnxn = µx̄ + (1 −µ)xn. S využitı́m nerovnosti (6.4) a indukčnı́ho předpokladu
dostaneme

f (λ1x1 + · · · + λnxn) = f (µx̄ + (1 − µ)xn) ≤ µf (x̄)+ (1 − µ)f (xn) ≤
≤ µ

(λ1

µ
f (x1)+ · · · + λn−1

µ
f (xn−1)

)
+ λnf (xn) = λ1f (x1)+ · · · + λnf (xn).

(D.2)

(b)
Postačitelnost je zřejmá vzhledem k (6.4) z věty 6.25. Ukážeme nutnost. Necht’ v (D.1)
nastane ostrá nerovnost. Nemůže být k = 1, protože by platilo x1 = · · · = xn a dostali
bychom rovnost. Kdyby neexistovalo 0 < µj < 1, existovalo by s ∈ {1, . . . , k} takové, že
µs = 1 a µj = 0 pro j �= s. Pak

f (λ1x1 + · · · + λnxn) = f (ys) = λ1f (x1)+ · · · + λnf (xn),

což je spor.
Necht’nynı́ k ≥ 2 a pro alespoň jedno j je 0 < µj < 1. Pak pro všechna j = 1, . . . , k je

µj < 1, a tedy i λi < 1 pro všechna i = 1, . . . , n. Vyberme největšı́ xi , pro něž λi > 0. Bez
újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že je to xn. Definujme bod x̄ stejně jako v části (a).
Stejně jako tam se ukáže, že x̄ ležı́ mezi těmi xi , pro něž je λi > 0, a tedy x̄ < xn. Přitom
0 < µ < 1. Protože předpokládáme, že f je ostře konvexnı́, bude f (µx̄ + (1 − µ)xn) <

< µf (x̄)+ (1 − µ)f (xn) v (D.2), a tudı́ž v (D.1) nastane ostrá nerovnost.

Podmı́nku týkajı́cı́ se ostré nerovnosti lze také vyjádřit tak, že existujı́ aspoň dva různé
body xi, xj takové, že jim odpovı́dajı́cı́ koeficienty λi, λj jsou kladné.

Důsledek D.40. Necht’f je ostře konvexnı́, platı́ λi > 0 pro všechna i = 1, . . . , n a v (D.1)
nastane rovnost. Pak x1 = · · · = xn.

Přı́klad D.41. Dokažte, že pro libovolná nezáporná x1, . . . , xn ∈ R, n ∈ N, platı́ nerovnost
mezi geometrickým a aritmetickým průměrem (tzv. AG-nerovnost)

n
√
x1 · · · · · xn ≤ x1 + · · · + xn

n
.

Přitom rovnost nastane právě tehdy, když x1 = · · · = xn.
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Řešenı́. Pokud je některé xi nulové, tvrzenı́ zřejmě platı́. Předpokládejme tedy, že xi > 0,
i = 1, . . . , n. Funkce ex je ostře konvexnı́ naR, protože (ex)′′ = ex > 0. Označme yi = ln xi ,
i = 1, . . . , n. Necht’λi ≥ 0, i = 1, . . . , n, a λ1 + · · · + λn = 1. Pak z Jensenovy nerovnosti
dostaneme

x
λ1
1 · · · · · xλnn = eλ1y1+···+λnyn ≤ λ1ey1 + · · · + λneyn = λ1x1 + · · · + λnxn.

Speciálně volbou λi = 1
n

, i = 1, . . . , n, dostaneme AG-nerovnost. Protože 0 < 1
n

, plyne
z důsledku D.40 zbytek tvrzenı́. �

AG-nerovnost má řadu významných aplikacı́ a je mimořádně silným a užitečným nástro-
jem. Ukážeme si aspoň jedno použitı́.

Přı́klad D.42. Necht’p ∈ N,p ≥ 2, a necht’a > 0, x0 > 0. Definujme rekurentně posloupnost

xn+1 = 1
p

(
(p − 1)xn + a

x
p−1
n

)
. (D.3)

Dokažte, že pak je posloupnost {xn} konvergentnı́. Označı́me-li lim
n→∞ xn = ω, pak ω > 0 a

platı́ ωp = a, tj. ω = p
√
a.

Řešenı́. Zřejmě je xn > 0 pro všechna n ∈ N ∪ {0}. Použijeme AG-nerovnost na p činitelů:
prvnı́ch p − 1 bude xn a poslednı́ bude a/xp−1

n . Vyjde

a = x
p−1
n · a

x
p−1
n

≤
(
p − 1
p

xn + a

px
p−1
n

)p
= x

p
n+1.

Tedy xpn ≥ a pro každé n ≥ 1. Pomocı́ této nerovnosti ukážeme, že posloupnost xn je
nerostoucı́. Platı́

xn − xn+1 = xn −
(
p − 1
p

xn + a

px
p−1
n

)
= xn

p
− a

px
p−1
n

= 1
p

(
x
p
n − a

x
p−1
n

)
≥ 0.

Protože je tato posloupnost zdola ohraničená, je podle věty 2.20 konvergentnı́. Kdyby platilo,
že xn → 0, bylo by i xpn → 0, což je spor s tı́m, že xpn ≥ a > 0.

Zbývá ukázat, že ωp = a. Provedeme v (D.3) limitnı́ přechod pro n → ∞. To můžeme,
protože již vı́me, že limita existuje a je kladná. Vyjde

ω = 1
p

(
(p − 1)ω + a

ωp−1

)
, neboli ωp = p − 1

p
ωp + a

p

a odtud již vycházı́ ωp = a, což jsme měli dokázat. �

Předchozı́ přı́klad ukazuje, že ke každému kladnému čı́slu existuje jeho p-tá odmocnina,
a to pro každé p ≥ 2. Jednoznačnost takového čı́sla je zřejmá; je-li ω1 < ω2, je ωp1 < ω

p

2 .
Tento důkaz je jiný než ten, který byl naznačen v lemmatu 1.14. Zejména má konstruktivnı́
charakter — umožňuje počı́tat přibližné hodnoty odmocniny s libovolnou přesnostı́.
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D.4. Dalšı́ vlastnosti funkcı́ na intervalu

V tomto oddı́lu budeme potřebovat k formulacı́m a důkazům tvrzenı́ základnı́ poznatky
o mohutnosti množin, se kterými se seznámı́te v přednášce z teorie množin — viz [9].
Připomeňme základnı́ výsledky.

• Množiny A a B se nazývajı́ ekvipotentnı́, jestliže existuje bijekce A na B. Pı́šeme A ∼ B.
Relace „∼“ je ekvivalence.

• Množina se nazývá nekonečná, je-li ekvipotentnı́ se svou vlastnı́ podmnožinou.

• Mohutnost množiny A značı́me cardA. (Pro konečné množiny je to počet prvků A.)

• Množiny A a B jsou ekvipotentnı́ právě tehdy, když majı́ stejnou mohutnost, tj. když
cardA = cardB.

• Je-li A ekvipotentnı́ s C, kde C ⊆ B, a cardA �= cardB, pı́šeme cardA < cardB.
Definujeme cardA ≤ cardB, je-li cardA = cardB nebo cardA < cardB.
Relace „≤“ je úplným uspořádánı́m.

• Je-li A ⊆ B, je cardA ≤ cardB.
Je-li A ⊆ B a cardA < cardB, je B � A �= ∅.
Existuje-li prosté zobrazenı́A do B, je cardA ≤ cardB.

• Mohutnost množiny N značı́me cardN = ℵ0 (čte se alef nula). Je to nejmenšı́ nekonečná
mohutnost.
Množiny o mohutnosti ℵ0 se nazývajı́ spočetné. Pro libovolnou konečnou množinuA platı́
cardA < ℵ0.
Množina A se nazývá nejvýše spočetná, je-li cardA ≤ ℵ0.

• Platı́ cardN = cardZ = cardQ = ℵ0, cardR > ℵ0,
cardR = card I = cardC = cardJ , kde J ⊆ R je libovolný interval.

O množinách ekvipotentnı́ch s R řı́káme, že majı́ mohutnost kontinua. Tuto mohutnost
značı́me cardR = 2ℵ0 .

• Je-li I (nejvýše) spočetná množina a pro každé i ∈ I je Ai (nejvýše) spočetná množina, je
sjednocenı́

⋃
i∈I Ai (nejvýše) spočetná množina.

• Jsou-liA1, . . . , An, n ∈ N (nejvýše) spočetné množiny, je kartézský součin A1 × · · · ×An
(nejvýše) spočetná množina.

Přı́klad D.43. Dokažte, že množina algebraických čı́sel A je spočetná.

Řešenı́. Algebraická čı́sla jsou reálné kořeny nenulových mnohočlenů s celočı́selnými koefi-
cienty — viz poznámka 2.28. ProtožeQ ⊆ A, je cardA ≥ ℵ0.

Pro n ∈ N označmeAn množinu všech nenulových mnohočlenů s celočı́selnými koefici-
enty a0 + a1x + · · · + akx

k takových, že |a0| + |a1| + · · · + |ak| + k ≤ n. Dále označme Bn
množinu všech reálných kořenů všech mnohočlenů z An. Zřejmě všechny množiny An jsou
konečné (určitě je cardAn < (2n + 1)n+1), takže jsou konečné i množiny Bn. Přitom platı́
A = ⋃

n∈N Bn, takže cardA ≤ ℵ0. �
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Z předchozı́ho přı́kladu plyne, že množina všech transcendentnı́ch čı́sel R � A je ne-
prázdná (je totiž cardA = ℵ0 < cardR). Přitom jsme neuvedli jediný konkrétnı́ přı́klad
transcendentnı́ho čı́sla (tento důkaz neprázdnosti R � A pocházejı́cı́ od Cantora je tzv. exis-
tenčnı́). Ukázat o konkrétnı́m čı́sle (např. e nebo π), že je transcendentnı́, je daleko obtı́žnějšı́.

Analogicky lze uvažovat komplexnı́ algebraická čı́sla. Výsledek bude stejný.

Následujı́cı́ výsledky jsou tvrzenı́ řı́kajı́cı́, že množina všech bodů, v nichž má funkce
definovaná na intervalu jistou vlastnost, nenı́ „přı́liš velká“. V důkazech využijeme skutečnost,
že množina po dvou disjunktnı́ch otevřených intervalů je nejvýše spočetná. Stačı́ vybrat
v každém intervalu racionálnı́ čı́slo. Tı́m dostáváme prosté zobrazenı́ množiny těchto intervalů
do množiny Q, která je spočetná.

Věta D.44. Necht’ funkce f je monotonnı́ na intervalu I . Pak množina všech bodů nespoji-
tosti f na I je nejvýše spočetná, přičemž všechny body nespojitosti jsou prvnı́ho druhu.

Důkaz. Z lemmatu 4.18 plyne, že v každém bodě x0 ∈ I existujı́ konečné jednostranné limity
lim
x→x−

0

f (x) = f (x0−) a lim
x→x+

0

f (x) = f (x0+) (v přı́padných krajnı́ch bodech vždy jen jedna

z těchto limit). Tedy všechny body nespojitosti jsou prvnı́ho druhu.
Necht’f je např. neklesajı́cı́. Pak ve vnitřnı́ch bodech je f (x0−) ≤ f (x0+) a funkce je

nespojitá v x0 právě tehdy, kdyžf(x0−) < f (x0+). Označme J ⊆ I množinu všech vnitřnı́ch
bodů nespojitosti f . Pro každé x ∈ J vyberme racionálnı́ čı́slo r(x) ∈ (f (x−), f (x+)). Pro
x1, x2 ∈ J , x1 < x2, je f (x1+) ≤ f (x2−), takže (f (x1−), f (x1+))∩ (f (x2−), f (x2+)) =
= ∅. To znamená, že r : J → Q je prosté zobrazenı́. Protože Q je spočetná, je J nejvýše
spočetná. Krajnı́ body intervalu (pokud je v nich f definovaná), mohou přidat nejvýše dva
body nespojitosti.

Věta D.45. Necht’ f je funkce definovaná na intervalu I . Pak množina všech jejı́ch bodů
nespojitosti prvnı́ho druhu je nejvýše spočetná.

Důkaz. Označme J ⊆ Io množinu všech bodů nespojitosti prvnı́ho druhu funkce f ležı́cı́ch
uvnitř I . Pak x0 ∈ J právě tehdy, když lim

x→x−
0

f (x) = f (x0−) �= lim
x→x+

0

f (x) = f (x0+). Je

J = J1 ∪ J2, kde J1 = {x ∈ J : f (x−) < f (x+)} a J2 = {x ∈ J : f (x−) > f (x+)}.
Dokážeme, že množina J1 je nejvýše spočetná. Podobně se totéž ukáže pro J2. Tı́m bude
tvrzenı́ lemmatu dokázáno.

Necht’ x ∈ J1. Vyberme racionálnı́ čı́slo rx ∈ (f (x−), f (x+)). Tı́m je definováno
zobrazenı́ ϕ : J1 → Q, které však nemusı́ být prosté. Položme Ar = {x ∈ J1 : ϕ(x) = r},
kde r ∈ Q. Pak platı́ J1 = ⋃

r∈QAr . Protože Q je spočetná, stačı́ ukázat, že každá Ar je
nejvýše spočetná.

Necht’ x ∈ Ar . Protože r < f (x+), existuje pravé δx -okolı́ (x, x + δx) takové, že
pro s ∈ (x, x + δx) je f (s) > r . Dokážeme, že pro libovolná x1, x2 ∈ Ar , x1 < x2, je
(x1, x1 + δx1) ∩ (x2, x2 + δx2) = ∅. Připust’me, že tomu tak nenı́. Pak je x2 < x1 + δx1 a
f (x) > r na intervalu (x1, x2]. Limitnı́m přechodem x → x−

2 dostaneme, že f (x2−) ≥ r ,
což je spor. Každému x ∈ Ar jsme tedy přiřadili jistý otevřený interval (x, x + δx). Protože
množina těchto intervalů je po dvou disjunktnı́, je nejvýše spočetná a tutéž vlastnost má tudı́ž
i množinaAr .
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Pokud krajnı́ body intervalu I patřı́ do D(f ), mohou přidat nejvýše dva dalšı́ body
nespojitosti prvnı́ho druhu.

Z předchozı́ věty plyne znovu věta D.44, protože monotonnı́ funkce má pouze body
nespojitosti prvnı́ho druhu.

Věta D.46. Necht’ f je funkce definovaná na intervalu I . Pak množina všech jejı́ch bodů
odstranitelné nespojitosti je nejvýše spočetná.

Důkaz. Označme J ⊆ Io množinu všech bodů odstranitelné nespojitosti funkce f ležı́cı́ch
uvnitř I . V těch bodech x ∈ J , kde nenı́ f definovaná, zvolme f (x) libovolně ale tak,
aby lim

s→x
f (s) �= f (x). Je J = J1 ∪ J2, kde J1 = {x ∈ J : lim

s→x
f (s) > f (x)} a J2 =

= {x ∈ J : lim
s→x

f (s) < f (x)}. Dokážeme, že množina J1 je nejvýše spočetná. Podobně se
totéž ukáže pro J2. Tı́m bude tvrzenı́ lemmatu dokázáno.

OznačmeAn = {x ∈ J1 : lim
s→x

f (s) > f (x)+1/n}, kde n ∈ N. Pak platı́ J1 = ⋃
n∈NAn.

Protože N je spočetná, stačı́ ukázat, že každá An je nejvýše spočetná.
Necht’ x ∈ An a lim

s→x
f (s) = a. K čı́slu 1/2n > 0 existuje δx > 0 takové, že pro

s ∈ (x − δx, x + δx), s �= x platı́ nerovnosti a − 1/2n < f (s) < a + 1/2n. Předpokládejme
nynı́, že pro některé y ∈ (x, x + δx) platı́ y ∈ J1. Pak existuje lim

s→y
f (s) = b a musı́ platit

a − 1/2n ≤ b ≤ a + 1/2n. Odtud b− f (y) < a + 1/2n− (a − 1/2n) = 1/n. Tedy y /∈ An.
Přiřad’me každému x ∈ An otevřený interval (x, x + δx). Z předchozı́ho vyplývá, že pro
x1, x2 ∈ An, x1 < x2, je (x1, x1 + δx1) ∩ (x2, x2 + δx2) = ∅. Množina těchto intervalů je
proto nejvýše spočetná a tutéž vlastnost má tudı́ž i množina An.

Pokud krajnı́ body intervalu I patřı́ do D(f ), mohou přidat nejvýše dva dalšı́ body
odstranitelné nespojitosti.

Věta D.47. Necht’ f je funkce definovaná na intervalu I . Pak množina všech bodů, v nichž
má f ostré lokálnı́ extrémy, je nejvýše spočetná.

Důkaz. Necht’J ⊆ I je množina všech bodů, v nichž má funkce f ostré lokálnı́ extrémy.
Pak J = J1 ∪ J2, kde J1 je množina těch bodů, v nichž má f ostrá lokálnı́ maxima, a J2 je
množina těch bodů, v nichž má f ostrá lokálnı́ minima. Dokážeme, že množina J1 je nejvýše
spočetná. Podobně se totéž ukáže pro J2. Tı́m bude tvrzenı́ lemmatu dokázáno.

Necht’x ∈ J1. Z definice ostrého lokálnı́ho maxima vyplývá, že existuje přirozené čı́slo nx
takové, že pro s ∈ (x − 1/nx, x + 1/nx), s �= x platı́ nerovnost f (x) > f (s). Označme
An = {x ∈ J1 : nx = n}. Pak platı́ J1 = ⋃

n∈NAn. Protože N je spočetná, stačı́ ukázat, že
každá An je nejvýše spočetná.

Dokážeme, že pro x1, x2 ∈ An, x1 �= x2, je |x1 − x2| ≥ 1/n. V opačném přı́padě by totiž
bylo f (x1) > f (x2), protože nx1 = n, a současně f (x2) > f (x1), protože nx2 = n, což je
spor. Přiřad’me každému x ∈ An otevřený interval (x, x + 1/2n). Z předchozı́ho vyplývá, že
pro x1, x2 ∈ An, x1 < x2, je (x1, x1 + 1/2n)∩ (x2, x2 + 1/2n) = ∅. Množina těchto intervalů
je proto nejvýše spočetná a tutéž vlastnost má tudı́ž i množinaAn.

Předchozı́ věta neplatı́ pro neostré lokálnı́ extrémy. Funkce konstantnı́ na intervalu má
lokálnı́ extrém (současně neostré maximum i minimum) v každém bodě.
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Věta D.48. Necht’ funkce f je konvexnı́ na intervalu I . Pak množina všech bodů, v nichž
neexistuje f ′, je nejvýše spočetná.

Důkaz. Stačı́ se omezit na vnitřek Io intervalu I . Podle věty D.30 derivace f ′(x) neexistuje
právě tehdy, když je f ′+ v bodě x nespojitá. Dále z důsledku D.28 vı́me, že f ′+ je neklesajı́cı́,
takže podle věty D.44 má nejvýše spočetně mnoho bodů nespojitosti.

Poznamenejme ještě, že ke všem předchozı́m tvrzenı́m lze najı́t funkce, které majı́ sku-
tečně spočetně mnoho bodů s přı́slušnou vlastnostı́. Funkce celých částı́ �x� je neklesajı́cı́
a má body nespojitosti (prvnı́ho druhu) právě ve všech celých čı́slech. Riemannova funkce
ρ(x) má body odstranitelné nespojitosti právě v racionálnı́ch čı́slech — viz cvičenı́ 13 ke
kapitole 4. Funkce cos x má ostré lokálnı́ extrémy právě v bodech kπ, k ∈ Z, které tvořı́
spočetnou množinu.

Přı́klad na konvexnı́ funkci nám dá trochu vı́ce práce. Necht’k > 1. Definujme f (x) = x

pro x ∈ [0, 1], f (x) = 1 + k(x − 1) pro x ∈ [1, 2], f (x) = 1 + k + k2(x − 2) pro
x ∈ [2, 3], f (x) = 1 + k + k2 + k3(x − 3) pro x ∈ [3, 4] atd. Graf je tvořen na sebe
navazujı́cı́mi úsečkami, jejichž směrnice se neustále zvětšujı́. Funkce je zřejmě konvexnı́.
Přesně to ověřı́me takto. Označme f0(x) = x, fn(x) = 1 + k+ k2 + · · · + kn−1 + kn(x − n),
x ≥ 0, n ∈ N. Tyto funkce jsou lineárnı́, a proto jsou konvexnı́. Na intervalu [0, n + 1] pak
platı́ f = max{f0, f1, . . . , fn}. Podle přı́kladu D.36 je f na tomto intervalu konvexnı́. Pro
libovolné x1, x2 ≥ 0 a λ1, λ2 ≥ 0, λ1 + λ2 = 1, nynı́ zvolı́me n ∈ N tak, aby x1, x2 ≤ n+ 1.
Pak bude platit nerovnost f (λ1x1 + λ2x2) ≤ λ1f (x1) + λ2f (x2), což znamená, že f je
konvexnı́ na celém intervalu [0,+∞). Přitom f ′ neexistuje právě v přirozených čı́slech.

Množina bodů nespojitosti druhého druhu může být nespočetná. Např. Dirichletova
funkce χ(x) má body nespojitosti druhého druhu v každém reálném čı́sle — viz str. 81.

Dále si všimneme vlastnosti, která je zesı́lenı́m spojitosti na intervalu a která má mimo
jiné důležitou roli v teorii vlastnı́ho Riemannova integrálu.

Definice D.49. Řekneme, že funkce f definovaná na intervalu J je na tomto intervalu
stejnoměrně spojitá, jestliže ke každému čı́slu ε > 0 lze nalézt čı́slo δ > 0 takové, že pro
libovolné dva body x, y ∈ J , která majı́ vlastnost |x − y| < δ, platı́ |f (x)− f (y)| < ε.

Zřejmě každá funkce stejnoměrně spojitá na intervalu J je na tomto intervalu i spojitá.
Opak ale neplatı́. Např. funkce 1/x je spojitá na intervalu (0, 1). Nenı́ ale stejnoměrně spojitá.
K čı́slu ε = 1 by totiž muselo existovat δ > 0 tak, že pro x, y ∈ (0, 1), |x − y| < δ by platilo
|1/x− 1/y| < 1. To však nenı́ pravda, protože v sebemenšı́m pravém okolı́ nuly lze najı́t x, y
tak, že rozdı́l |1/x − 1/y| bude většı́ než 1. Zcela analogicky se ověřı́, že také funkce sin 1/x
nenı́ stejnoměrně spojitá na tomtéž intervalu.

Jiná situace je, pokud je interval kompaktnı́. Platı́ totiž následujı́cı́ tvrzenı́.

Věta D.50 (Heineho-Cantorova věta). Necht’funkcef je spojitá na ohraničeném uzavřeném
intervalu [a, b]. Pak je funkce f na tomto intervalu spojitá stejnoměrně.
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Důkaz. Zvolme libovolné ε > 0. Podle definice spojitosti (v krajnı́ch bodech jednostranné)
lze ke každému x ∈ [a, b] nalézt okolı́O(x) = (x−δx, x+δx) takové, že pro y ∈ O(x)∩[a, b]
platı́ |f (x) − f (y)| < ε/2. Systém okolı́ Ô(x) = (x − δx/2, x + δx/2) je otevřeným
pokrytı́m kompaktnı́ho intervalu [a, b]. Podle Borelovy věty D.3 existuje konečné podpokrytı́

{Ô(x1), . . . , Ô(xn)} takové, že
n⋃
i=1
Ô(xi) ⊇ [a, b]. Položme δ = min{δx1/2, . . . , δxn/2}.

Necht’x, y ∈ [a, b], |x − y| < δ. Pak existuje i ∈ {1, . . . , n} takové, že x ∈ Ô(xi) =
= (xi − δxi /2, xi + δxi /2). Vzhledem k volbě čı́sla δ platı́ y ∈ O(xi) = (xi − δxi , xi + δxi ).
Platı́ |f (x)− f (y)| = |f (x)− f (xi)+ f (xi)− f (y)| ≤ |f (x)− f (xi)| + |f (y)− f (xi)| <
< ε/2 + ε/2 = ε. K danému ε > 0 jsme tedy našli čı́slo δ > 0 s požadovanou vlastnostı́.

Srovnejme definice spojitosti na intervalu a stejnoměrné spojitosti na intervalu. Spojitost
na intervalu J znamená:

∀ε > 0 ∀x ∈ J ∃δ > 0 ∀y ∈ J : |x − y| < δ =⇒ |f (x)− f (y)| < ε.

Stejnoměrná spojitost na intervalu J znamená:

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x, y ∈ J : |x − y| < δ =⇒ |f (x)− f (y)| < ε.

Rozdı́l je tedy jen v pořadı́ kvantifikátorů. Zatı́mco u spojitosti čı́slo δ závisı́ na volbě ε ale
také na výběru x (pı́šeme δ = δ(ε, x)), u s stejnoměrné spojitosti závisı́ jen na volbě ε (pı́šeme
δ = δ(ε)), je tedy pro všechna x univerzálnı́.

Věta D.51. Necht’ funkce f je spojitá na intervalu (a, b), a, b ∈ R. Pak f lze spojitě rozšı́řit
na interval [a, b] (tj. existujı́ vlastnı́ jednostranné limity lim

x→a+ f (x) a lim
x→b− f (x)) právě tehdy,

když je f na (a, b) stejnoměrně spojitá.

Důkaz. Nutnost je zřejmá. Lze-li f spojitě rozšı́řit na [a, b], je podle Heineho-Cantorovy
věty f na [a, b] a tudı́ž i na (a, b) stejnoměrně spojitá.

Ukážeme postačitelnost. Necht’ tedy f je stejnoměrně spojitá na (a, b). K libovolnému
ε > 0 existuje δ > 0 tak, že pro x, y ∈ (a, b), |x − y| < δ, platı́ |f (x)− f (y)| < ε. Zejména
tato nerovnost platı́ na intervalu (a, a+ δ resp. (b− δ, b). To však podle věty D.21 znamená,
že v bodech a a b existujı́ jednostranné limity funkce f .

Tvrzenı́ neplatı́ na neohraničeném intervalu. Např. funkce sin x (a podobně každá spojitá
periodická funkce) je stejnoměrně spojitá na R a přitom limity pro x → ±∞ neexistujı́.
Srovnejte rovněž předchozı́ lemma s přı́klady za definicı́ D.49.

Na závěr si všimneme vlastnosti, kterou majı́ určité důležité množiny reálných funkcı́.

Definice D.52. Funkce f definovaná na intervalu J se nazývá darbouxovská na J , má-li
následujı́cı́ vlastnost: Pro každé dva body x1, x2 ∈ J takové, že f (x1) < f (x2), a pro každé
čı́slo c ∈ (

f (x1), f (x2)
)

existuje bod ξ ležı́cı́ uvnitř otevřeného intervalu s krajnı́mi body
x1 a x2, v němž platı́ f (ξ) = c.

Darbouxovská funkce musı́ tedy s libovolnou dvojicı́ hodnot f (x1) < f (x2) ze svého
definičnı́ho oboru nabývat na intervalu s koncovými body x1 a x2 i všech mezilehlých hodnot.
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Z Bolzanovy věty 4.35 vyplývá, že tuto vlastnost majı́ spojité funkce. Následujı́cı́ věta udává
dalšı́ třı́du funkcı́ s touto vlastnostı́.

Věta D.53 (Darbouxova věta). Necht’ funkce f má vlastnı́ derivaci na intervalu J . Pak je
funkce f ′ na J darbouxovská.

Důkaz. Necht’x1, x2 ∈ J , f ′(x1) < f ′(x2) (pokud jde o krajnı́ body, jsou derivace jedno-
stranné) a c ∈ (

f ′(x1), f
′(x2)

)
. Necht’např. x1 < x2. Položme g(x) = f (x)− cx. Pak g má

vlastnı́ derivaci a platı́ g′(x) = f ′(x) − c. Tedy g je spojitá na intervalu [x1, x2] a podle
Weierstrassovy věty nabývá na tomto intervalu své nejmenšı́ hodnoty v bodě ξ ∈ [x1, x2].
Ukážeme, že ξ je vnitřnı́ bod. Je totiž g′(x1) < 0 a g′(x2) > 0. Podle lemmatu 5.22 je g kle-
sajı́cı́ v bodě x1 a rostoucı́ v bodě x2 (uvažujeme jednostranná okolı́). Proto je ξ ∈ (x1, x2).
Podle věty 6.8 platı́ g′(ξ) = 0, a tedy f ′(ξ) = c.

Věta platı́ i v přı́padě nevlastnı́ derivace, pokud předpokládáme, že f je spojitá.
Přı́kladem funkce, která je darbouxovská, ale nenı́ spojitá, je funkce f (x) = sin 1/x pro

x �= 0, f (0) = a, kde a ∈ [−1, 1]. Pro |a| > 1 už darbouxovská nenı́!

D.5. Obecná Taylorova věta

V kapitole 7 jsme zavedli Taylorův mnohočlen a uvedli jsme odhad chyby, které se dopus-
tı́me při náhradě funkce jejı́m Taylorovým mnohočlenem. Věta 7.8 je speciálnı́m přı́padem
následujı́cı́ho výsledku.

Věta D.54 (Taylorova věta). Necht’ funkce f má na otevřeném intervalu I vlastnı́ derivace
až do řádu n + 1 pro některé n ∈ N ∪ {0}. Necht’ x0, x ∈ I , x0 �= x a necht’ J je interval
s koncovými body x0 a x. Necht’ ϕ je funkce, která je spojitá na intervalu J a která má
nenulovou derivaci uvnitř J .

Pak existuje čı́slo ξ ležı́cı́ uvnitř J takové, že pro zbytek v Taylorově vzorci se středem
v x0 platı́:

Rn(x) = f (n+1)(ξ)

n! · ϕ(x)− ϕ(x0)

ϕ′(ξ)
(x − ξ)n. (D.4)

Důkaz. Pro t ∈ J položme

g(t) = f (x)− f (t)− f ′(t)
1! (x − t)− f ′′(t)

2! (x − t)2 − · · · − f (n)(t)

n! (x − t)n.

Funkce g je spojitá na J a platı́ g(x) = 0, g(x0) = Rn(x). Uvnitř J má g derivaci, přičemž

g′(t) = −f ′(t)−
(
f ′′(t)

1! (x − t)− f ′(t)
1!

)
−
(
f ′′′(t)

2! (x − t)2 − 2
f ′′(t)

2! (x − t)

)
−

− · · · −
(
f (n+1)(t)

n! (x − t)n − n
f (n)(t)

n! (x − t)n−1
)

= −f
(n+1)(t)

n! (x − t)n.

Funkce g a ϕ splňujı́ na intervalu J předpoklady Cauchyovy věty 5.24. Tedy uvnitř J existuje
čı́slo ξ tak, že platı́ [g(x0) − g(x)]ϕ′(ξ) = [ϕ(x0) − ϕ(x)]g′(ξ). Podle předpokladu je
ϕ′(ξ) �= 0. Po osamostatněnı́ g(x0) a dosazenı́ za g dostaneme vztah (D.4).
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Důsledek D.55 (Lagrangeův tvar zbytku). Necht’ jsou splněny předpoklady o funkci f
z věty D.54. Pak existuje čı́slo ξ ležı́cı́ uvnitř J takové, že platı́

Rn(x) = f (n+1)(ξ)

(n+ 1)! (x − x0)
n+1.

Důkaz. V předchozı́ větě položı́me ϕ(t) = (x − t)n+1.

Důsledek D.56 (Cauchyův tvar zbytku). Necht’ jsou splněny předpoklady o funkci f
z věty D.54. Pak existuje čı́slo ξ ležı́cı́ uvnitř J takové, že platı́

Rn(x) = f (n+1)(ξ)

n! (x − ξ)n · (x − x0).

Důkaz. V předchozı́ větě položı́me ϕ(t) = t .

Cauchyův tvar bývá někdy vhodnějšı́ pro odhad velikosti zbytku než Lagrangeův tvar. Je
tomu tak např. u Maclaurinova vzorce mocninné funkce (1 + x)a .

*

Kdysi jsem zašel s jednı́m přı́telem matematikem do čı́nské restaurace. Na
jı́delnı́čku bylo vytištěno: Veškeré služby navı́c jsou účtovány zvlášt’. Přı́tel

podotkl: „Třetı́ i poslednı́ slovo mohli klidně vynechat.“

*

Určitá auta hrkajı́. Moje auto je zcela určité. Nenı́ tedy divu, že hrká!
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Historická poznámka

Počátky diferenciálnı́ho počtu jsou spjaty s pojmem nekonečně malé veličiny. Tento
pojem se v náznaku objevuje již v antickém Řecku, kde byl užı́ván předevšı́m k výpo-
čtu ploch a objemů. Matematikové se k tomuto termı́nu vracejı́ opět ve středověku, kde
byl Galileem poprvé použit v souvislosti s diferenciálnı́m počtem k popisu volného
pádu.

Vznik diferenciálnı́ho počtu lze datovat do 17. stoletı́. Toto stoletı́ je obdobı́m zá-
mořských objevů a také všeobecného rozvoje vzdělanosti, který se promı́tl rovněž do
matematiky. Matematika je postupně obohacována o nové disciplı́ny, jako analytická
geometrie nebo teorie pravděpodobnosti. Celé úsilı́ vrcholı́ zavedenı́m ústřednı́ho
pojmu matematiky — funkce — a vytvořenı́m tzv. infinitesimálnı́ho počtu, což je
souhrnné označenı́ pro diferenciálnı́ a integrálnı́ počet.

Počátky diferenciálnı́ho počtu souvisı́ s potřebou řešit některé geometrické pro-
blémy. Mezi nejznámějšı́ patřı́ úloha nalézt extrémy funkce, kterou řešil Fermat, a
problém hledánı́ tečny ke křivce, který uvádějı́ ve svých pracı́ch Fermat, Barrow, ale i
matematikové, kteřı́ jsou považováni za vlastnı́ autory diferenciálnı́ho a integrálnı́ho
počtu — Newton a Leibniz.

Diferenciálnı́ počet si zı́skal popularitu nejen pro nesmı́rnou důležitost svých
aplikacı́, ale také dı́ky několika historickým okolnostem spjatým s jeho vznikem a
rozvojem. Nejznámějšı́ je bezesporu spor o autorstvı́, který vzplál mezi Newtonem a
Leibnizem a který nebyl během celého jejich života rozřešen. Podařilo se to až historii
samé, která spravedlivě odměnila oba muže. V chápánı́ podstaty derivace se totiž ujal
Newtonův geometrický přı́stup, pro jejı́ formálnı́ vyjádřenı́ je však použı́ván aparát
Leibnizův.

O tom, že mnozı́ matematikové byli ješitnı́, svědčı́ i přı́klad dalšı́ho z nich, Johanna
Bernoulliho. Ten se proslavil zejména přı́hodou s L’Hôpitalem, který jej požádal, aby
mu osvětlil metody kalkulu. Na základě těchto lekcı́ sestavil L’Hôpital prvnı́ učebnici
analýzy, z nı́ž nejznámějšı́ se stalo L’Hôpitalovo pravidlo, užı́vané i dnes pod tı́mto
názvem. Přestože se v knize objevilo poděkovánı́ Bernoullimu, cı́til se Johann být
podveden.
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Záhy po vybudovánı́ diferenciálnı́ho počtu se objevily pochybnosti o jeho ko-
rektnosti. Byl totiž vystavěn na pojmu nekonečně malé veličiny, jehož podstata byla
chápána pouze intuitivně. Přesně nebyla definována ani pravidla pro počı́tánı́ s neko-
nečně malými veličinami.

Chatrné základy této disciplı́ny vedly k sı́lı́cı́ kritice nejen ze strany matematiků.
Situace se stala tak vážnou, že vstoupila do dějin jako druhá krize matematiky. Bylo
tedy nutno výstavbu diferenciálnı́ho počtu zpřesnit a položit na rozumné základy. To
se podařilo o téměř 130 let později Cauchymu, který roku 1820 zavedl pojem limity.
Proces zpřesňovánı́ základů matematické analýzy posléze dokončil Weierstrass, který
vybudoval dodnes užı́vaný „ε − δ jazyk“ modernı́ analýzy.

Jak tedy můžeme vidět, historický vývoj postupoval zcela opačně, než postupujı́
studenti při studiu analýzy dnes. Nejprve byly položeny základy integrálnı́ho počtu,
poté základy diferenciálnı́ho počtu a ještě o vı́ce než 130 let později se objevil pojem
limity, dnes ústřednı́ pojem analýzy.

V následujı́cı́m přehledu jsou uvedeni matematikové, jejichž jména jsou zmı́něna
v nějaké souvislosti v tomto skriptu.

Isaac Barrrow (1630–1677), anglický matematik

Jacob Bernoulli (1654–1705), švýcarský matematik

Johann Bernoulli (1667–1748), švýcarský matematik

Bernard Placidus Johann Nepomuk Bolzano (1781–1848), český matematik, filosof a teolog

Félix Edouard Justin Emile Borel (1871–1956), francouzský matematik

Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845–1918), německý matematik

Constantin Carathéodory (1873–1950), řecký matematik

Augustin Louis Cauchy (1789–1857), francouzský matematik

Jean Gaston Darboux (1842–1917), francouzský matematik

Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805–1859), německý matematik

Leonhard Euler (1707–1783), švýcarský matematik, fyzik, mechanik a astronom

Pierre de Fermat (1601–1665), francouzský matematik

Galileo Galilei (1564–1642), italský matematik a fyzik

Heinrich Eduard Heine (1821–1881), německý matematik
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Guillaume François Antoine Marquis de L’Hôpital (1661–1704), francouzský matematik

Johann Ludwig William Valdemar Jensen (1859–1925), dánský matematik

Joseph-Louis Lagrange (1736–1813), francouzský matematik a mechanik

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646–1716), německý matematik, právnı́k a diplomat

Colin Maclaurin (1698–1746), skotský matematik

Isaac Newton (1643–1727), anglický matematik a fyzik

Giuseppe Peano (1858–1932), italský matematik

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826–1866), německý matematik

Michel Rolle (1652–1719), francouzský matematik

Bertrand Arthur William Russell (1872–1970), britský matematik, logik a filosof

Brook Taylor (1685–1731), anglický matematik

Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815–1897), německý matematik

Řadu zajı́mavých údajů o vzniku základnı́ch pojmů diferenciálnı́ho počtu a dalšı́
informace z historie této matematické disciplı́ny lze nalézt v [21].

Na závěr upozorněme na nejednoznačnost ve psanı́ jména L’Hôpital. Podle ně-
kterých historických pramenů se pı́še tak, jak jsme právě uvedli. Podle jiných se
pı́še L’Hospital resp. l’Hospital. V českých učebnicı́ch (ale ne jen v nich) se ustálila
poslednı́ uvedená podoba, kterou jsme v textu užı́vali i my.
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Výsledky cvičenı́

Kapitola 1. Pojem funkce

1. a) x

y

1 b) x

y
2

−2 2 c) x

y

2

−1 1

2. a) (−1/2, 3/2), b) (−1, 5), c) (−∞, 0) ∪ (2,+∞).

3. a) x

y

1

−1 1 2 Je periodická s nejmenšı́ periodou 1.
b) χ(χ(x)) = 1, x ∈ R, graf je přı́mka. Je periodická a nemá nejmenšı́ periodu.

4. a) ano, b) ne, např.
∣∣⌊− 1

2

⌋∣∣ �= ⌊∣∣− 1
2

∣∣⌋.

5. Je f (x) = fs(x) + fl(x), kde fs(x) = (f (x) + f (−x))/2 je sudá funkce a
fl(x) = (f (x)− f (−x))/2 je lichá funkce.

6. Kdyby ω0 > 0 byla nejmenšı́ perioda a ω1 > ω0 byla perioda, která nenı́ jejı́m
celočı́selným násobkem, pak by čı́slo ω1 − ⌊

ω1
ω0

⌋ · ω0 byla perioda menšı́ než ω0,
což je spor.

7. Pokud 0 ∈ D(f ), pak f (0) = −f (0) a odtud přı́mo f (0) = 0.

8. Existuje: f (x) = 0 pro všechna x ∈ R.

9. a) ani sudá ani lichá, b) lichá, c) ani sudá ani lichá, d) sudá, e) lichá.

10. a) y = 1+5x
2−3x , b) y = log10 x + 3, c) y = 1

x
.
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Kapitola 2. Posloupnosti

1. a) Např. an = bn = 1/n, b) Např. an = 1/n, bn = 1/n2.

2. a) 1/(2
√
a ), b) −1, c) −1.

3. a) 1, b) 1, c) 0, d) 3/4, e) 6, f) 2.

4. a) 2,−2, b) 2, 0, c) 0,∞, d) −2, 2,
e) 0, 1, f) −∞,+∞, g) −∞,+∞, h) 0, 2.

5. a) Limita existuje a rovná se 1/3.
b) Limita neexistuje, posloupnost má hromadné body 0 a ±1/2.

6. Kdybyω /∈ Gf , existovala by klesajı́cı́ posloupnost {ωn} ⊆ Gf taková, žeωn → ω

pro n → ∞. Konvergentnı́ posloupnost je ale cauchyovská, takže rozdı́l ωm −ωn,
n > m, je pro velká m,n menšı́ než ω. Avšak ωm − ωn je perioda, což je spor.

Kapitola 3. Elementárnı́ funkce

1. a) P(x) = (x − 1)(x + 1)(x2 + x + 1)(x2 − x + 1) (−∞,−1) (1, 1) (1,∞)

+ − +
b) P(x) = (x2 +1)(x2 −√

3x+1)(x2 +√
3x+1), P(x) > 0 pro každé x ∈ R,

c) P(x) = (x − 1)(x + 1)(x2 + 1) (−∞,−1) (−1, 1) (1,∞)

+ − +

2. P(x) = (x2 + 4)(x + 1)(x − 2) (−∞,−1) (−1, 2) (2,∞)

+ − +

3. a) R(x) = 2x3 + 3x2 − 2x − 13 + −19x+53
x2−2x+4 ,

b) R(x) = x3 − 1
3x + 2

9 + 5
9(3x+2) , c) R(x) = −4 + 23−2x

x2−3x+6 ,

d) R(x) = 3x2 + 3 + −6x2+5x−8
x3−x+1 , e) R(x) = 2x2 − 3 + x2−x+1

x4−3x2+2x−1 .

4. a) x ∈ R� {−3,−2,−√
2, 1/3,

√
2, 5}

(−∞,−3) (−3,−2) (−2,−√
2) (−√

2, 0) (0, 1
3 ) ( 1

3 ,
√

2) (
√

2, 3
2 ) ( 3

2 , 5) (5,∞)

+ − + − + − + − +

b) x ∈ R� {−3, 0} (−∞,−3) (−3,−2) (−2, 0) (0, 1) (1,+∞)

+ − + − +
c) x ∈ R� {−1, 0, 3}
(−∞,−3) (−3,−1) (−1, 0) (0, 1) (1, 2) (2, 3) (3,+∞)

− + − − + − +
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d) x ∈ R� {2} (−∞,−3) (−3,−1) (−1, 2) (2,+∞)

− + − +

e) x ∈ R� {−1} (−∞,−3) (−3,−1) (−1, 0) (0, 2) (2,+∞)

− + − − +

f) x ∈ R� {−2, 1} (−∞,−3) (−3,−2) (−2,−1) (−1, 1) (1,+∞)

− + − + +

5. a)
2

x − 2
+ 3
x + 2

− 1
x + 3

, b)
1
x2 − 2

x
+ 2x − 3
x2 − x + 2

,

c)
x

x2 + 1
− 2
(x − 1)2

, d)
3

x − 1
+ 2
x + 1

− 1
x2 + 4

x
,

e)
3

x + 2
+ −x + 3
x2 + x + 1

, f)
x

(x2 + 1)2
− 1
x2 + 1

+ 1
x
.

6. P(x) = −2x5 + 8x4 − 26x3 (−∞, 0) (0,+∞)

+ −
8. D = R� {π/2 + kπ, k ∈ Z}, je sudá a periodická s nejmenšı́ periodou π.

9. D(f ) = R � {π/2 + kπ, k ∈ Z}, funkce je periodická s nejmenšı́ periodou π a
f (x) = x pro x ∈ (−π/2,π/2).

10. Ve všech přı́padech je f (x) = x, lišı́ se jen definičnı́ obory:

a) [−1, 1], b) [−1, 1], c) R, d) R.

11. a) nenı́ periodická, b) π, c) nenı́ periodická, d) nenı́ periodická.

12. a) 4π, b) 2π, c) 6π, d) 2π, e) 6π.

13. a) [1/3, 1], b) [−3/2, 5/2], c) (−∞, 0] ∪ [1,+∞), d) [−1, 3],
e) (1, 2], f) (1, 5], g) (3/2, 11], h) [2, 3],
i) [−9/2, 3/2], j) [−1/3, 1], k) [−1, 1], l) [3, 4].

14. a)
[ 1−π

3 , 1
3

]
, f −1 : y = 1

3

(
1 − arccos x

2

)
, D(f −1) = [−2, 2],

b)
( 4−π

10 ,
4+π
10

)
, f −1 : y = 1

5

(
2 + arctg(x − 2)

)
, D(f −1) = (−∞,+∞),

c) [0, 1], f −1 : y = 1
2

(
1 + cos x−3

4

)
, D(f −1) = [3, 3 + 4π],

d) R, f −1 : y = 2 + cotg(2 − x), D(f −1) = (2 − π, 2),
e)

[ 1
3 − π

6 ,
1
3 + π

6

]
, f −1 : y = 1

3(1 + arcsin x, D(f −1) = [−1, 1],
f) R, f −1 : y = 1

3

(
4 + tg(x − 1)

)
, D(f −1) = (1 − π

2 , 1 + π
2 )

g)
[− 1

2 ,π − 1
2

]
, f −1 : y = 1

2

(−1 + arccos(2x − 3)
)
, D(f −1) = [1, 3],

h) (−∞, 2/3), f −1 : y = (2 − ex), D(f−1) = R,
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i) R, f −1 : y = ln
√
x2 − 2x − 2, D(f−1) = (1 + √

3,+∞),

j) R, f −1 : y = ln 4x−4
x+1 , D(f

−1) = (−∞,−1) ∪ (1,+∞),

k) (−∞, 5/2), f −1 : y = 5−ex
2 , D(f −1) = R,

l) (−∞, ln 3], f −1 : y = ln(3 − x2), D(f−1) = [0,√3 ),
m) R, f −1 : y = ln 2

x−1 , D(f
−1) = (1,+∞),

n)
[ 5

4 ,
5+2π

4

]
, f −1 : y = 1

2 arccos(x + 3)+ 5
4 , D(f

−1) = [−4,−2],
o) [−2, 2], f −1 : y = 2 cos x

3 , D(f
−1) = [0, 3π],

p) (−∞, 0], f −1 : y = −√
x, D(f −1) = [0,+∞).

15. a)
√

1 − x2, b) x√
1+x2

.

16. Návod: Položte u = arctg x, v = arccotg 1
x

a upravujte podobně jako v přı́-
kladu 3.19.

17. a) lichá, b) lichá, c) sudá, d) sudá.

18. a) D(sinh) = D(cosh) = D(tgh) = R, D(cotgh) = R� {0},
b) cosh je sudá, ostatnı́ jsou liché,
c) argsinh x = ln

(
x + √

x2 + 1
)
, x ∈ R,

argcosh x = ln
(
x + √

x2 − 1
)
, x ∈ [1,+∞),

argtgh x = 1
2 ln 1+x

1−x , x ∈ (−1, 1),
argcotgh x = 1

2 ln x+1
x−1 , x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,+∞),

d) Funkce argcosh nenı́ ani sudá, ani lichá, ostatnı́ jsou liché.

Kapitola 4. Limita a spojitost funkce

1. a) 1/3, b) 2/3.

2. ea

3. a) 6, b) 4, c) −1/12.

4. a) −∞, +∞, b) −1, 1.

5. a) 0, b) 0, c) 1/2, d) (a + b)/2,
e)

√
2/2, f) 2/3, g) 1, h) 2.

6. f (1) = 2/3.

7. Pouze v bodě x = 0.
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8. Použitı́m věty 4.11 vyjde, že lim
x→0

f (x) = 0.

9. a) Odstranitelná nespojitost, b) nespojitost druhého druhu,
c) nespojitost prvnı́ho druhu, d) nespojitost prvnı́ho druhu (jedno-

stranné limity jsou 1 a −1).

10. Plyne z rovnostı́
∣∣|f (x)| − 0

∣∣ = |f (x)| = |f (x)− 0|.
11. a) arctg x, H(f ) = [0,π/2), b) sin x · arctg x, H(f ) = (−π/2,π/2).

12. Necht’ x0, x1 ∈ D(f ), např. x1 < x0, f je spojitá v x0 a f (x0) �= f (x1). Je-
-li infGf = 0, existujı́ libovolně malé kladné periody. Pak je možné sestrojit
posloupnost period {ωn} tak, že ω1 < ω2 < · · · → x0 − x1, tj. x1 + ωn → x0, a
proto podle věty D.15 dodatku f (x1 + ωn) → f (x0). Ale f (x1 + ωn) = f (x1)

je konstantnı́ posloupnost, takže f (x0) = f (x1), což je spor.

13. Platı́ lim
x→x0

ρ(x) = 0 pro každé x0 ∈ R. Tedy ρ(x) je spojitá v iracionálnı́ch čı́slech

a má odstranitelné nespojitosti v racionálnı́ch čı́slech. Limita se určı́ následovně:
Pro 0 < ε < 1 označme Mε množinu všech x ∈ (x0 − 1, x0 + 1) ∩ Q, pro
něž ρ(x) ≥ ε. Tato množina je konečná (hodnota 1 se nabývá nejvýše dvakrát,
hodnota 1/2 nejvýše třikrát atd.) Označme δ = min{|x0 − x| : x ∈ Mε, x �= x0}.
Pak δ > 0 a pro x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), x �= x0, je |ρ(x)| < ε.

14. a) lim
x→0

sinhx
x

= lim
x→0

coshx−1
x

= lim
x→0

tghx
x

= 1,

b) lim
x→±∞ sinh x = ±∞, lim

x→±∞ cosh x = +∞,

lim
x→±∞ tgh x = ±1, lim

x→±∞ cotgh x = ±1, lim
x→0± cotgh x = ±∞.

15. f (x) = x cos 1
x

, x �= 0, f (0) = 0, x ∈ [−π,π].
16. Ve všech přı́padech je to možné.

a) x = 0, f = sgn, g = 0, b) x = 0, f = 0, g = sgn,
c) x = 0, f (0) = 0, f (x) = 1 jinak, g(0) = g(1) = 0, g(y) = 1 jinak.

17. Platı́ max{f, g} = 1/2(f + g + |f − g|) a min{f, g} = 1/2(f + g − |f − g|).
Tvrzenı́ plyne z vět 4.21 a 4.22.
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Kapitola 5. Derivace funkce

1. a) y = − 1
2 x + 1 , y = 2x − 3

2 , b) y = 1, x = 0,
c) y = 2x − π

2 + 2, y = − 1
2 x + π

8 + 2, d) x = 1, y = 1.

2. y = − 1
2 x , y = 2x.

3. a)
x ln 10 log x − (1 + x2) arctg x

(x + x3) ln 10 log2 x
, b)

ex(1 + x − x2 + x3)

(1 + x2)2
,

c)
x(2x arctg x + 1) ln x − (x2 + 1) arctg x

x ln2 x
, d)

ex√
1 + e2x

,

e)
√

x

2 − x
, f)

−1√
x2 − 1

, g)
√

1 + x

x
, h) x arctg x,

i)
xex

2
√

1 + ex
, j)

4x
(x + 1)(x2 + 1)2

, k)
√
a − x

x
, l)

−ex

(1 + ex)
√

1 − e2x
.

4. a) 2
√

1 − x2, D(f ) = [−1, 1], D(f ′) = (−1, 1),

b)
4 − 3x

2
√

2 − x
+ 1√

3 + 2x − x2
, D(f ) = [−1, 2], D(f ′) = (−1, 2).

5. a) cosh x, x ∈ R, b) sinh x, x ∈ R, c)
1

cosh2 x
, x ∈ R,

d)
1

sinh2 x
, x �= 0, e)

1√
x2 + 1

, x ∈ R, f)
1√
x2 − 1

, x > 1,

g)
1

1 − x2 , |x| < 1, h)
1

1 − x2 , |x| > 1.

6. a) e
− 2

π , b) 1
2 , c) 1

6 , d) 1
2 , e) 0,

f) 0, g) 1, h) 1, i) e3, j) 0.

7. a) 1, b) 0, c) +∞, d) e.

8. Důkaz se provede úplnou indukcı́.

9. Pro x z daného ryzı́ho pravého okolı́ je podle Lagrangeovy věty (předpoklady
jsou splněny) f (x)−f (x0)

x−x0
= f ′(c), kde c = c(x) a x0 < c(x) < x. Pro x → x+

0

tedy c(x) → x+
0 , takže platı́ f (x)−f (x0)

x−x0
= f ′(c) → K.

10. a) Podle předchozı́ho cvičenı́ nemůže mı́t vlastnı́ derivace bod nespojitosti prv-
nı́ho druhu.

b) f (x) = x2 sin 1
x

pro x �= 0, f (0) = 0.
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Kapitola 6. Průběh funkce

Označme M(x, y) resp. m(x, y) lokálnı́ maximum resp. minimum v bodě (x, y).

1. 2a.

2. Smax = av
4 .

3. Rozměry trojúhelnı́ka: a = r
√

3, v = 3r
2 , kde a je základna a v výška.

4. a) m(−2, 1), b) m(2,−22), M(−2, 10), c) nejsou,
d) M(1, 1), m(0, 0), m(2, 0), e) M(0, 1), m(−1, 0), m(1, 0),
f) M(0, 3), g) m(1, e).

5. a) M(1, 2), m(−2,−151), b) M(e, e2), m(1, 0).

6. a) konvexnı́ na R, inflexe nenı́,
b) konkávnı́ na (−∞, 2/3), konvexnı́ na (2/3,+∞), inflexe v x = 2/3,
c) konvexnı́ na (−∞,−1/3

√
3) a (1/3

√
3,+∞), konkávnı́ na

(−1/3
√

3, 0) a (0, 1/3
√

3), inflexe v x = −1/3
√

3 a x = 1/3
√

3,
d) konvexnı́ na (−√

3, 0) a (
√

3,+∞), konkávnı́ na (−∞,−√
3) a (0,

√
3),

inflexe v x = −√
3, x = 0 a x = √

3,
e) konvexnı́ na (−√

3, 0) a (
√

3,+∞), konkávnı́ na (−∞,−√
3) a (0,

√
3),

inflexe v x = −√
3, x = 0 a x = √

3.

7. a) D = R, lichá, asymptota y = 0, graf viz obr. 1.4 a).

− +
y:

0
− + −

y′:

min max
1−1 1

− + − +
y′′:

inf inf inf

√
3−√
3 0

√
3

b) D = R, sudá, asymptota y = −1, graf viz obr. 1.4 b).

− + −y:
1−1 1

+ −
y′:

max
0

+ − +
y′′:

inf inf
1/

√
3−1/

√
3 1/

√
3

c) D = R, asymptota y = 0, graf viz obr. 1.4 c).

− +
y:

1−1
− + −

y′:

maxmin
−1 − √

2 −1 + √
2
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− + − +
y′′:

inf inf inf
−2 − √

3 −2 + √
3 1

d) D = R� {0}, asymptota y = π
4 .

+ − +
y:

0 1
+ +

y′:
0

+ + −
y′′:

inf
0 1

2

x

y

π
2

−π
2

−π
4

π
4 1

2

1O

y = arctg
x − 1
x

e) D = R� {−3,−1}, asymptoty x = −3, x = −1, y = 0.

+ − +
y:

3−3 1−1
+ + − −

y′:

max
3−3 2−2 1−1

+ − +
y′′:

3−3 1−1

x

y

−1

2−2 −1−3

O

y = 1
x2 + 4x + 3
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8. a) x = 2, y = 3x, b) x = −1, x = 1, y = x, c) x = −1, x = 1, y = 0,
d) x = 0, y = x, e) y = x + 4/3, f) x = −1/e, y = x + 1/e.

9. a) D = R, lichá, graf obr. V.1 a).

− +
f :

0
+

f ′:
0

− +
f ′′:

inf
0

b) D = R� {1}, asymptoty x = 1, y = 1, graf obr. V.1 b).

+ − +
f :

0 1
− −

f ′:
1

− +
f ′′:

inf
1

c) D = (−2, 2), sudá, asymptoty x = −2, x = 2, graf obr. V.1 c).

− + −
f :

2−2
√

3−√
3

√
3 2

+ −
f ′:

max
2−2 0 2

−
f ′′:

2−2 2

d) D = R, lichá, asymptota y = 0, graf obr. V.1 d).

− +
f :

0
− + −

f ′:

min max
1−1 1

− + − +
f ′′:

inf inf inf

√
2−√
2 0

√
2

e) D = (−1, 1), lichá, asymptoty x = −1, x = 1, graf obr. V.1 e).

− +
f :

0
+

f ′:
0

− +
f ′′:

inf
0

f) D = R, asymptota y = −x + 2/3, f ′±(0) = ±∞, f ′(2) = −∞, graf
obr. V.1 f).

+ + −
f :

0 2
− + − −

f ′:

min max
0 4/3 2

− − +
f ′′:

inf
0 2

10. Funkce je lichá, takže stačı́ ověřit pro x > 0. Protože 1/x je klesajı́cı́, je f (x)
monotonnı́ na (0, δ), δ > 0 právě tehdy, když g(x) = f (1/x) je monotonnı́ na
(1/δ,+∞). Je

g(x) = f
(1
x

)
= 2 + cos x

x
⇒ g′(x) = −x sin x − 2 − cos x

x2 .

O znaménku derivace rozhoduje spojitá funkce h(x) = −x sin x − 2 − cos x.
Označme xn = π/2 + 2πn, yn = −π/2 + 2πn, n ∈ N. Po dosazenı́ dostaneme,
že h(xn) = −2πn− 2 → −∞ a h(yn) = 2πn − 2 → +∞ pro n → ∞. Tedy
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x

y

O

y = x3 + 3x

a)

x

y

1

1O

y = x

x − 1

b)

x

y

2−2
O

y = ln(4 − x2)

c)

x

y

1
√

2

1−1
√

2−√
2

O

y = x e−x2/2

d)

y = ln
x + 1
1 − x

x

y

1−1 1
O

e)

x

y

4/3 2O

y = 3
√

2x2 − x3

f)

Obr. V.1
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pro libovolně velká x nabývá g′(x) jak kladné tak záporné hodnoty, a tudı́ž g nenı́
monotonnı́ na žádném intervalu (1/δ,+∞).

Kapitola 7. Přibližné vyjádřenı́ funkce

1. a) cos 61◦ .= 0,4849, b) e1,2 .= e · 1,2 .= 3,26194, c) sin 32◦ .= 0,53022.

2. a) π
4 − 0,005, b) 5,3, c) 9,2̄.

4. a) ln(x + 1) = x − x2

2 + x3

3 − · · · + (−1)n+1 xn
n

+ Rn+1(x),

kde Rn+1(x) = (−1)n+2

n+1
xn+1

(1+ξ)n+1 ,

b) ln(1 − x) = −x − x2

2 − x3

3 − · · · − xn

n
− Rn+1(x),

kde Rn+1(x) = 1
(1+ξ)n+1

xn+1

n+1 .

5. T2n(x) = 2
(
x + x3

3 + x5

5 + · · · + x2n−1

2n−1

)
.

6. ln 2 .= 0,693134 (x = 1
3 ), ln 3 .= 1, 096586 (x = 1

2 ).

7. a) T3(x) = 1 − (x − 1)+ (x − 1)2 − (x − 1)3,

b) T3(x) = (x − 1)− (x−1)2
2 + (x−1)3

3 ,

c) T2(x) = 1 − x2, d) T2(x) =
√

2
2

(
1 − (x− π

2 )

2 − (x− π
2 )

2

8

)
.

8. a) f (x) = (x − 1)3 + 3(x − 1)2 + (x − 1)+ 4,
b) f (x) = (x − 2)4 + 8(x − 2)3 + 21(x − 2)2 + 10(x − 2)− 5.

9. a) T3(x) = 1 + 2x + 2x2 + 4
3 x

3, b) T3(x) = 2x + 2
3 x

3.

10. − 1
2 . Nápověda: Převed’te na společného jmenovatele, jmenovatele „nahrad’te“

funkcı́ ekvivalentnı́ (uvažte, že sin x ∼ x, x → 0 a ex − 1 ∼ x, x → 0) a
v čitateli použijte Maclaurinovy rozvoje funkcı́ sin x a ex .

11. Úhly určené podle tabulky hodnot tg jsou určené přesněji než pomocı́ hodnot sin.
Nápověda: Pro diferenciál funkce α = αt = arctg z platı́ |dαt | = cos2 α |dz|, pro
funkci α = αs = arcsin y platı́ |dαs | = 1

| cosα| |dy|. Protože cos2 α ≤ 1
| cosα| , je

|dαt | ≤ |dαs|.
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Sedmé vydánı́. Nauka, Moskva 1969.
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PRESS, Praha 2001.



206

Rejstřı́k
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přirozená, 5
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člen posloupnosti, 22

D
derivace, 88
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hyperbolometrické, 62
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v bodě, 17
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lichá, 13
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ostře, 122
mohutnosti kontinua, 183
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nezávisle proměnné, 153
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relace
antisymetrická, 2
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