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�� Racion�ln� funkce� rovnice a nerovnice �

x�� RACION�LN� FUNKCE� ROVNICE A NEROVNICE

� P�i hled�n� rozkladu mnoho�lenu v R na sou�in mnoho�len� ni���ho
stupn	 pou��v�me Bezoutovu v�tu�

Je
li x� ko�en mnoho�lenu F �x� stupn	 n
 pak existuje mnoho�len G�x�
stupn	 �n� �� takov�
 �e plat�

F �x� � �x� x�� �G�x��
� M�
li mnoho�len F �x� � anx

n � an��x
n�� � � � � � a�x � a� cel�

koe�cienty a plat�
li a� �� � a an �� �
 le�� v�echny jeho racion�ln� ko�eny
v mno�in	 v�ech zlomk� p

q

 kde p
 q jsou nesoud	ln� cel� ��sla takov�


�e pja� a qjan�
� Pro ko�eny x�
 x� kvadratick� rovnice ax�� bx� c � �
 kde a� b� c � R
a a �� �
 plat� vzorec

x��� �
�b�pD

�a



kde D � b� � �ac je tzv� diskriminant � Ko�eny jsou re�ln�
 pr�v	 kdy�
D � �
 p�itom je
li D � �
 je x� � x� �tzv� dvojn�sobn� ko�en��
� Mezi ko�eny x�
 x� a koe�cienty a� b� c kvadratick� rovnice plat� tzv�
Vi�tovy vztahy�

x� � x� � � b

a
� x�x� �

c

a
�

� Ka�d� mnoho�len v R lze rozlo�it na sou�in �initel�
 z nich� ka�d� je
line�rn� nebo kvadratick� se z�porn�m diskriminantem� ��dn� z t	chto
mnoho�len� nelze v R rozlo�it na sou�in �initel� ni���ho stupn	�
� Obsahuje
li algebraick� rovnice absolutn� hodnotu
 je zpravidla vhod

n� rozd	lit �e�en� na etapy podle znam�nek v�raz� v absolutn� hodnot	�
Stoj�
li absolutn� hodnota osamocena na jedn� stran	 rovnice
 je n	kdy
v�hodn� takovou rovnici umocnit na druhou�
� Nerovnice s racion�ln� funkc� �e��me zpravidla metodou interval�� ne

rovnici uprav�me na tvar P �x� �Q�x� � �
 resp� P �x�

Q�x� � �
 rozlo��me oba
mnoho�leny P �x�
 Q�x� v R a ��selnou osu x rozd	l�me na intervaly

v nich� ��dn� �initel nem	n� znam�nko� N�sob�me
li nerovnici v�razem
s prom	nnou
 je nutn� br�t ohled na znam�nko tohoto v�razu�
� P�i �e�en� kvadratick�ch nerovnic �s parametry� je v�hodn� uplatnit
n�sleduj�c� v	tu�
Nech� F �x� � ax� � bx� c
 a � � a D � b� � �ac� Pak plat��
�i� F �x� � � pro ka�d� x � R
 pr�v	 kdy� D � ��
�ii� Je
li D � �
 m� rovnice F �x� � � dva re�ln� ko�eny x� � x�
 p�itom

F �x� � � 	
 �x � x� �x � x��


F �x� � � 	
 x� � x � x��



� �� Racion�ln� funkce� rovnice a nerovnice

	
 semin��

�� Rozlo�te v R�

a� x� � �x� � ��x� �� b� x� � �x� � x� ��
c� �x� � x�� � ��x� � x�� �� d� �x� ���x� ���x� ���x� ��� ��
e� �x� � ��x� � ��x� ��

��  e�te v R rovnice s parametry a� b � R�
a� x� � ��a� ��x� �a � � b� ax� � �x� � � �

c�
x

x� a
� �a
x� a

�
!a�

x� � a�

d�
�

x� a
�

�
x� b

�
�
a
�
�
b

 kde ab �� �

�� Pro kter� a � R m� rovnice �a� ��x� � ���a� ��x�"a� � � � dva
r�zn� re�ln� ko�eny# Ur�ete jejich znam�nka�

	� Ozna�me x�� x� ko�eny rovnice �x��!x�� � �� Ani� danou rovnici
�e��te
 ur�ete ��slo m
 kde

a� m � x�� � x�� b� m � x�� � x�� c� m �
�
x�
�
�
x�

d� m � x� � x� e� m � x��x� � x�x
�
� f� m � x�� � x��


� Nalezn	te kvadratickou rovnici s racion�ln�mi koe�cienty
 jej�m�

jedn�m ko�enem je

p
��p�p
� �

p
�
�

�� Ur�ete
 pro kter� a � R m� dvojn�sobn� ko�en rovnice
��a� ��x� � ��a� ��x� � � ��

�� Najd	te nejmen�� cel� ��slo k
 pro n	� m� rovnice
x� � ��k � ��x� �� � k� � �

dva re�ln� r�zn� ko�eny�


� Ur�ete v�echny hodnoty parametru a � R tak
 aby ob	 rovnice

a� ��� �a�x� � �ax� � � �
ax� � x� � � �

b� x� � ax� ! � �

x� � x� a � �

m	ly aspo$ jeden spole�n� ko�en�



�� Racion�ln� funkce� rovnice a nerovnice �

�
 semin��

��  e�te v R rovnice�
a� jx� � �x� �j � � b� jx� � x� �j � �x� �
c� jx� �j � jxj� �jx� �j � �jx� �j � jx� �j
d� jx� � �j� x� � � � e�

jx� � �xj� �
x� � jx� �j � �

���  e�te v R nerovnice�
a� �x� � ���x� � x� ���x� � x� ��� � �
b�
�x� � x� ���x� � x� ���x� � !x� ���

�x � ���x� � �x� ��
� �

c� �x� � ��x� � ��x � ! d�
x� � ��x� � �
x� � �x� � � �

e�
x

�
� �
x
�
�
�

f�
x� �
x

� x� �
x� � � �

g�
�

x� �
�

"
x� �

� �
x� � h�

x� � �
x� � x� �

� �

i� � �
�x� �
�x� �

� � j�
�� x

x� � x�
� �� �x
x� � �x�

k� jxj � �
x

l� x� � �jxj� � � �

m� xjxj � �x� � � � n�

�����x� ��x� �
���� � �

o� jx� � �x� �j � ��x� �� p� jx� � �x� �j � �x� x�

q� jx� � �xj� � � x� � jx� �j r�
�jx� �j � ���jx� �j � �� � �

s�
��jx� �j � x� �

�� � � t�
���x� j�� xj � ��� � �

��� Ur�ete v�echny hodnoty parametru a � R tak
 aby dan� nerovnost
platila pro ka�d� x � A�
a� �a� ��x� � �ax� �a� � � �
 A � R
b� �a� � ��x� � ��a� ��x� � � �
 A � R
c� �a� ��x� � �a� ��x� a� � � �
 A � R
d� ax� � �x� �a� � � �
 A � R�

e� �x� �a��x� a� �� � �
 A � h�� �i
��� Ur�ete v�echny hodnoty parametru b � R tak
 aby soustava dvou
nerovnost�

�� � �x� � bx� �
x� � x� �

� �

platila pro ka�d� x � R�
��� Ur�ete
 kdy pro ko�eny x�� x� rovnice

�x� � ���a� ��x� a�a� �� � �
plat� x� � a � x��



	 
� Iracion�ln� rovnice a nerovnice

�	� Ur�ete
 kdy pro ko�eny x�� x� rovnice

�a� ��x� � ��a� ��x� �a � �

plat� x� � � a x� � ��

x�� IRACION�LN� ROVNICE A NEROVNICE

Iracion�ln�mi naz�v�me rovnice a nerovnice
 ve kter�ch nezn�m� vystu

puje v jednom �i v�ce v�razech pod odmocninou� Nejjednodu��� p��klady
lze �e�it metodou substituce
 kdy odmocninu z v�razu s nezn�mou na

hrad�me novou nezn�mou�

Z�kladn� obrat v �e�en� iracion�ln�ch rovnic spo��v� v odstran	n� zastou

pen� odmocniny z rovnice t�m
 �e odmocninu nejprve osamostatn�me na
jedn� stran	 a pot� ob	 strany rovnice umocn�me� Proto�e umocn	n� na
sud� stupe$ je v oboru R d�sledkov� 
prava
 je p�i takov�m postupu
nutnou sou��st� �e�en� zkou�ka v�ech nalezen�ch ko�en� jejich dosaze

n�m do p�vodn� rovnice� U rovnice s v�ce odmocninami je �asto nutn�
prov�st popsan� obrat v�cekr�t za sebou�

Nerovnice s osamostatn	nou odmocninou zpravidla hned neumoc$u

jeme
 n�br� nejd��ve zjist�me de�ni�n� obor dan� odmocniny a ten pak
rozd	l�me na ��sti �v	t�inou intervaly�
 na kter�ch je druh� strana ne

rovnice kladn�
 nulov� �i z�porn�� Teprve pot� posuzujeme danou ne

rovnici v t	chto jednotliv�ch intervalech
 p�itom k umocn	n� nerovnice
p�istupujeme pouze tehdy
 maj�
li ob	 strany nerovnice tot�� znam�nko
�je
li z�porn�
 nap��eme u umocn	n� nerovnice opa�n� znak nerovnosti��
T�m zaru��me
 �e proveden� umocn	n� je ve zkouman�m d�l��m oboru
ekvivalentn� 
prava�

��  e�te v R rovnice�

a�
x� �
� �

p
x
� x� ! b�

r
�� x

� � x
� � �

r
� � x

�� x
� �

c�
p
"� x � x� � d� � �

p
� � �x� x� � x

e�
� �

p
�x� �
x

� � f� �x� �
p
�x� � �x� �� � �x� !

g�
p
�x� � � !�px� � h�

p
x�

p
x� �� �

p
x�px� �� � �

i�
p
x� �� � �

p
x�px� ! j�

p
�x� � �

p
x� � � �px

k�
p
x� � �

p
x� � � p�x� �

l�
�

x�
p
x� � x

� �

x�px� � x
�
�
x



�� Exponenci�ln� a logaritmick� funkce� rovnice a nerovnice �

��  e�te v R nerovnice�

a� �
p
x� � � x b� x�

p
x� �! � �

c�
p
�� �x � �x� � d�

p
x� "!� � � x

e�
p
�x� x� � �� x f� x� � � �

p
�� x�

g� � � x� � � p�� x� h�
p
x� � � � x� �

i�
p
�x� ���x� !� � x� � j� � � x�

p
x� � �x

k�
p
�x� x� � � � �x � ! l� � � px�px� � � �

m�
p
x� ��px� � � p

�x� � n�

p
x� ��
x

� � � �

x�� EXPONENCI�LN� A LOGARITMICK�
FUNKCE� ROVNICE A NEROVNICE

� Mocnina ax je de�nov�na v t	chto p��padech
�i� a � R� x � N
�ii� a � R� f�g� x � Z
�iii� a � R� � f�g� x � R�

�iv� a � R�� x � R
� Z�kladn� vlastnosti mocnin�

a� � �� a� � a� ax � ay � ax�y�

a�x �
�
ax
�

ax

ay
� ax�y� �ax�y � axy�

a � � �
 �
ax � ay 	
 �a � � �x � y�

�
� %�slo x � loga b de�nujeme vztahem ax � b pro v�echna a � R��f�g
a b � R�� M�sto log�� p��eme pouze log� Z�kladn� vlastnosti logaritm�
jsou uvedeny ve cvi�en� ��
� P�i �e�en� exponenci�ln�ch a logaritmick�ch rovnic a nerovnic lze
v mnoha p��padech u��t vhodn� substituce a p�ev�st je na z�kladn�
rovnici ax � b
 resp� loga x � b
 nebo na z�kladn� nerovnici ax � b

resp� loga x � b� U takov�ch nerovnic vyu��v�me n�sleduj�c� pravidla�
�i� je
li a � �
 pak

ax � ay 	
 x � y� loga x � loga y 	
 x � y

�ii� je
li � � a � �
 pak

ax � ay 	
 x � y� loga x � loga y 	
 x � y
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 semin��

�� Z vlastnost� mocnin odvo&te vzorce a� ' g��

a� loga�xy� � loga x� loga y b� loga
�x
y

�
� loga x� loga y

c� loga�x
y� � y � loga x d� loga

��
x

�
� � loga x

e� loga x �
logb x
logb a

f� loga b �
�

logb a

g� bloga c � cloga b

�� Ur�ete ��slo m
 je
li�

a� m � ����
�
�
log� �	 b� m � log log

q
�
p
��

c� m � !�
�

log� � d� m � log�
�
�
�

�
� log�

�


�

�
e� m � �� log� ��log� 	 f� m �

�
log� �

�
�

log� �
� �
log� �

g� m � ��log� 	 � ����log � � �log� ��

�� Pomoc� ��sel a� b� c vyj�d�ete ��slo x�

a� x � log��� ��� a � log� �
b� x � log� ��� a � log�� �"
c� x � log �

��� � a � log �� b � log �� c � log �
d� x � log��� ��� a � log� �� b � log� �� c � log
 �

	� Zjednodu�te v�raz V � �loga b�logb a����loga b� logab b� logb a���


� Doka�te n�sleduj�c� implikace�

a� a� � b� � "ab �
 log
a� b

�
�
log a� log b

�

b� a� � �b� � ��ab �
 log�
a� �b
�

�
log� a� log� b

�

��  e�te v R n�sleduj�c� rovnice�

a� �x � ��� ���x�� � � � ��� ��x � � b� �x � �x�� � �� � �
c� �x � �x�� � �x�� � �x � �x�� � �x��

d� �x
��� � �� � �x��� � � � � e� jxjx���x � �

f� ��x � �x�� � �x�� � ��� g� �� �
p
��x � ���p��x � �

h� � � ��x � �" � ��x � �� � !�x i� � � �x � �� � �x � � � �x � �
j�
��
�

�x
�
"
�
� �x k� �x � �x � � � �x



�� Exponenci�ln� a logaritmick� funkce� rovnice a nerovnice �

�
 semin��

��  e�te v R n�sleduj�c� rovnice�

a� log� 
� � x� � log 

� � log x b�

log���� x��
log��� x�

� �

c� log � � log�x� ��� � �� log��x� �� � log���x� ���
d� log� log� log���x� �� � �

� e� log���� x� � log� x

f� log��x
� � �� � log �

�
�x� �� g� log��x� ��� � logx � � �

h� log��	x x
� � �� log��x x� � �� log�x

p
x � �

i� xlog x � ���x� j� xlog� x�� � �x�

k� ��logx � � !x l� ��log� � � x��log��
x� � �

m� xlog�
x

�	 � ��log� 
 � �
n� log

p
� � x� � log

p
�� x � log

p
�� x� � �

o� xloga x � alog
�
a
x
 kde a � �
 a �� �


�  e�te v R nerovnice�

a�
�

�x � � �
�

�� �x��
b�

�
�x � �

�
�

�x�� � �
c�

�
�x � �

� �
�x�� � � d� ��x�� � �x � �

e� �x�� � �x�� � �x�� � �x�� � �x��

f� !x � �!x � � � �"x � � g� log��x
� � �x� �� � �

h� log��

x� � �x� �

x
� � i� log

��� x��
�x��

��� � �
j� log����x

� � �� � log�����x� �� k� logx�x� �� � �

l� logx
x��
x�� � � m� logx jx� � �j � �

n� logx
p
��� x � � o� logx�x� �� � log �

x

��� x�

p� logx��� � x� � � q� logjx��j �� � � �� �

r� log x��
x
�

�� � � �

s� log�x�����x� �� � log�x������� �x�

t�

r
log�

�� �x
�� x

� �

u� xlog� x � � v� �x � ��� x

w� �x� � x� ��x � � x�
�

loga x
� �
 kde a � �

y� loga x � � logx a� �
 kde a � ��� ��



�� �� Goniometrick� funkce� rovnice a nerovnice

x	� GONIOMETRICK� FUNKCE�
ROVNICE A NEROVNICE

Goniometrick� funkce sinus a kosinus s re�ln�m argumentem de�nujeme
jako sou�adnice bod� na jednotkov� kru�nici se st�edem v po��tku
kart�zsk� sou�adn� soustavy� D�le de�nujeme�

tgx �
sinx
cosx

pro x � R�
�
k�Z

n
��k � ��

�

�

o

cotgx �
cosx
sinx

pro x � R�
�
k�Z

fk�g

Z�kladn� vztahy mezi goniometrick�mi funkcemi jsou uvedeny v n�sle

duj�c�m p�ehledu�

�i� sin��x� � � sinx� cos��x� � cosx
tg��x� � � tgx� cotg��x� � � cotgx

�ii� sin�x� ��� � sinx� cos�x� ��� � cosx

tg�x� �� � tg x� cotg�x� �� � cotg x

�iii� sin� x� cos� x � �� tgx cotg x � �

�iv� sinx � sin�� � x� � � sin�� � x� � � sin��� � x�

cosx � � cos�� � x� � � cos�� � x� � cos��� � x�

tg x � � tg�� � x�

cotgx � � cotg�� � x�

�v� sin��� � x� � cosx� cos��� � x� � sinx

tg��� � x� � cotgx� cotg��� � x� � tg x

�vi� sin �x � � sinx cosx

cos �x � cos� x� sin� x � �� � sin� x � � cos� x� �
�vii� sin�x� y� � sinx cos y � cosx sin y

sin�x� y� � sinx cos y � cosx sin y
cos�x� y� � cosx cos y � sinx sin y
cos�x� y� � cosx cos y � sinx sin y

tg�x� y� �
tg x� tg y
�� tgx tg y � tg�x� y� �

tgx� tg y
� � tg x tg y



�� Goniometrick� funkce� rovnice a nerovnice ��

�viii� sinx� sin y � � sin
x� y

�
cos

x� y

�

sinx� sin y � � sin x� y

�
cos

x� y

�

cosx� cos y � � cos
x� y

�
cos

x� y

�

cosx� cos y � �� sin x� y

�
sin

x� y

�

�ix�
��sin x

�

�� �r�� cosx
�

�
��cos x

�

�� �r� � cosx
�

�x� sinx �
� tg x

�

� � tg� x
�

� cosx �
�� tg� x

�

� � tg� x
�

� tg x �
� tg x

�

�� tg� x
�

	
 semin��

�� Za p�edpokladu
 �e v�razy na obou stran�ch identit maj� smysl

doka�te�

a�
sinx� cosx
cos� x

� � � tg x� tg� x� tg� x

b�
� � sin �x
cos �x

� tg
��
�
� x

�
c� �� � tg x tg �x� sin �x � tg �x

d�
�� tg x
� � tg x

�
�� � sin� x
� � sin �x

e�
tg �� tg�
tg ��� tg� � sin ��

f�
tg �z
tg z

�
�� tg� z
�� � tg� z

g�
sin�� � ��

sin�� cos� tg �
�

� cos�� � �� � �

h�
�� cos ��� sin ��
� � cos ��� sin ��

� tg� i�
sinx� sin �x� sin �x
cosx� cos �x� cos �x

� tg �x

j� cos� �� sin� � � �
�
�� � cos� ��� cos ��

k� sin� cos�� � �� � cos� sin�� � �� � sin�

l� cos��� �� � sin�� � �� � �cos�� sin���cos� � sin��
m� cos�

��
�
� �

�
� sin�

��
�
� �

�
� sin ��

n� � � cos �x cos �y � � sin� x sin� y � � cos� x cos� y

o�
� � sin�
� � cos�

�
�
�

�
� � tg

�

�

��
p� � sinx sin

�
�

�
� x

�
sin

�
�

�
� x

�
� sin �x

q�
sin�� � 	�
cos� cos 	

�
sin�	 � ��
cos 	 cos�

�
sin�� � ��
cos� cos�

� �



�
 �� Goniometrick� funkce� rovnice a nerovnice

r� sin �"� � sin ��� � sin ��� � sin ��� � cos "�
s� sin ��� sin ����tg ��� � tg ���� � sin "�� � � cos���

�� Vypo�t	te bez tabulek a kalkula�ek�

a� cos ��� b� tg "��

c� tg ��� � tg ��� �
p
� tg ��� tg ���

d� sin ���� cos ���� � sin ���� cos ���� � tg ���� tg ����

e� sin
��
��
sin

�

��
� sin ��

�
sin

��
�
� sin

"�
��
sin

��
��

�� Pomoc� ��sla u ur�ete ��slo z�

a� z � sinx� u � tg x � ��
�
� x � ��� ��

b� z � tg x� u � cosx � ��
�
� x � ��� ���

c� z � sin �x� u � cotgx � ��
d� z �

� sinx� " cosx
� cosx� � sinx � u � tg x �

�
��

e� z � cos
��
�
� �

�
� u � sin� � ���

��
� � �

�
��
�
� ��

�

f� z �
�

� � " sin ��
� u � tg� �

�
�

	� Zjednodu�te dan� v�razy�

a�
tg��!�� � �� cos��!�� � �� tg���� � ��
sin���� � �� cotg���� � �� tg���� � ��

b�
tg�� sin�
� cos� �

�

c�
sin ��� sin ��� sin "�
cos ��� cos ��� cos "�

d�
cos ��

sin� ���cotg� �� tg� ��
e� � cos� �� � cos ��� � sin� ��� � cos ��


� Doka�te
 �e pro vnit�n� (hly �� �� 	 troj(heln�ka ABC plat��

a� sin�� sin� � sin 	 � � cos
�

�
cos

�

�
cos

	

�

b� cos�� cos� � cos 	 � � � � sin
�

�
sin

�

�
sin

	

�
c� tg�� tg� � tg 	 � tg� tg � tg 	

d� sin ��� sin �� � sin �	 � � sin� sin� sin 	



�� Goniometrick� funkce� rovnice a nerovnice ��

�
 semin��

��  e�te v R rovnice�

a� sin �x � sinx b� � cosx cos �x � cosx

c� cos �x� sin �x � � d� � sin� x� " cosx� � � �
e� sin �x �

p
� cosx f� cos �x� sin �x� sin �x � �

g�
p
�� cosx � sinx� x � h�� ��i h� sin� x� sin� �x � �

i� cosx� � sin� x
� � � j�

p
� cosx� sinx � �

k� sinx� cosx � � � sinx cosx l� sinx cosx � cos� x� sin� x
m� sin �x� sinx � sin �x n� sin �x cos �x � sin �x cos �x

o� sinx sin "x � sin �x sin �x p� cos� x sin x� sin� x cosx �
p
�
!

q� cos �x� sin �x � � r� � cos �x �
p
� cosx� sinx

s� cos� �x� cos� �x � � t� ! cosx cos �x cos �x �
sin �x
sinx

u� sinx� sin �x � tg x v� tg x tg �x � �
w� tg� x� tg� x� � tgx � � x� sin �x� cos �x � sinx� cosx
y� j cosxj � cosx� � sinx z� sin �x� � sinx� � cosx� � � �

�� V mno�in	 A �e�te nerovnice s nezn�mou x�

a� sinx �
�
�
� A � R

b� tg x � �p�� A � R

c� sinx � cosx� A � R

d� sin �x � sinx� A � h��� �i
e� sin �x� sinx � �� A � ��� ��i
f� � cos� x� � cosx� � � �� A � R

g� sinx� cosx �
�

cosx
� A � h��� �i

h� �� cosx � tg x� sinx� A � h�� ��i
i� sinx� sin �x� sin �x � �� A � h�� ��i
j� sin

�

x
� �� A � R

k� � sin� x� sin� �x � � cos �x� A � R

l� cos� �x� cos� x � �� A � R

m� sin �x � � sinx cos �x� A � h�� ��i
n� � sin� x � � sinx� cos �x� A �

D�
�
�
��
�

E



�� �� Komplexn� ��sla

x
� KOMPLEXN� ��SLA

Mno�inu v�ech uspo��dan�ch dvojic re�ln�ch ��sel �tj� kart�zsk� sou�in
R
R�
 na kter� jsou n�sleduj�c�m zp�sobem de�nov�ny operace s��t�n�
a n�soben�

�a� b� � �c� d� � �a� c� b� d�� �a� b� � �c� d� � �ac� bd� ad� bc�

naz�v�me t�lesem komplexn�ch ��sel C� Ka�d� re�ln� ��slo a ztoto�

$ujeme s komplexn�m ��slem �a� ��� Komplexn� ��slo ��� �� naz�v�me
imagin�rn� jednotkou a zna��me i� Podle de�nice n�soben� plat�

��� �� � ��� �� � ���� ��� tj� i� � ��


Ka�d� komplexn� ��slo z � �a� b� lze ps�t ve tvaru

�a� b� � �a� �� � ��� �� � �b� ��� tj� z � a� ib�

posledn� je tzv� algebraick� tvar komplexn�ho ��sla
 p�itom ��slo a
se naz�v� re�lnou ��st� 
 ��slo b ' imagin�rn� ��st� ��sla z �ozna�en�
a � Re z
 b � Im z�� Komplexn� ��slo ��� b� � ib �b � R
 b �� �� se
naz�v� ryze imagin�rn� � %�slo �a��b� � a � ib se naz�v� komplexn�

sdru�en� k ��slu z � �a� b� � a� ib a zna�� se z�
Komplexn� ��sla zn�zor$ujeme v tzv� Gaussov� rovin� � Jde o rovinu
s kart�zsk�m sou�adnicov�m syst�mem s osami x
 y
 v n�� ka�d�
komplexn� ��slo z � �x� y� � x�iy je ztoto�n	no s bodem o sou�adnic�ch
)x� y*� vzd�lenost tohoto bodu od po��tku sou�adnic se naz�v� absolutn�
hodnota komplexn�ho ��sla z a zna�� se jzj�

jzj �
p
�Re z�� � �Im z��


%�slo jz� � z�j ud�v� vzd�lenost komplexn�ch ��sel z�� z� v Gaussov	
rovin	� Je
li z �� �
 pak ka�d� ��slo � � R s vlastnost�

cos� �
Re z
jzj a sin� �

Im z

jzj
se naz�v� argumentem komplexn�ho ��sla z �ozna�en� arg z�� Z�pis
z � jzj ��cos��i sin�� je pak tzv� goniometrick� tvar komplexn�ho ��sla�
Pro n�soben� komplexn�ch jednotek �tj� ��sel z � C
 pro n	� jzj � �� plat�

�cos�� i sin�� � �cos� � i sin�� � cos��� �� � i sin��� ��


Odtud je mo�n� snadno odvodit Moivreovu v�tu

�cos�� i sin��n � cosn�� i sinn� �� � R� n � Z�




�� Komplexn� ��sla ��

P�i po��t�n� s komplexn�mi ��sly �asto pou��v�me n�sleduj�c� pravidla

z� � z� � z� � z�� z� � z� � z� � z��
�z�
z�

�
�

z�
z�
� jz� � z�j � jz�j � jz�j����z�z�

���� � jz�j
jz�j � jzj � jzj� jzj

� � z � z� Re z � z � z

�
� Im z �

z � z

�i



Komplexn� n�tou odmocninou ��sla z � C se naz�v� ka�d� �e�en� w
rovnice wn � z a zna�� se n

p
z� Je
li z �� �
 pak n

p
z m� pr�v	 n r�zn�ch

hodnot

wk �
n

p
jzj
�
cos

�� �k�
n

� i sin
�� �k�

n

�
� k � f�� �� 
 
 
 � n� �g�

kde � � arg z a n

pjzj zna�� kladn� re�ln� ��slo
 jeho� n
t� mocnina se
rovn� jzj�

	
 semin��

�� Ov	�te
 �e n�soben� komplexn�ch ��sel spl$uje asociativn� z�kon�

�� Zapi�te v algebraick�m tvaru ��sla�

a� �� � i��� � �i� b�
�
i
�

�
� � i

�
�

�� i
c�
� � i � �i� � �i� � i� � i	 � i�

�� �i d�

�
� � �i
�� �i

��

�
�
�� �i
� � �i

��

e� i�� � i
	 � i��� � i�
 f�
�� a

�� ip�� a

 �a � R
 a � ���

�� Ur�ete re�ln� ��sla a
 b
 plat�
li�

a� a�� � �i� � b��� i� � � b� a��� �i� � b�� � i� � �� ��i
	� Vypo�t	te�

a�

����� � i�� i �
�� i
� � i

���� b�

����� � ��i!� �i
����

c�
���� � �i�

�� d�

jz� � z�j� � jz� � z�j�
jz�j� � jz�j�


� Ur�ete druhou odmocninu �s pomoc� soustavy rovnic pro jej� re�lnou
a imagin�rn� ��st��

a�
p�� � ��i b�

p
�� �i

c�
q
� �	

� � �i

��  e�te rovnice s nezn�mou z � C�
a� z� � �z � � � � b� z� � �z � �� i � �
c� ��� � i�z� � ���� i�z � �� �i � �
d� ��� i�z� � ��� � i�z � �� ��i � �
e� jzj � z � � � �i f� jzj� z � � � i
g� z � z� h� z� � jzj � �



�	 �� Komplexn� ��sla

�
 semin��

�� Zapi�te v goniometrick�m tvaru ��sla�

a� i b� �� i
c� ��� ���� � ip�� d�

��p
�

�
cos

"�
�
� i sin

"�
�

�

� Vypo�t	te�

a� �� � i
p
��	 b� �� � i��	

c�
cos "�� � i cos ���

��cos ��� � i cos ����
d�

�� � i�n

��� i�n��
�n � N�

e� �� � cos�� i sin��n �n � N� � � R��
�� Vyj�d�ete sinn� a cosn� pomoc� sin� a cos� postupn	 pro hodnoty
n � �� �� � a pak pro obecn� n�

��� Pro ��sla � � R a z � C plat� z �
�
z
� � cos�� Doka�te
 �e pak

zn �
�
zn
� � cosn� pro ka�d� cel� n � ��

��� Doka�te
 �e pro ka�d� � � R a ka�d� n � N plat�

�
� � i tg�
�� i tg�

�n
�
� � i tgn�
�� i tgn��

maj�
li ob	 strany rovnosti smysl�

��� Ur�ete odmocniny v komplexn�m oboru�

a�
p�� b� �

p
i c� �

p�� � i d� �
p
�� ip�

��� Doka�te
 �e je
li �� � � R a sin
�

�
�� �
 pak

sin�� sin��� �� � � � �� sin��� n�� �
sin

�n� ���
�

sin
�
��

n�

�

�
sin

�

�

a

cos�� cos��� �� � � � �� cos��� n�� �
sin

�n� ���
�

cos
�
��

n�

�

�
sin

�

�

pro ka�d� n � N� Jak se zm	n� tyto vzorce
 pokud sin �
�
� �#



	� Z�klady planimetrie ��

�	� V Gaussov	 rovin	 zn�zorn	te obor pravdivosti n�sleduj�c�ch rovnic
a nerovnic�

a� Im z � � b� Re z � � c� jzj � �
d� jz � ij � � e�

�

�
� arg z �

�

�
f� jz � �� ij � �

g� jz � �j � jz � �j h� jz � ij � jz � ij i� jz � �j� jz � �j � �
j� jz � �j � jRe zj k� jz � �ij � �jz � ij l� Re�z�� � �

m� jz � �j � jz � �j� � n� � � j�iz � �j � � o�

����z � �z � �

���� � �
p� Re

�
z
� � q� Re��� � i�z� � � r� jzj� z � �

x�� Z�AKLADY PLANIMETRIE

V tomto paragrafu se budeme v	novat z�kladn�m vlastnostem p��mek a
kru�nic v rovin	�

� V�ta o st�edov�m a obvodov�m 
hlu� Je
li �ABX veps�n do kru�nice
o st�edu S
 pak

j�ASBj � � � j�AXBj
�viz obr��� Je
li AD te�na k t�to kru�nici s bodem dotyku A
 pak
j�DABj � j�AXBj� +hly AXB
 ASB
 DAB naz�v�me po �ad	
obvodov�� st�edov� a 
sekov� p��slu�n� dan� t	tiv	 AB �resp� dan�mu
oblouku dAB��

� V�ta o mocnosti bodu ke kru�nici� Je
li k�S� r� kru�nice a A libovoln�
bod v rovin	
 pak veli�ina �kladn�
 nulov� �i z�porn��

mA � jSAj� � r�

se naz�v� mocnost� bodu A ke kru�nici k� Jsou
li X 
 Y dva r�zn� body
kru�nice k takov�
 �e p��mka XY proch�z� bodem A
 pak plat�

jmAj � jAX j � jAY j




�
 	� Z�klady planimetrie

Je
li mA � �
 pak v limitn�m p��pad	 X � Y � T 
 kdy p��mka AT je
te�nou kru�nice k s bodem dotyku T 
 plat�

mA � jAT j�

� Speci�ln� �ty�
heln�ky
 Konvexn� �ty�(heln�k ABCD je t�tivov� �tj�
n	kter� kru�nice proch�z� v�emi jeho vrcholy�
 pr�v	 kdy� sou�et dvou
vnit�n�ch protilehl�ch (hl� tohoto �ty�(heln�ka je �!��� Konvexn� �ty�

(heln�k ABCD je te�nov� �tj� v�echny jeho strany se dot�kaj� n	kter�
kru�nice�
 pr�v	 kdy� sou�ty d�lek protilehl�ch stran tohoto �ty�(hel

n�ka jsou stejn��

�� Sestrojte �ABC
 je
li d�na p��mka p
 na n�� le�� strana AB
 a body
A�
 B� 
 paty v��ek z vrchol� A a B�

�� Kru�nice k��S�� r��
 k��S�� r��
 kde r� � r�
 maj� vnit�n� dotyk
v bod	 N � +se�ka MN je pr�m	rem kru�nice k�
 t	tiva MK kru�nice
k� se dot�k� k� v bod	 C� Doka�te
 �e p��mka NC je osou (hlu MNK�

�� Kru�nice k��S�� r��
 k��S�� r��
 kde r� � r�
 maj� vnit�n� dotyk
v bod	 N � Nech� t	tiva AB kru�nice k� se dot�k� k� v bod	 C� Doka�te

�e p��mka NC je osou (hlu ANB�

	� Je d�na p��mka t a dva r�zn� body A
 B
 kter� na n� nele��� Sestrojte
kru�nici k
 kter� se dot�k� p��mky t a proch�z� body A a B�


� Kru�nice k��S�� r��
 k��S�� r�� maj� vn	j�� dotyk v bod	 T � T�mto
bodem jsou vedeny p��mky a
 b
 kter� jsou se�nami obou kru�nic� P��mka
a �resp� b� prot�n� kru�nice k�
 k� je�t	 po �ad	 v bodech A
 B �resp� C

D�� Doka�te
 �e p��mky AC a BD jsou rovnob	�n��

�� Nad pr�m	rem AB je sestrojena polokru�nice k o st�edu S� K li

bovoln�mu bodu X � k sestrojme na polop��mce SX bod Y tak
 �e
jeho vzd�lenost od bodu S je rovna vzd�lenosti bodu X od p��mky AB�
Ur�ete mno�inu v�ech bod� Y �

�� Nad pr�m	remAB je sestrojena polokru�nice k o st�edu S� Z ka�d�ho
bodu M p��mky AB
 kter� nele�� na (se�ce AB
 ve&me polop��mku p

kter� se dot�k� polokru�nice k
 na n� sestrojme bod X tak
 aby platilo
jMX j � jMSj� Nalezn	te mno�inu v�ech bod� X �

� Je d�n �tverec ABCD se st�edem S a kru�nice k tomuto �tverci
vepsan�� Ur�ete mno�inu v�ech bod� X s touto vlastnost�� K bodu X
existuje na kru�nici k bod Y tak
 �e X le�� na (se�ce SY a d�lka jXY j
je rovna vzd�lenosti bodu Y od obvodu �tverce ABCD�

�� Kru�nice vepsan��ABC se dot�k� jeho stran AB
 AC v bodechM 

resp� N � Nech� P je pr�se��k p��mky MN a osy (hlu ABC� Doka�te
 �e
(hel BPC je prav��



�� Shodn� zobrazen� ��

x�� SHODN� ZOBRAZEN�

 e�en� n�sleduj�c�ch (loh usnadn� u�it� shodn�ch zobrazen� �tj� zobrazen�
mno�iny bod� v rovin	 na sebe
 kter� zachov�vaj� d�lky (se�ek a velikosti
(hl� mezi nimi�� P�i �e�en� (loh �� semin��e uplatn�te vlastnosti st�edov�
soum�rnosti a posunut� 
 ve �� semin��i pak osov� soum�rnosti a ot��en� �

	
 semin��

�� Spole�n�m bodem A kru�nic k�
 k� ve&te p��mku p tak
 aby na n�
ob	 kru�nice vyt�naly shodn� t	tivy�

�� Sestrojte �ABC
 je
li d�no�
a� ta
 tb
 	 b� ta
 vb
 vc
c� ta
 vc
 	

�� Je d�n (hel XCY a jeho vnit�n� bod T � Sestrojte �ABC tak
 aby
bod T byl jeho t	�i�t	m
 A � CX 
 B � CY �

	� Je d�na kru�nice k
 jej� pr�m	r PQ a t	tiva AB
 kter� s pr�m	rem
PQ nem� spole�n� bod
 a vnit�n� bod S t	tivy AB� Sestrojte na
kru�nici k bod Z tak
 aby (se�ky PZ
 QZ vyt�naly na t	tiv	 AB (se�ku
XY 
 jej�m� st�edem je dan� bod S�


� Je d�na kru�nice k
 jej� dv	 rovnob	�n� te�ny t�
 t� a kladn� re�ln�
��slo a� Sestrojte rovnostrann��ABC o stran	 d�lky a tak
 aby A � t�

B � t�
 C � k�

�� Sestrojte �ty�(heln�k ABCD
 je
li d�no� e � jACj
 f � jBDj

c � jCDj
 � � j�BADj
 � � j�AV Bj
 kde V je pr�se��k (hlop���ek
AC a BD�

�� Jsou d�ny dv	 kru�nice k�
 k�
 kter� se prot�naj� v bodech A
 B�
Ve&te bodem A p��mku p
 kter� prot�n� kru�nice k�
 k� je�t	 po �ad	
v bodech X a Y tak
 aby (se�ka XY m	la danou d�lku a�


� Jsou d�ny dv	 kru�nice k�
 k� a p��mka p� Sestrojte p��mku q
rovnob	�nou s p��mkou p tak
 aby platilo �i�
 resp� �ii��
�i� kru�nice k�
 k� vyt�naj� na p��mce q t	tivy stejn� d�lky�
�ii� vzd�lenost mezi vhodn�mi pr�se��ky X � k� � q a Y � k� � q m�
danou velikost a�

�� Je d�na kru�nice k
 jej� pr�m	r PQ a t	tiva AB
 kter� pr�m	r PQ
neprot�n�� Na kru�nici k sestrojte bod Z tak
 aby (se�ky PZ a QZ
vyt�naly na t	tiv	 AB (se�ku XY dan� d�lky a�




� 
� Podobnost a stejnolehlost

�
 semin��

��� Je d�na p��mka p a v jedn� polorovin	 j� ur�en� dva r�zn� body A

B� Nalezn	te na p��mce p bod X tak
 aby d�lka lomen� ��ry AXB byla
co nejmen���

��� Sestrojte �ABC
 je
li d�no c
 vc
 �� ��

��� Je d�na p��mka MN a dva r�zn� body A
 B v jedn� polorovin	 j�
ur�en�� Na p��mceMN sestrojte bodX tak
 aby j�AXM j � ��j�BXN j�
��� Je d�na kru�nice k�S� r� a bod A tak
 �e jSAj � r� Nalezn	te takov�
vnit�n� bod X (se�ky AS tak
 aby jAX j � jXT j
 kde T je bod dotyku
te�ny veden� z bodu X ke kru�nici k�

�	� Jsou d�ny dv	 r�zn� rovnob	�ky p
 q a bod A na p� Nech� M je
libovoln� bod rovnob	�kov�ho p�su ur�en�ho p��mkami p
 q� Sestrojte
rovnoramenn��ABC se z�kladnou AB tak
 aby sou�asn	 platilo B � q

C � p a M � BC�

�
� Je d�na kru�nice k�S� r�
 (se�ka d�lky a �a � �r� a bod M tak
 �e
� � jSM j � r� Sestrojte t	tivu XY kru�nice k tak
 aby M � XY a
jXY j � a�

��� Jsou d�ny r�znob	�ky a
 b
 a mimo n	 bod A� Sestrojte �tverec
ABCD tak
 aby B � a a D � b�

��� Je d�na kru�nice k a dva r�zn� body P 
Q� Sestrojte dv	 rovnob	�ky
p
 q proch�zej�c� po �ad	 body P a Q tak
 aby prot�naly kru�nici k
v bodech X a Y 
 kter� omezuj� �tvrtkru�nici�

�
� Je d�n rovnostrann� troj(heln�k ABC a kru�nice k jemu opsan��
Na oblouku AB je zvolen bod X tak
 �e velikost (hlu AXB je �����
Doka�te
 �e jCX j � jAX j� jBX j�
��� Je d�na (se�ka AS d�lky a a dal�� dv	 (se�ky d�lek b a c� Sestrojte
rovnostrann� troj(heln�k ABC tak
 aby jBSj � b
 jCSj � c�

x
� PODOBNOST A STEJNOLEHLOST

Podobn� zobrazen� je zobrazen�
 kter� zachov�v� pom	r d�lek (se�ek
a velikosti (hl� mezi nimi� Zvl��tn�m p��padem podobn�ho zobrazen�
je stejnolehlost �homotetie�
 kter� je ur�ena st�edem S a koe�cientem
� � R � f�g� Obrazem ka�d�ho bodu X �� S v takov� stejnolehlosti je
bod X �
 kter� le�� na p��mce SX a spl$uje rovnost jSX �j � j�j � jSX j�
p�itom pro � � � le�� bod X � na polop��mce SX 
 pro � � � na
polop��mce opa�n�� Bod S je samodru�n� bod� Obrazem p��mky p ve
stejnolehlosti je p��mka p� s n� rovnob	�n�� obrazem kru�nice k�X� r�
je kru�nice k��X �� r��� Ka�d� dv	 kru�nice s r�zn�mi polom	ry r�
 r�




� Podobnost a stejnolehlost 
�

jsou stejnolehl� v pr�v	 dvou stejnolehlostech� v p��pad	
 kdy se tyto
kru�nice dot�kaj� v bod	 T 
 m� jedna z t	chto stejnolehlost� st�ed T �
Spole�n� te�na dvou neshodn�ch kru�nic proch�z� jedn�m ze st�ed� jejich
stejnolehlosti�

�� Na kru�nici k jsou pevn	 d�ny body A
 B� bod C se pohybuje po t�to
kru�nici� Vy�et�ete mno�inu t	�i�� v�ech takov�ch troj(heln�k� ABC�

�� Sestrojte �ABC
 je
li d�no
a� va � �
 a � b � c � � � � � � b� �
 �
 tc

�� Z dan�ch (se�ek o d�lk�ch a� b� c� d� e sestrojte pomoc� prav�tka a
kru��tka deset (se�ek n�sleduj�c�ch d�lek�
a�

p
ab b�

p
a� � b� � c� c� ab�c

d� a
p
���
p
� �

p
�� e� �abc���de� f� a � �

p
�

g�
p
a� � ab� ac h� �

p
abcd i� �

p
a�b� ab�

j�
p
�a��b� � �c��d�

	� Sestrojte �ABC
 zn�te
li t�i body X 
 Y 
 Z
 kter� jsou soum	rn	
sdru�eny se st�edem S kru�nice opsan� �ABC po �ad	 podle p��mek
AB
 BC
 AC�


� Je d�na kru�nice k�S� r� a bod A tak
 �e jSAj � r� Sestrojte se�nu
XY kru�nice k tak
 aby proch�zela bodem A
 prot�nala kru�nici k
v bodech X a Y a aby platilo jAX j � � � jAY j�
�� Dv	 kru�nice k�
 k� se prot�naj� v bod	 A� Ve&te t�mto bodem
p��mku
 na kter� vyt�n� k� dvakr�t del�� t	tivu ne� k��

�� Jsou d�ny t�i r�zn� body A
 B
 C a dv	 r�zn� rovnob	�ky a
 b

kter� proch�zej� po �ad	 body A a B� Sestrojte p��mku p
 kter� proch�z�
bodem C tak
 aby prot�nala p��mku a v bod	 X 
 p��mku B v bod	 Y a
aby platilo jAX j � � � jBY j�

� Je d�na kru�nice k�
 p��mka t a na n� bod T � Sestrojte kru�nici k

kter� se dot�k� p��mky t v bod	 T a kru�nice k��

�� Jsou d�ny dv	 p��mky a
 b a bod M 
 kter� nele�� na ��dn� z nich�
Sestrojte kru�nici k proch�zej�c� bodemM 
 kter� se dot�k� obou p��mek
a i b�

��� Doka�te
 �e v��ky troj(heln�ka se prot�naj� v jednom bod	 V �tzv�
ortocentrum�
 p�itom bod V le�� na p��mce e
 na n�� le�� i t	�i�t	 T
tohoto troj(heln�ka i st�ed S kru�nice troj(heln�ku opsan� �tzv� Eulerova
p��mka�� �P�esn	ji� bod T le�� na (se�ce SV a plat� jST j � jTV j � � � ���
��� Doka�te
 �e st�edy stran�ABC
 paty V�
 V�
 V� jeho v��ek i st�edy
X 
 Y 
 Z (se�ek
 kter� spojuj� ortocentrum V tohoto troj(heln�ka s jeho
vrcholy
 le�� na jedn� kru�nici �tzv� Feuerbachova kru�nice��





 �� Planimetrick� v�po�ty

x�� PLANIMETRICK� V�PO�TY

V n�sleduj�c�m p�ehledu z�kladn�ch vzorc� zna��me velikosti prvk�
troj(heln�ka standardn�m zp�sobem� Pro stru�nost uv�d�me n	kdy jen
jeden ze t�� vzorc� dan�ho typu
 ostatn� lze snadno z�skat cyklickou
z�m	nou vrchol� troj(heln�ka�
� Pravo
hl� troj
heln�k �	 � �����
�i� Pythagorova v	ta c� � a� � b�

�ii� Euklidovy v	ty v� � ca � cb
 a� � ca � c
 b� � cb � c
� Obecn� troj
heln�k�

�iii� Sinov� v	ta �R je polom	r kru�nice opsan��

a

sin�
�

b

sin�
�

c

sin 	
� �R

�iv� Kosinov� v	ta
a� � b� � c� � �bc cos�

�v� Vzorce pro obsah P troj(heln�ka

P � �
�ava �

�
�ab sin 	 �

abc
�R � s � 
 �

p
s�s� a��s� b��s� c��

kde s � �
� �a� b� c� a 
 je polom	r kru�nice vepsan��

�vi� Vzorce pro v��ky

va � b sin 	 � c sin� �
�P
a

�vii� Vzorce pro t	�nice

ta � �
�

p
�c� � �b� � a�

	
 semin��

�� V pravo(hl�m troj(heln�ku plat� ta �
p
��� a tb �

p
!�� Ur�ete

p�eponu c�

�� +se�ka CD d�lky � je t	�nic� pravo(hl�ho�ABC� Ur�ete jeho obsah

v�te
li
 �e j�ACDj � ��� a j�BCDj � ����
�� V pravo(hl�m�ABC jsou zn�my d�lky odv	sen a � jBCj
 b � jACj�
Ur�ete vzd�lenost vrcholu C do nejbli���ho bodu kru�nice vepsan�
�ABC�
	� V pravo(hl�m �ABC jsou sestrojeny t	�nice AM a v��ka CD�
Doka�te
 �e �BMD je rovnoramenn� a s pomoc� d�lek odv	sen a �
� jBCj
 b � jACj vyj�d�ete jeho obsah�



�� Planimetrick� v�po�ty 
�


� V rovnoramenn�m �ABC plat� j�BACj � � � ���� S pomoc� �
a d�lky a � jBCj vyj�d�ete vzd�lenost mezi ortocentrem a st�edem
kru�nice opsan��

�� Ur�ete polom	r kru�nice opsan� dan�mu rovnoramenn�mu troj(hel

n�ku o z�kladn	 z a obsahu P �

�� V pravo(hl�m troj(heln�ku s odv	snami jACj � � a jBCj � � je
sestrojena v��ka CD� Najd	te vzd�lenost mezi st�edy kru�nic vepsan�ch
�ADC a �BDC�

� Na p�epon	 AB pravo(hl�ho troj(heln�ka ABC je vybr�n bod D tak

�e CD je osa (hlu ACB� S pomoc� d�lek odv	sen vyj�d�ete vzd�lenost
mezi ortocentry �ADC a �BDC�
�� Dv	 shodn� kru�nice o polom	ru � maj� vn	j�� dotyk
 le�� uvnit�
dan�ho rovnob	�n�ka a ka�d� z nich se dot�k� t�� jeho stran� Jeden
z (sek� strany rovnob	�n�ka od vrcholu do bodu dotyku s kru�nic� m�
d�lku

p
�� Najd	te obsah rovnob	�n�ka�

��� Ur�ete d�lku p���ky lichob	�n�ka proch�zej�c� pr�se��kem jeho (h

lop���ek rovnob	�n	 s jeho z�kladnami
 kter� maj� dan� velikosti a
 b�

�
 semin��

��� Odvo&te vzorce pro v��ky troj(heln�ka �vi� a z nich pak rovnost
prvn�ch t�ech v�raz� ze sinov� v	ty �iii�� pro �tvrt� v�raz u�ijte v	tu
o obvodov�m a st�edov�m (hlu�

��� S pomoc� kosinov� v	ty odvo&te vzorce pro t	�nice �vii��

��� Doka�te
 �e t	�nice ta
 tb v troj(heln�ku o stran�ch a
 b
 c jsou
navz�jem kolm�
 pr�v	 kdy� a� � b� � �c��

�	� Osy vnit�n�ho a vn	j��ho (hlu p�i vrcholu C troj(heln�ka ABC
prot�naj� p��mku AB v bodech P a Q� Doka�te
 �e jAP j � jBP j � jAQj �
� jBQj � jACj � jBCj� V�sledek d�le pou�ijte k d�kazu tvrzen�� Jsou
li
A
 B r�zn� body roviny �
 pak pro ka�d� k � �
 k �� �
 je mno�ina

Mk � fX � �� jAX j � jBX j � kg

kru�nice se st�edem na p��mce AB� �Jde o tzv� Apolloniovu kru�nici ��

�
� Doka�te
 �e pro strany a
 b a (hlop���ky e
 f libovoln�ho rovnob	�

n�ka plat� e� � f� � ��a� � b���

��� Pravideln� �esti(heln�k ABCDEF je veps�n do kru�nice o polom	

ru R� Najd	te polom	r 
 kru�nice vepsan� troj(heln�ku ACD�




� ��� Stereometrick� v�po�ty

��� Ur�ete polom	r kru�nice proch�zej�c� vrcholy B
 C a st�edem O
kru�nice vepsan� troj(heln�ku ABC
 zn�te
li a � jBCj a � � j�CABj�

�
� V rovnoramenn�m troj(heln�ku ABC �jABj � jBCj� je sestrojena
t	�nice AD� Ur�ete j�BDAj
 zn�te
li (hel � � j�ABCj�

��� Kru�nice o polom	ru r proch�z� vrcholy A
 B troj(heln�ka ABC
a prot�n� stranu BC v bod	 D� Najd	te polom	r R kru�nice opsan�
troj(heln�ku ACD
 zn�te
li r
 b � jACj a c � jABj�

��� V troj(heln�ku ABC jsou na stran�ch AC
 AB zvoleny po �ad	
body M 
 N tak
 �e M je st�ed AC a obsah troj(heln�ka AMN je roven
jedn� t�etin	 obsahu troj(heln�ka ABC� Najd	te d�lku (se�ky MN 

zn�te
li � � j�BACj
 b � jACj a c � jABj�

��� Najd	te polom	r kru�nice
 kter� vyt�n� na obou ramenech dan�ho
(hlu o velikosti � dv	 t	tivy t��e d�lky a
 jestli�e je zn�mo
 �e vzd�lenost
mezi bli���mi konci t	tiv je rovna b�

��� Doka�te Ptolemaiovu v�tu� Pro ka�d� t	tivov� �ty�(heln�k ABCD
plat� jABj�jCDj�jBCj�jDAj � jACj�jBDj� �N�vod� D�lky v�ech (se�ek
vyj�d�ete pomoc� polom	ru R opsan� kru�nice a (hl� � � j�BADj

� � j�ABCj a � � j�CADj
 d�le u�ijte vzorce pro goniometrick�
funkce��

x��� STEREOMETRICK� V�PO�TY

N�sleduj�c� de�nice a v	ty se t�kaj� p��mek a rovin v prostoru E��
P��mky p
 q jsou navz�jem kolm� 
 jestli�e existuj� takov� p��mky p�
 q�

pro kter� plat� p�kp a q�kq
 p� a q� jsou kolm� r�znob��ky �
P��mka p je kolm� k rovin� �
 je
li kolm� ke v�em p��mk�m roviny ��
Krit�rium kolmosti p��mky a roviny � Je
li p��mka p kolm� ke dv	ma
r�znob	�k�m roviny �
 pak je kolm� k rovin	 ��
Rovina � je kolm� k rovin� �
 jestli�e obsahuje p��mku kolmou k rovin	
�� Je
li rovina � kolm� k rovin	 �
 je i rovina � kolm� k rovin	 ��
Odchylku mimob��n�ch p��mek p
 q de�nujeme jako odchylku r�znob	�

n�ch p��mek p�
 q�
 pro kter� plat� p�kp a q�kq�
Odchylku p��mky p a roviny � klademe rovnu nule
 je
li pk�� je
li p � �

je tato odchylka rovna odchylce p��mky p a p��mky q
 kter� je pr�se�nic�
roviny � s rovinou � kolmou k rovin	 � proch�zej�c� p��mkou p �tzv�
kolm� pr�m�t p��mky p do roviny ���
Odchylku r�znob��n�ch rovin �
 � de�nujeme jako odchylku p��mek a� b

kde a � �
 b � � a ob	 p��mky a
 b jsou kolm� k pr�se�nici rovin � a ��



��� Stereometrick� v�po�ty 
�

N�kter� vzorce pro objem a povrch t�les

Pro objem V jehlanu ��ty�st	nu� plat�

V �
�
�
P � v�

kde P je obsah podstavy a v v��ka �vzd�lenost vrcholu od podstavy��
Pro objem V komol�ho jehlanu plat�

V �
v

�
�P� �

p
P�P� � P���

kde P�
 P� jsou obsahy podstav a v v��ka �vzd�lenost rovin podstav��
Pro objem V a povrch S rota�n�ho ku�ele plat�

V �
�
�
�r�v� S � �r�r � s��

kde r je polom	r podstavy
 v v��ka a s �
p
v� � r� je strana ku�ele� Pro

objem V a povrch S rota�n�ho komol�ho ku�ele plat�

V �
�
�
��r�� � r�r� � r���v� S � ��r�� � r�� � �r� � r��s��

kde r�
 r� jsou polom	ry podstav
 v v��ka a s strana komol�ho ku�ele�
Pro objem V a povrch S v�lce plat�

V � �r�v� S � ��r�r � v��

kde r je polom	r podstavy
 v v��ka v�lce� Pro objem V a povrch S koule

o polom	ru r plat�

V �
�
�
�r�� S � ��r�


Pro objem V kulov� 
se�e o polom	ru podstavy 
 a v��ce v plat�

V �
�
�
�v��
� � v��


Pro objem V kulov� vrstvy o polom	rech podstav 
�
 
� a v��ce v plat�

V �
�
�
�v��
�� � �


�
� � v��


Pro objem V kulov� v�se�e plat�

V �
�
�
�r�v�




	 ��� Stereometrick� v�po�ty

kde r je polom	r p��slu�n� koule a v v��ka p��slu�n� kulov� (se�e�
Pro povrch S kulov�ho vrchl�ku plat�

S � ��rv�

kde r je polom	r p��slu�n� kulov� plochy a v v��ka kulov�ho vrchl�ku�
Pro povrch S p�su kulov� plochy plat�

S � ��rv�

kde r je polom	r p��slu�n� kulov� plochy a v v��ka kulov� plochy�

	
 semin��

�� V pravideln�m �ty�st	nu ur�ete�
a� odchylku bo�n� hrany od roviny podstavy

b� odchylku bo�n� st	ny od roviny podstavy�

�� V pravideln�m �ty�bok�m jehlanu ABCDV o podstavn� hran	 d�lky
a a bo�n� hran	 b je d�n st�ed M strany BC� Ur�ete odchylku p��mek
AC a VM �

�� Rovina � � ACH vyt�n� z krychle ABCDEFGH �ty�st	n
 jeho�
povrch je S� Vypo�t	te povrch krychle�

	� Doka�te
�e pro objem V �ty�st	nu ABCD plat��

V �
�
�
jABj � jACj � jADj � sin� sin 	 sin��

kde � � j�DABj
 	 � j�DACj a � je odchylka rovin ADB a ADC�


� V pravideln�m �ty�st	nu ABCD o hran	 a je vrcholem D vedena
rovina � kolmo k rovin	 ABC rovnob	�n� s p��mkou AB
 kter� �ty�st	n
rozd	l� na dv	 t	lesa�
Vypo�t	te obsah �ezu roviny � �ty�st	nem ABCD�
Vypo�t	te pom	r objem� takto vznikl�ch t	les�

�� Hrana podstavy pravideln�ho trojbok�ho jehlanu ABCV m� d�lku a

odchylka bo�n�ch st	n ABV a ACV je �� Vypo�t	te obsah pl��t	 Q
jehlanu ABCV �

�� V trojbok�m jehlanu maj� dv	 protilehl� hrany d�lku a
 b
 d�lka
ostatn�ch hran je c� Vypo�t	te objem a povrch tohoto jehlanu�


� Hrana podstavy pravideln�ho trojbok�ho jehlanu ABCV m� d�lku a

bo�n� hrana d�lku b� Vypo�t	te objem jehlanu a obsah �ezu rovinou

kter� proch�z� podstavnou hranou AB kolmo k hran	 CV �



��� Stereometrick� v�po�ty 
�

�� U�it�m vzorce pro objem jehlanu odvo&te vzorec pro objem komol�ho
jehlanu�

��� D�lky hran podstav pravideln�ho �ty�bok�ho komol�ho jehlanu jsou
a
 b �a � b�� velikost ostr�ho (hlu mezi hranami bo�n� st	ny je ��
Doka�te
 �e pro jeho objem V plat�

V �
a� � b�

� cos�
�
p
� cos ��


�
 semin��

��� Kouli K jsou
a� veps�ny b� ops�ny
rovnostrann� v�lec a rovnostrann� ku�el� Vypo�t	te pom	r objem� a
povrch� t	chto t�� t	les�

��� Dva rota�n� ku�ele K�
 K�
 kter� maj� shodn� t	lesov� v��ky v a
jejich� polom	ry podstav jsou po �ad	 r�
 r�
 jsou do sebe zasazeny tak

�e vrchol ka�d�ho ku�ele je ve st�edu podstavy druh�ho� Ur�ete objem
spole�n� ��sti obou ku�el��

��� Rozvinut� pl��� ku�ele m� tvar kruhov� v�se�e se st�edov�m (hlem
o velikosti � �v obloukov� m��e� a d�lkou t	tivy b� Doka�te
 �e objem
ku�ele lze vyj�d�it ve tvaru

V �
��b�

p
��� � ��

����� sin� �
�




�	� Vypo�t	te objem a povrch komol�ho ku�ele
 jeho� podstavy jsou
kruhy
 z nich� jeden je opsan� a druh� vepsan� protilehl�m st	n�m
krychle o hran	 d�lky a�

�
� Do rota�n�ho komol�ho ku�ele s polom	ry podstav r�
 r� je veps�na
koule
 kter� se dot�k� obou podstav a pl��t	 ku�ele� Ur�ete povrch a
objem tohoto ku�ele�

��� V komol�m rota�n�m ku�eli jsou (hlop���ky osov�ho �ezu navz�jem
kolm�
 odchylka strany s ku�ele od roviny doln� podstavy je �� Ur�ete
objem tohoto ku�ele�

��� +hel p�i hlavn�m vrcholu osov�ho �ezu rota�n�ho ku�ele je roven
��
 sou�et d�lek jeho v��ky a strany je roven m� Ur�ete objem a povrch
ku�ele�

�
� Ur�ete
 jakou ��st povrchu Zem	 uvid� kosmonaut z paluby rakety
z v��ky h � RZ nad povrchem Zem	 �RZ zna�� polom	r Zem	��





 ��� Stereometrick� v�po�ty

��� Kulovou plochu rozd	luje rovina � na dva vrchl�ky
 jejich� povrchy
jsou S� a S�� Vypo��tejte obsah �ezu roviny touto kulovou plochou�

��� Nad v��kou rota�n�ho ku�ele jako nad pr�m	rem je ops�na koule�
Ur�ete objem ��sti koule uzav�en� uvnit� ku�ele
 jestli�e je d�na v��ka
h ku�ele a (hel p�i vrcholu osov�ho �ezu ku�ele je ���



V�sledky� �� Racion�ln� funkce� � � � 
�

V�SLEDKY

x�� Racion�ln� funkce� rovnice a nerovnice
��
a� �x � ���x� ���x� "�
b� �x� ���x� ���x� ��
c� �x� ���x� ���x� � x� ��
d� x�x � ���x� � �x� ��� )substituce y � x� � �x*
e� �x� ����x� ���
��
a� x� � �
 x� � �a �x� � x� pro a � ��
b� x � ���� pro a � �
 x� � x� � �� pro a � �
 x � � pro a � �����

x��� �

���p�� a

a
pro a � ���� �� � ��� ��

c� x� � ��a
 x� � �a pro a �� �
 x � � pro a � �
d� x� � a� b �� x� �

�ab
a� b

pro a �� �b
 x � � pro a � �b

x � �a pro a � b

��
Dva r�zn� ko�eny pro a � ������� � ����� �� � �����
 oba kladn�
pro a � ������� � ����� ��"�� �����
 jeden kladn� a druh� z�porn�
pro a � ���"� ��
 jeden nulov� a druh� kladn� pro a � ��"�
	�
a� ����
b� ������"
c� ��
d� ����
e� �����
f� �����

�
Nap��klad x� � !x� � � �� )x �

p
��� �
 tak�e �x� ��� � ��*

��
a � �
��
k � � )diskriminant D � ���k � ��*

�
a� a � ����
 a � �
 a � ���
b� a � ��
��

a� x��� �
��p�
�

b� x� � �
 x��� �
���p�"

�



�� V�sledky� �� Racion�ln� funkce� � � �

c� x � ������i � h����
d� x � ��
e� x� � ����
 x� � ���
 x� � �
���
a� x � ������� � ���� �� � �����
b� x � ������� � ���� �� � ��� ��
c� x � ����� �� � �����
d� x � ���� �� )�itatel je kladn�*
e� x � ���� �� � �����
f� x � ������� � ��� ���� � �����
g� x � ������� � h��������� ��� �i
h� x � ������
i� x � ������� � �����
j� x � �����"i � ���� �� � ��� �i � �����
k� x � ���� �� � �����
l� x � ������� � ���� �� � �����
m� x � �������p"� � ��� ��
n� x � ������ ����� ����� ��
o� x � h�� �i
p� x � h���� �i
q� x � ��������i � h���� �i
r� x � ��"���� � ��� ��
s� x � �����
t� x � h���� �i
���
a� a � ������� )a � �� nevyhovuje
 tak�e a� � � � a D � �*
b� a � ������� � h���� )bu& a � �
 nebo a� � � � � a D � �*
c� a � ������� )a � � nevyhovuje
 tak�e a� � � � a D � �*
d� a � ����� )Nem��e b�t ani a � �
 ani a � �� pro a � � m� vrchol
p��slu�n� paraboly kladnou x
ovou sou�adnici x� � ��a
 tak�e
zjist�me
 kdy i jeho y
ov� sou�adnice je kladn��*

e� a � ��� ���� )Zjist�me
 kdy dan� troj�len m� z�pornou hodnotu jak
pro x � �
 tak pro x � �
 pr�v	 tehdy le�� p��slu�n� parabola pod
osou x v cel�m intervalu A � h�� �i�*

���
b � ���� �� )Jmenovatel je kladn� pro ka�d� x � R�*
���
a � ������� � ����� )%�slo a le�� mezi ko�eny dan� rovnice F �x� � �

pr�v	 kdy� F �a� � � �tato nerovnost zaru�uje i existenci ko�en���*
�	�
a � ��� �� )V p��pad	 a � � � � zjist�me
 kdy pro troj�len F �x� z dan�
rovnice plat� F ��� � � a F ��� � �� v p��pad	 a� � � � kdy F ��� � � a
F ��� � ��*



V�sledky� �� Exponenci�ln� a logaritmick� funkce� � � � ��

x�� Iracion�ln� rovnice a nerovnice
��
a� x � �
b� x � ����
 x � ���
c� x � �
d� x � �
e� x � �
f� x � � �

p
�
 x � ��p�

g� x � ��
h� x � �
i� x � !
j� x � �
k� x � �
l� x � ��
 x � ����
��
a� x � h�� �� � �����
b� x � h��!����
c� x � ���� ���i
d� x � h�"!� ��
e� x � h�� �i
f� x � h����!���� ��� �i
g� x � h��� �� � ����� �i
h� x � ������
i� x � ������i
j� x � ���� �i � h�� !���
k� x � ��� �i
l� x � �����
m� x � h�� ����
n� x � h���� �� � �����

x�� Exponenci�ln� a logaritmick� funkce� rovnice a nerovnice

��
a� aloga x�log

a
y � aloga x � aloga y � x � y 
 vzorec

b� aloga x�log
a
y � aloga x�aloga y � x�y 
 vzorec

c� ay�loga x � a�loga x��y �
�
aloga x

�y
� xy 
 vzorec

d� a� log
a
x � a��log

a
x � a��aloga x � ��x
 vzorec

e� x � aloga x �
�
blogb a

�log
a
x
� blogb a�loga x 
 vzorec

f� Polo�te x � b v e��

g� bloga c �
�
aloga b

�log
a
c
� aloga b�loga c �

�
aloga c

�log
a
b
� cloga b
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 V�sledky� �� Exponenci�ln� a logaritmick� funkce� � � �

��
a� m � ����
b� m � ��
c� m � ���
d� m � �
e� m � ��
f� m � � log� �
g� m � ��
��

a� x �
a� �
��a� ��

b� x �
���� a�
� � a

c� x � ���a� b� �c�

d� x �
�ac� �

abc� �c� �
	�
V � loga b

�
a� a� � b� � "ab upravte na �a� b�� � �ab a pak logaritmujte�
b� a� � �b� � ��ab upravte na �a� �b�� � ��ab a pak logaritmujte�
��

a� x� � �
 x� � log�

p
�"� �
�

b� x � �

c� x �
log ��� log ��
log �� log �

d� x� � ��
 x� � �
 x� � �
p
�
 x� �

p
�

e� x� � ��
 x� � �
 x� � �
f� x � �
g� x� � �
 x� � �� )Uva�te
 �e ���

p
���� � � �

p
��*

h� x � ��� )Po vyd	len� !�x polo�te y � �����x�*
i� x� � �
 x� � �� )Po vyd	len� �x polo�te y � �����x�*
j� x � � )Lev� strana je klesaj�c� v x
 prav� strana je rostouc��*
k� x � � )Zvolte substituci y � �����x
 nebo uva�te
 �e po vyd	len�
mocninou �x bude lev� strana klesaj�c� a prav� konstantn��*

��
a� x� � ���
 x� � �
b� x� � �
 x� � �
c� x� � ���
 x� � ��
d� x � ��
e� x � �� )Uva�te monotonii ka�d� ze stran rovnice na intervalu ��� ����*

f� x �
� �

p
�

�



V�sledky� �� Exponenci�ln� a logaritmick� funkce� � � � ��

g� x � �

h� x� � �
 x� � �
 x� �

p
�
�

i� x� � ����
 x� � ����
j� x� � ���
 x� � �
k� x� � ����
 x� � �
l� x� � ���
 x� � ���� )Zlogaritmujte ob	 strany rovnice p�i z�kladu �
a zvolte substituci y � log	 x�*

m� x� � "
 x� � �� )Zlogaritmujte ob	 strany rovnice p�i z�kladu � a
zvolte substituci y � log� x�*

n� x � �
o� x� � �
 x� � a


�
a� x � ��� �� log� �� � �����
b� x � ������� � ��� log� ����
c� x � ���� �i
d� x � �����
e� x � �����
f� x � ���� �� )Po vyd	len� �"x polo�te y � �����x�*
g� x � ���� �� � ��� ��
h� x � ��� �� � �����
i� x � ������� � ��� �� � �����
j� x � �������
k� x � ��� ��
l� x � ��� ��
m� x � ��� �� � �p����
n� x � ��� ��
o� � � x �

� �
p
�

�
p� x � ������� � ���� �� � ��� �� � �����
q� x � ���� �� � ����� ��� ��� ���� � �����
r� x � �����
s� x � ��� �� � ��"�!� ��
t� x � ���� ��
u� x � ��� ���� � �����
v� x � ����� )Vyu�ijte monotonie ka�d� z obou stran�*
w� x � �������
x� x � ��� a�
y� x � ��� a�� � ��� a��

�



�� V�sledky� �� Goniometrick� funkce� � � �

x	� Goniometrick� funkce� rovnice a nerovnice

��
a�
p
��� �

p
���� )cos ��� � cos���� � ����*

b� ��
p
�

c�
p
� )Vyu�ijte� tg ��� � tg���� � ����*

d� �
e� � )Vyu�ijte t�ikr�t� sin� sin� � �

� �cos��� ��� cos��� ���*
��
a�
p
���

b� ���
c� ����
d� ����"!
e� ��� ��p�����
f� ������
	�
a� ��
b� tg�
c� tg ��
d� ���
e� �

�
Obecn	 lze postupovat takto� dosad�me 	 � �!������ do obou stran
a dok��eme vzniklou identitu v nez�visl�ch prom	nn�ch �
 ��
��
V z�pisech ko�en� zna�� k libovoln� cel� ��slo�

a� k�

�

�
� �k�


��
�
� �k�

b�
�

�
� k�


�

�
� k�


��
�
� k�

c�
�

�
�
k�

�

d�
�

�
� �k�


��
�
� �k�

e�
�

�
� k�


�

�
� �k�


��
�
� �k�

f�
�

�
�
k�

�
)U�ijte vzorec pro rozd�l hodnot sinu�*

g� ��

��
�

h�
�

�
�
k�

�
i� �k� )Uva�te
 �e L � ��*
j�
�

�
� �k� )Upravte na rovnici sin

�
x�

�

�

�
���*



V�sledky� �� Goniometrick� funkce� � � � ��

k� �k�

�

�
� �k�

l�
�

�
� k� )K ob	ma stran�m p�i�t	te � sin� x cos� x a u�ijte substituci

y � sin �x�*

m�
k�

�


�

�
� �k�


��
�
� �k� )U�ijte vzorec pro sou�et hodnot sinu�*

n�
k�

�


�

�
� k�


��
�
� k� )sin� cos� � �

� �sin��� �� � sin��� ���*

o�
k�

�
)U�ijte vzorce pro sou�in hodnot sinu a rozd�l hodnot kosinu�*

p�
�

��
�
k�

�


��
��
�
k�

�

q�
�

��
�
k�

�


��
�
� k� )P�epi�te cos �x � sin

��
�
� �x

�
a u�ijte vzorec pro

sou�et hodnot sinu�*

r�
�

��
� k�


���
��

�
k�

�
)Prav� strana je � cos

�
x�

�

�

�

 d�le u�ijte vzorec

pro rozd�l hodnot kosinu�*

s�
�

��
�
k�

�
)Odvo&te sin �x � � cos �x a d�le postupujte jako v q��*

t�
�

��
�
k�

"

u� k�

�

�
� �k�


��
�
� �k�

v�
�

!
�
k�

�
)Uva�te
 �e tg��x� x� nem� smysl�*

w�
��
�
� k�


�

�
� k�


��
�
� k�

x� �k�

�

�
�
�k�
�

)Upravte do tvaru sin
�
�x�

�

�

�
� sin

�
x�

�

�

�
�*

y� �k�

��
�
� �k�

z�
��
�
� k� )U�ijte substituci y � sinx� cosx
 pak y� � �� sin �x*�

��
Obor pravdivosti je sjednocen�m uveden�ch interval�
 k zna�� libovoln�
cel� ��slo�

a�

�
�

�
� �k��

��
�
� �k�

�

b�

�
��
�
� k����

�
� k�

	

c�

�
���
�
� �k��

�

�
� �k�

�

d�

�
������

�

�



�
��
�
� �

�



�
�

�
�
��
�

�
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e�



��
�
� �

	





��
�
� ��

	
f�



���
�
� �k��

��
�
� �k�

	
g�

�
������

�

�



�
��
�
� �

�



�
�

�
�
�

�

�
h�

�
�

�
�
�

�

�



�
��
�
�
��
�

�
i�

�
�

�
�
��
�

�



�
��
��
�

�



�
��
�
� ��

�
j� ������


�
�

�k � �
�
�
�k

�
pro k �� �

k�

�
�

�
� k��

��
�
� k�

�
l�



�

�
� k��

��
�
� k�

	
m�

�
�

�
�
��
�

�



�
��
"�
�

�



�
���
�
� ��

�
n�

�
��
�
�
"�
�

�



�
��
�
�
"�
�

�
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�
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x
� Komplexn� ��sla

��
)�a� b� � �c� d�* � �e� f� �
� �ac�bd� ad�bc� ��e� f� � �ace�bde�adf�bcf� acf�bdf�ade�bce�

�a� b� � )�c� d� � �e� f�* �
� �a� b� ��ce�df� cf�de� � �ace�adf�bcf�bde� acf�ade�bce�bdf��
��
a� �� � �i
b� �� i
c� ��
d� ��!i���
e� �
f� � � i

p
�� a

��
a� a � �
 b � �
b� a � �
 b � ��
	�
a� �
b� �����
c� �



d� � �z� �� � nebo z� �� ��
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�
a� ��� � �i� )

p�� � ��i � x� iy 	
 �� � x� � y� � �� � �xy*
b� ���� i�
c� ����� � �i�
��
a� z� � � � �i
 z� � �� �i
b� z� � � � i
 z� � �� i
c� z� � ��� �i���
 z� � ���� i���
d� z� � � � �i
 z� � � � �i
e� z � ���� �i
f� z � ��� � i
g� z� � �
 z��� � ��
 z��	 � �i
h� z� � �
 z��� � �i
��
a� cos

�

�
� i sin

�

�
b�
p
�
�
cos
�
��
�

�
� i sin

�
��
�

��
c�
�
�

�
cos

��
�
� i sin

��
�

�

d�

p
�
�

�
cos

��
�
� i sin

��
�

�

�
a� ����� ip��
b� ����� � i�
c� �

p
� � i���

d� �in��

e� �n cosn
�

�

�
cos

n�

�
� i sin

n�

�

�
��
cosn� � cosn �� �n�� cosn�� � sin� ��

�
n
�

�
cosn�� � sin� �� 
 
 


sinn� �
�
n
�

�
cosn�� � sin���n�� cosn�� � sin� ��

�
n
	

�
cosn�	 � sin	 ��
 
 


���
Podm�nku upravte na ekvivalentn� rovnici z� � �z cos�� � � �
 je� m�
ko�eny z��� � cos���� � i sin����� Rovnosti znk �

�
znk

� � cosn� pro

k � f�� �g pak odvod�te z Moivreovy v	ty�
���
� � i tg n�
�� i tg n� �

cosn�� i sinn�
cosn�� i sinn� �

cosn�� i sinn�
cos��n�� � i sin��n�� �

� cos �n�� i sin �n�


odtud speci�ln	 pro n � ��
� � i tg�
�� i tg� � cos ��� i sin ���
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���
a� ��i
b�
�
�
�
p
� � i�


�
�
��p� � i�
 �i

c� 	
p
�

�
cos

�!k � ���
��

� i sin
�!k � ���

��

�

 k � f�� �� �� �g

d� �
p
�

�
cos

��k � ���
��

� i sin
��k � ���

��

�

 k � f�� �� �� �� �g

���
Ozna�te lev� strany Sn��� ��
 Cn��� �� a uva�ujte komplexn� jednotky
� � cos�� i sin�
 � � cos�� i sin�� Pak v p��pad	 � �� � plat�

Cn��� � iSn��� � ��� � �� �� � � � �� �n� �
���� �n���
�� �

�

�
��

n
�
�

�
��

n
�
� � �

n
�
�

�
�
�
�

�
��

�
� � �

�
�

� �
��

n

�

�
��i sin �n� ���

�

�
��i sin �

�

�

�

h
cos
�
��

n�

�

�
� i sin

�
��

n�

�

�i
sin

�n� ���
�

sin
�

�




Odtud porovn�n�m re�ln�ch a imagin�rn�ch ��st� dostaneme k��en�
vzorce� V p��pad	 � � � plat� Cn��� �� � iSn��� �� � �n � ���
 odkud
plyne Cn��� �� � �n� �� cos� a Sn��� �� � �n� �� sin��
�	�
Hledan� obory pop��eme v kart�zsk�ch sou�adnic�ch x� y �z � x� iy��
a� P��mka y � ��
b� Polorovina x � ��
c� Kru�nice se st�edem )�� �* a polom	rem ��
d� Kruh se st�edem )�� �* a polom	rem ��
e� +hel v prvn�m kvadrantu s rameny y � x�

p
� a y � x�

f� Dopln	k kruhu se st�edem )��� �* a polom	rem ��
g� Osa (se�ky s krajn�mi body )�� �* a )�� �*
 tedy p��mka x � ��
h� Osa (se�ky s krajn�mi body )����* a )�� �*
 tedy p��mka y � ��
i� Elipsa s ohnisky )��� �*
 )�� �*�
j� Parabola s ohniskem )��� �*
 vrcholem )��� �* a ��d�c� p��mkou x � ��
k� Apolloniova kru�nice bod� X 
 pro n	� jXAj � �jXBj
 kde A)����*
a B)����* �viz x�
 (loha ����

l� Dvojice p��mek y � �x�
m� Hyperbola s ohnisky )�� �* a )��� �*�
n� Vnit�ek mezikru�� se st�edem )������* a polom	ry ��� a ��



V�sledky� 	� Z�klady planimetrie ��

o� Osa (se�ky s krajn�mi body )�� �* a )��� �*
 tedy p��mka x � �����
p� Kru�nice se st�edem )���� �* a polom	rem ��� krom	 bodu )�� �*�
q� P��mka �x� y � ��
r� Polop��mka y � � � x � ��

x�� Z�klady planimetrie

��
Body A�
 B� le�� na Thaletov	 kru�nici nad pr�m	rem AB
 jej� st�ed
tedy ur��me jako pr�se��k p��mky p s osou (se�ky A�B��
��
Proto�e (hlyMCS� aMKN jsou prav�
 plat� CS� k NK
 st��dav� (hly
KNC
 NCS� jsou tedy shodn�
 stejn	 jako (hly NCS� a S�NC
 nebo�
,S�NC je rovnoramenn��
��
Ozna�me T pr�se��k p��mky AB s te�nou t ke kru�nici k jdouc�
bodem N � �Pokud T neexistuje
 tj� AB k t
 je tvrzen� (lohy z�ejm���
Z rovnosti jTCj � jTN j plyne j�TCN j � j�TNCj
 tak�e j�CAN j �
� j�ANCj � j�TNBj� j�BNCj� Ale j�CAN j � j�TNBj �obvodov�
a (sekov� (hel�
 proto i j�ANCj � j�BNCj�
	�
Je
li AB k t
 ur��me bod dotyku T � k � t jako pr�se��k p��mky t s osou
(se�ky AB� v opa�n�m p��pad	 pro bod T a bod V � t � AB plat�
jV T j� � jV Aj � jV Bj� Vzd�lenost jV T j sestroj�me podle Euklidovy v	ty
o v��ce�

�
Plat� j�CAT j � j�CTX j a j�DBT j � j�DTY j
 kde X a Y jsou body
na spole�n� te�n	 jdouc� bodem T � Proto�e (hly CTX a DTY jsou
vrcholov�
 plyne odtud shodnost st��dav�ch (hl� CAT a DBT 
 tud��
AC k BD�
��
Kru�nice sestrojen� nad pr�m	rem CS
 kde C � k
 CS � AB� )Je
li
X � fA�B�Cg
 je Y � fC� Sg
 v ostatn�ch p��padech pro patu Z kolmice
spu�t	n� z X na AB plat� ,CSY � ,SXZ podle v	ty sus
 odkud
j�CY Sj � ���� Spl$uje
li naopak n	kter� bod Y posledn� rovnost

ur��me X � � SY � k� podle v	ty usu pak plat� ,CSY � ,SXZ

tud�� jSY j � jXZj�*
��
+se�ka A�B� s v�jimkou sv�ho st�edu C
 kde A�
 B� jsou kolm� pr�m	ty
bod� A
 B na te�nu q polokru�nice k rovnob	�nou s AB� )Z�ejm	X �� C�
Ozna�me T � k � p
 a Y kolm� pr�m	t bodu X na AB� V��ky XY a
ST rovnoramenn�ho troj(heln�ku MSX jsou shodn�
 tud�� bod X m�
od AB vzd�lenost rovnou polom	ru poloru�nice k
 neboli X � q� Je
li



�� V�sledky� �� Shodn� zobrazen�

naopak bod X libovoln� bod p��mky q r�zn� od C
 ur��me bod M
jako pr�se��k osy (se�ky SX s p��mkou AB� takov� pr�se��k nele��
na (se�ce AB
 pr�v	 kdy� X � A�B�� Z rovnoramenn�ho troj(heln�ku
MSX plyne
 �e polop��mka MX je te�nou k�*

�
V ,CDS je to polokru�nice k� nad pr�m	rem KL �kde K
 L jsou
st�edy (se�ek CS
 DS�
 v ,ABS
 ,BCS
 ,DAS dal�� t�i analogick�
polokru�nice� )Nech� X � ,CDS
 pak i Y � ,CDS a posuzovan�
vzd�lenost od obvodu ABCD je rovna jY U j
 kde U je kolm� pr�m	t Y
na CD� Spl�v�
li bod X se st�edem Z (se�ky CD
 vyhovuje Y � Z�
V ostatn�ch p��padech z rovnosti jXY j � jY U j a v	ty sus plyne
,ZUY � ,ZXY 
 nebo� (hly SZY 
 UY Z jsou shodn� �SZ k Y U�
a (hly SZY 
 SY Z rovn	� tak �jSY j � jSZj�� Proto je prav� nejen
(hel Y UZ
 ale i Y XZ
 tedy i SXZ a X le�� na Thaletov	 kru�nici nad
pr�m	rem SZ
 z n�� v ,CDS le�� pr�v	 polokru�nice k�� Obr�cen	

pokud je X � k� � fZg
 zvol�me za Y pr�se��k k � �� SX a shodnost
,ZUY � ,ZXY odvod�me z v	ty Ssu� odtud u� plyne jXY j � jY U j�*
��
Ozna�me O st�ed kru�nice vepsan�� M�me uk�zat
 �e bod P le�� na
Thaletov	 kru�nici nad pr�m	rem CO
 na n�� le�� bod N 
 tedy �e body
C
 O
 P 
 N le�� na jedn� kru�nici� Zjist�me to vyj�d�en�m velikost� (hl�
COP a CNP 
 p�itom rozli��me
 zda P le�� uvnit� �i vn	 ,ABC�
Ozna�me � � j�BACj� Pomoc� vnit�n�ch (hl� v ,BCO zjist�me

�e j�BOCj � ��� � �

��
 tedy j�COP j � ��� � �
��� +hel ONP je

bu& (hel ONM 
 nebo (hel k n	mu vedlej��� V prvn�m p��pad	 plat�
j�CNP j � j�ONP j � ��� � j�ONM j � ���
 ve druh�m naopak
j�CNP j � j�ONP j � ��� � ���� j�ONM j� Z t	tivov�ho �ty�(heln�ku
AMON m�me j�ONM j � �

���

x�� Shodn� zobrazen�
��
Hledan� p��mka proch�z� bodem k�� � k�
 kde k�� je obraz k� ve st�edov�
soum	rnosti podle st�edu A�
��
a� Um�st�me t	�nici AA� d�lky ta a ozna��me D obraz bodu A v soum	r

nosti podle st�edu A�� T	�i�t	 T troj(heln�ku ABC je zn�m� bod (se�ky
AA�� Bod B pak le�� jednak na kru�nici se st�edem T a polom	rem �

� tb

jednak na oblouku
 ze kter�ho je (se�ka A�D vid	t pod (hlem 	
 nebo�
(hel A�BD je obrazem (hlu A�CA ve zm�n	n� st�edov� soum	rnosti�
b� Nech� A�
 D maj� stejn� v�znam jako v a� a nech� X 
 Y zna�� paty
kolmic z bod� A
 resp� D na p��mky BD
 resp� AB� Um�st�me
li (se�ku
AD d�lky �ta se st�edem A�
 pak podle v	ty Ssu m��eme sestrojit oba



V�sledky� �� Shodn� zobrazen� ��

troj(heln�ky AXD
 AY D
 pak sestrojit bod B � � AY � � DX a
kone�n	 bod C soum	rn	 sdru�en� s B podle st�edu A��
c� Nech� A�
 D
 Y maj� stejn� v�znam jako v b�� Stejn	 jako tam
sestroj�me nejd��ve ,ADY 
 bod B pak ur��me jako pr�se��k p��mky
AY s obloukem z ��sti a�
 ze kter�ho je (se�ka A�D vid	t pod (hlem 	�
��
Dopl$me ,ABC na rovnob	�n�k ABCD� St�ed C� strany AB a bod D
le�� na polop��mce CT tak
 �e jCC�j � �

� jCT j a jCDj � �jCC�j� Body A

B ur��me jako pr�se��ky ramen CX 
 CY s p��mkami
 kter� jsou s t	mito
rameny rovnob	�n� a proch�zej� sestrojen�m bodem D�
	�
Ozna�me Q� obraz Q v soum	rnosti podle st�edu S
 v n�� jsou sdru�en�
body X a Y 
 tak�e QY k Q�X � Proto�e k je Thaletova kru�nice nad
pr�m	rem PQ
 plat� PZ � QZ
 neboli PX � QY 
 co� znamen�

�e rovn	� PX � Q�X � Bod X tedy ur��me jako pr�se��k t	tivy
AB s Thaletovou kru�nic� sestrojenou nad pr�m	rem PQ�
 zbytek
konstrukce je jasn��

�
Zvolme libovoln	 A� � t�
 uva�ujme posunut� T o vektor

���
AA� a

ozna�me B� � T �B� a C � � T �C�� Plat� ,ABC � ,A�B�C �
 nav�c
z AA� k BB� k CC � plyne B� � t� a C � t�
 kde t� k t� a C � � t�� Odtud
plyne konstrukce� B� � t� � k��A�� a�
 C � � k��A�� a� � k��B�� a�
 d�le
t� k t�
 C � � t� a C � t� � k
 kone�n	 body A
 B jsou obrazy bod� A�


B� v posunut� T �� o vektor
���
C �C �

��
Ozna�me A�
 B� obrazy bod� A
 B v posunut� T o vektor

��
DC� Proto�e

BB�CD je rovnob	�n�k
 plat� j�ACB�j � � a jCB�j � f � Sestroj�me
proto nejd��ve ,ACB� podle v	ty sus� Proto�e AB k A�B� a AD k A�C

plat� j�B�A�Cj � � a nav�c jAA�j � jDCj � c
 tak�e bod A� le�� jednak
na kru�nici k�A� c�
 jednak na oblouku
 ze kter�ho je (se�ka B�C vid	t
pod (hlem �� Kone�n	 body B
 D ur��me jako obrazy bod� B�
 C
v posunut� T �� o vektor

���
A�A�

��
Ozna�me S�
 S� st�edy kru�nic k�
 k� a O�
 O� st�edy (se�ek XA
 Y A�
Uva�ujme posunut� T o vektor

����
O�S� kolm� k p� Bod Z � T �O�� le��

na kolmici k p��mce p jdouc� bodem O�
 tedy na p��mce S�O�� Proto�e
jO�O�j � �

�a
 plat� rovn	� jZS�j � �
�a
 nav�c ZS� k O�O� � S�O�
 tak�e

ZS� � ZS�� Proto m��eme podle v	ty Ssu sestrojit ,S�S�Z a pot� v�st
bodem A p��mku p rovnob	�n	 s S�Z�

�
�i� Ozna�me O�
 O� kolm� pr�m	ty st�ed� S�
 S� kru�nic k�
 k� na
p��mku p� Krajn� body shodn�ch t	tiv hledan� p��mky q lze ozna�it



�
 V�sledky� �� Shodn� zobrazen�

A�� B� � k� a A�� B� � k� tak
 aby p�i posunut� T o vektor ����O�O� platilo
A� � T �A�� a B� � T �B�� �uva�te
 �e st�ed t	tivy A�B� se zobraz� do
st�edu t	tivy A�B��� Body A�
 B� tedy ur��me jako pr�se��ky kru�nice
k� s kru�nic� k�� � T �k���
�ii� Plat�

���
XY � a nebo

���
XY � �a
 kde a je jeden ze dvou vektor�

velikosti a le��c�ch na p��mce p� Bod Y tedy najdeme jako pr�se��k
kru�nice k� s kru�nic� k

�
� nebo kru�nic� k�� 
 je� jsou obrazy kru�nice k�

p�i posunut� o vektor a resp��a� Vedeme
li ka�d�m takov�m pr�se��kem
p��mku q rovnob	�n	 s p��mkou p
 dostaneme �e�en� (lohy�
��
Ozna�me body X 
 Y tak
 aby le�ely s body A
 B na p��mce v po�ad�
A
 X 
 Y 
 B� Potom zn�me �voln�� vektor

���
XY a m��eme sestrojit bod

P � � P �
���
XY � Proto�e PZ � QZ �Thaletova kru�nice� a PX k P �Y

�(se�ka a jej� obraz v posunut��
 plat� rovn	� P �Y � Y Q
 tak�e bod Y
ur��me jako pr�se��k t	tivy AB s Thaletovou kru�nic� sestrojenou nad
pr�m	rem P �Q�
���
Plat� jAX j � jXBj � jA�X j � jXBj � jA�Bj
 kde A� je obraz A
v soum	rnosti s osou p� Uveden� nerovnost p�ejde v rovnost
 pr�v	 kdy�
bod X le�� na (se�ce A�B�
���
Ozna�me B� obraz bodu B v soum	rnosti podle osy o kter� proch�z�
bodem C rovnob	�n	 s p��mkou AB� Proto�e jABj � c
 jBB�j � �vc
a (hel ABB� je prav�
 m��eme podle v	ty sus sestrojit ,ABB� a pak
osu o jeho strany BB�� Z rovnost� j�ACBj � 	 a j�BCB�j � �� plyne
j�ACB�j � 	��� � ��!���������� � �!��� ������ Zbyl� vrchol
C proto ur��me jako pr�se��k p��mky o s obloukem
 ze kter�ho je (se�ka
AB� vid	t pod zn�m�m (hlem �!�� � ��� ���
���
Rozli�te p��pady
 kdy posuzovan� (hly AXM a BXN maj� za ramena
XM a XN �i� dv	 navz�jem opa�n� polop��mky
 �ii� dv	 shodn�
polop��mky�
�i� Nech� B� je obraz bodu B v osov� soum	rnosti s osou o ��MN �
Ozna�me Y libovoln� vnit�n� bod polop��mky opa�n� k XA a sestrojme
kru�nici k se st�edem B�
 kter� se dot�k� p��mky o� Proto�e j�B�XN j �
� j�BXN j � �

� j�AXM j
 le�� bod B� na ose (hlu NXY 
 kter� je
vrcholov� k (hlu AXM 
 tak�e kru�nice k je do tohoto (hlu vepsan�
a p��mku AY m��eme sestrojit jako te�nu ke kru�nici k vedenou bodem
A� Bod X je pak pr�se��kem t�to te�ny s p��mkou o�
�ii� V tomto p��pad	 le�� bod B na ose (hlu AXM nebo na ose vedlej��ho
(hlu k (hlu AXM � Sestroj�me proto kru�nici k se st�edem B
 kter�
se dot�k� p��mky MN � p��mku AX pak ur��me jako te�nu kru�nice k



V�sledky� �� Shodn� zobrazen� ��

vedenou bodem A� Bod X je op	t pr�se��kem t�to te�ny s p��mkouMN �
���
Osa o (se�ky AT proch�z� bodem X � V soum	rnosti s osou o je obrazem
kru�nice k a jej� te�ny TX s bodem dotyku T n	kter� kru�nice k� a jej�
te�na AX s bodem dotyku A� Kru�nici k�
 kter� m� polom	r r a dot�k�
se p��mky AX v bod	 A
 m��eme ze zad�n� sestrojit
 osa o je pak osou
soum	rnosti kru�nic k
 k� a bod X je pr�se��kem t�to osy s (se�kou SA�
�	�
Ozna�me C � bod soum	rn	 sdru�en� s vrcholem C podle osy o ��AB�
+hly BAC
 ABC jsou stejn	 jako (hly ABC
 ABC � shodn�� ze shodnosti
st��dav�ch (hl� BAC a ABC � plyne AC k BC �
 odkud C � � q� Proto
na p��mce q le�� rovn	� obraz M � bodu M v soum	rnosti s osou o

nav�c jAM �j � jAM j
 tak�e bod M � ur��me jako pr�se��k p��mky q
s kru�nic� k�A� jAM j�� Vrchol B pak sestroj�me jako pr�se��k p��mky q
s osou (se�ky MM �
 vrchol C jako pr�se��k p��mek p a BM �
�
�
Sestrojme libovolnou t	tivu X �Y � kru�nice k tak
 aby jX �Y �j � a�
Existuje rotace kolem st�edu S
 kter� p�evede hledanou t	tivu XY na
t	tivu X �Y �� obrazemM � boduM je pak jeden z pr�se��k� (se�ky X �Y �

s pomocnou kru�nic� m�S� jSM j�� T	tivu XY pak ur��me ve zp	tn�
rotaci kolem st�edu S o orientovan� (hel M �SM �
���
V jedn� z rotac� o ��� kolem st�edu A p�ejde bod B do bodu D
 tak�e
D � b � a�
 kde a� je obraz p��mky a ve zm�n	n� rotaci�
���
Ozna�me S st�ed kru�nice k� V jedn� z rotac�R�S� ���� plat�R�Y � � X 

tak�e obrazem p��mky q je p��mka q�
 kter� proch�z� bodem X kolmo
k p��mce p� Nav�c p��mka q� proch�z� bodem Q� � R�Q�
 kter� um�me
sestrojit� Plat� tedy PX � Q�X 
 tak�e bod X ur��me jako pr�se��k
kru�nice k s Thaletovou kru�nic� sestrojenou nad pr�m	rem PQ��
�
�
Nech� X � je obraz bodu X v t� rotaci o ��� kolem bodu B
 ve kter�
bod A p�ejde do bodu C� Proto�e je BXX � rovnostrann� troj(heln�k

plat� jBX j � jXX �j a (hel BXX � m� stejn	 jako obvodov� (hel BXC
velikost ���
 tud�� X � � XC� Nav�c (se�ka CX � je obrazem (se�ky
AX ve zm�n	n� rotaci
 tud�� jCX �j � jAX j� Dohromady dost�v�me
jCX j � jCX �j� jX �X j � jAX j� jBX j�
���
V rotaci o ��� kolem bodu A
 ve kter� bod B p�ejde do bodu C
 p�ejde
bod S do bodu S�
 jen� um�me sestrojit� Proto�e (se�ka BS p�ejde
v (se�ku CS�
 plat� jCS�j � jBSj � b
 tud�� C � k��S� c� � k��S�� b��
Bod B je pak obrazem bodu C ve zp	tn� rotaci
 ve kter� bod S� p�ejde
do bodu S�



�� V�sledky� 
� Podobnost a stejnolehlost

x
� Podobnost a stejnolehlost
��
Nech� C� je st�ed (se�ky AB� Proto�e t	�i�t	 T troj(heln�ku ABC
je obrazem jeho vrcholu C ve stejnolehlosti H�C�������
 je hledanou
mno�inou kru�nice H�k� s v�jimkou jej�ch pr�se��k� s (se�kou AB
�nebo� C �� A�B��
��
Sestrojte podobn� troj(heln�k A�B�C � o stran�ch �a�� b�� c�� � ��� �� �� a
ten pak podle jeho v��ky v�a zobrazte v podobnosti s koe�cientem va�v

�
a�

��
a� U�ijte Euklidovu v	tu �d�le EV� o v��ce pravo(hl�ho troj(heln�ku

kter� rozd	luje jeho p�eponu na (seky d�lek a
 b�
b� Dvakr�t u�ijte Pythagorovu v	tu �d�le PV�
 poprv� pro troj(heln�k
s odv	snami a a b
 podruh� pro troj(heln�k s odv	snami

p
a� � b� a c�

c� K rovnosti x � a � b � c u�ijte stejnolehl� troj(heln�ky s dvojicemi
stran �a� c� resp� �x� b� sv�raj�c�mi spole�n� �libovoln	 zvolen�� (hel �tzv�
konstrukce �tvrt� geometrick� (m	rn���
d� Zvolte nejprve (se�ku d�lky �
 sestrojte podle PV

p
� �

p
�� � ��
p

� �
q
�� � �

p
��� a pak u�ijte c� pro b �

p
� a c �

p
� �

p
��

e� Sestrojte �tvrt� geometrick� (m	rn� y � �ab��d a x � �yc��e�
f� Podle PV sestrojte d�lku a

p
� �

p
a� � a� a pot� podle EV d�lkuq

�a
p
�� � a�

g� Nejprve podle EV sestrojte d�lku y �
p
a�b� c� a pak podle PV

d�lku x �
p
a� � y��

h� Podle EV sestrojte d�lky y �
p
ab
 z �

p
cd a x �

p
yz�

i� Podle PV sestrojte d�lku y �
p
a� � b� a podle EV d�lky z �

p
ab a

x �
p
yz�

j� Jako �tvrt� geometrick� (m	rn� sestroj�me d�lky u � a��b a v � c��d

pak podle EV d�lky y �

p
au a z �

p
cv
 kone�n	 podle PV d�lku

x �
p
y� � z��

	�
Ozna�me A�
 B�
 C� st�edy stran BC
 AC resp� AB� Ve stejnolehlosti
H�S������ plat� A� � H�Y �
 B� � H�Z� a C� � H�X�
 tak�e
XS � AB k A�B� k Y Z
 tedy XS � ZX 
 stejn	 jako Y S � XZ a
ZS � XY � Bod S tedy dok��eme sestrojit jako pr�se��k v��ek dan�ho
troj(heln�ku XYZ� P��mky AB
 BC a CA pak nalezneme jako osy
(se�ek SX 
 SY resp� SZ�

�
Ve stejnolehlostiH�A���� plat� H�Y � � X 
 tak�e ze vztahu Y � k plyne
X � k� � H�k�� Bod X tedy le�� v pr�se��ku kru�nice k s kru�nic� k��



V�sledky� 
� Podobnost a stejnolehlost ��

��
Jde
li o t	tivu XA kru�nice k� a t	tivu AY kru�nice k�
 ve stejnolehlosti
H�A���� plat� H�Y � � X 
 tak�e z Y � k� plyne X � k�� � H�k��
 tud��
X � k� � k���
��
Ozna�me S pr�se��k p��mek p a AB �kdyby platilo p k AB
 byl by
AXY B rovnob	�n�k�� Ze stejnolehlosti (se�ek AX a BY plyne
 �e ve
stejnolehlosti H�S������ nebo H�S������ plat� H�A� � B
 tak�e S je
jeden ze dvou bod� polop��mky AB
 pro kter� plat� jASj � � � jABj nebo
jASj � �

� jABj� Pak p ��SC�


�
Nech� X je bod dotyku kru�nic k a k�� Ve stejnolehlosti H se st�edem X 

ve kter�H�k� � k�
 je p��mka t� � H�t� te�nou kru�nice k� rovnob	�nou
s danou p��mkou t
 tak�e ji um�me sestrojit �pozor� existuj� dv	 takov�
te�ny�� Je
li T� bod dotyku t� a k
 plat� T� � H�T �
 tak�e X �st�ed H�
ur��me takto� X � k � �TT��

��
Je
li a k b
 vyu�ijeme posunut�
 jinak ozna��me V � a � b a sestroj�me
libovolnou kru�nici k�
 kter� se dot�k� obou p��mek a
 b a le�� ve stejn�m
(hlu jimi vymezen�m jako bod M � Ve stejnolehlosti H se st�edem V
a kladn�m koe�cientem
 ve kter� H�k� � k�
 p�ejde bod M do bodu
M � � k� � �� SM 
 kter� proto um�me sestrojit �pozor� pr�se��ky jsou
dva�� Ke konstrukci st�edu S kru�nice k ze st�edu S� kru�nice k� je pak
v�hodn� vyu��t (se�ek M �S� a MS
 je� jsou stejnolehl� podle st�edu V �

���
Nech� o�� o�� o� zna�� osy a A�� B�� C� st�edy stran BC
 CA resp� AB�
Jak v�me S � o��o��o� a T � AA��BB��CC�� Nav�c ve stejnoolehlosti
H�T���� plat� H�A�� � A
 H�B�� � B a H�C�� � C
 tak�e pro p��mky
o�i � H�oi�
 i � �� �� � plat� A � o�� k o� � BC
 podobn	 B � o�� � CA a
C � o�� � BC� Na p��mk�ch o�i proch�zej�c�ch jedn�m bodem S� � H�S�
tedy le�� v��ky troj(heln�ku ABC
 t�m je existence ortocentra V � S�

dok�z�na v�etn	 rovnosti
��
V T � ����ST � ���

Na kru�nici k opsan� ,ABC le�� obrazy U�
 U�
 U� ortocentra V
v osov�ch soum	rnostech podle p��mek BC
 CA resp� AB �vysv	tlete
pomoc� obvodov�ch (hl�
 nap�� j�BCU�j � j�BCV j � ��� � �
 je
li
� ostr��� Na kru�nici k rovn	� le�� obrazy W�
 W�
 W� ortocentra V
ve st�edov�ch soum	rnostech podle st�ed� A�
 B�
 C� stran BC
 CA
resp� AB �op	t vyu�ijte obvodov�ch (hl� a toho
 �e nap�� BW�CV je
rovnob	�n�k�� Obrazem kru�nice k ve stejnolehlosti H�V������ je tedy
kru�nice
 na kter� le�� jak st�edy stran A�
 B�
 C� �obrazy bod� W�

W�
 W� v H� a paty v��ek V�
 V�
 V� �obrazy bod� U�
 U�
 U� v H�

tak i st�edy X 
 Y 
 Z (se�ek AV 
 BV 
 CV �obrazy bod� A
 B
 C v H��



�	 V�sledky� �� Planimetrick� v�po�ty

x�� Planimetrick� v�po�ty

��
c � ��
��p
���

��p
�� �
�

�
a� b�pa� � b�

�
	�

a�b

��a� � b��

�
a��� � cos��

� sin�
��
P

z
�

z�

��P
��p
�


�
ja� bjpa� � b�

a� b
��

� �
!
p
�
�

���
�ab
a� b
���

Dosa&te va � c sin� a vb � c sin� do rovnosti
ava
�
�
bvb
�
�

Je
li D st�ed BC a S st�ed opsan� kru�nice
 plat� sin� �
jDCj
jSCj �

a

�R
�

���
Nech� � � j�ADBj
 kde D je st�ed BC� Se�t	te kosinov� v	ty
c� � t�a � �a���

� � ata cos� a b� � t�a � �a���
� � ata cos��

���
Je
li T t	�i�t	 troj(heln�ku
 pak AT � BT 	
 jAT j� � jBT j� � c��
Dosa&te sem

jAT j� � �t�a
�
�
�b� � �c� � a�

�
� jBT j� � �t�b

�
�
�a� � �c� � b�

�
�

�	�
Ze sinov� v	ty jAP j � jACj � sin 	

�
�sin� a jBP j � jBCj � sin 	

�
�sin�����




V�sledky� �� Planimetrick� v�po�ty ��

kde � � j�APCj
 odkud jAP j � jBP j � jACj � jBCj� Podobn	 odvod�te
(m	ru jAQj � jBQj � jACj � jBCj� Proto�e (hel PCQ je prav�
 le��
bod C na Thaletov	 kru�nici sestrojen� nad pr�m	rem PQ
 jeho� krajn�
body P�Q jsou dle p�edchoz�ho ur�eny pom	rem k � jACj � jBCj� Je
li
naopak C � libovoln� bod zm�n	n� kru�nice �C � �� P�Q�
 uk��eme
 �e
plat� jAC �j � jBC �j � k� K tomu podle p�edchoz�ho sta�� dok�zat rovnost
velikost� (hl� 	� � j�PC �Aj a 	� � j�PC �Bj� Provedeme to v p��pad	
k � �
 kdy uva�ovan� body le�� na p��mce v po�ad� A
 P 
 B
 Q �p��pad
� � k � � se posoud� analogicky nebo se -prohozen�m. bod� A
 B p�ejde
od pom	ru k k pom	ru ��k�� Proto�e (hly AC �Q
 BC �Q maj� po �ad	
velikosti ��� � 	�
 ��� � 	�
 jako v��e se ze sinov� v	ty odvod� rovnosti

k �
jAP j
jBP j �

jAC �j � sin 	�
jBC �j � sin 	� a k �

jAQj
jBQj �

jAC �j � cos 	�
jBC �j � cos 	� �

odkud tg 	� � tg 	�
 neboli 	� � 	��

�
� Z kosinov� v	ty e� � a��b���ab cos� a f� � a��b���ab cos�� ob	
rovnosti se�t	te a vyu�ijte toho
 �e z ��� � �!�� plyne cos��cos� � ��

���


 �
�
p
�� ��R
�

���
a

� cos ��
�
�

cotg j�BDAj � �� � cos�
� sin�

)U�ijte sinovou v	tu pro ,ABD
 v n	m�

jABj � jBDj � � � ��*
���

R �
br

c
���

jMN j �
r
�c�

�
�
b�

�
� �bc cos�

�

���
�

� cos ��

p
a� � b� � �ab sin �

� )Nejprve pomoc� mocnosti vrcholu V da


n�ho (hlu ke zm�n	n� kru�nici k�S� r� uka�te
 �e pro bli��� konce A
 B
uva�ovan�ch t	tiv plat� jV Aj � jV Bj� Pak vyu�ijte pravo(hl� troj(hel

n�ky s vnit�n�m (hlem ��� k ur�en� d�lky jV Aj a vzd�lenosti d st�edu S
od st�ed� uva�ovan�ch t	tiv� Nakonec dosa&te do r �

p
d� � a����*



�
 V�sledky� ��� Stereometrick� v�po�ty

���
Do obou stran dokazovan� rovnosti dosa&te vyj�d�en�

jABj � �R sin��� � � ��� jBCj � �R sin��� ��� jCDj � �R sin��
jDAj � �R sin�� � ��� jBDj � �R sin�� jACj � �R sin�

a pak vyu�ijte opakovan	 vzorec � sinx sin y � cos�x� y�� cos�x� y��

x��� Stereometrick� v�po�ty

��
a� arccos�

p
����

b� arccos�����
��

arccos
a
p
�

�
p
�b� � a�

��
�S���p��
	�

Obsah st	ny ADC je
�
�
jACj � jADj sin 	
 p��slu�n� t	lesov� v��ka je

jABj sin� sin��

�
Obsah �ezu je a�

p
���
 pom	r objem� je � � ��

��
�a�

�
q
� sin� �

� � �
��

Objem je
ab � p�c� � a� � b�

��

 povrch je

b � p�c� � b�

�
�
a � p�c� � a�

�
�


�

Objem je
a� � p�b� � a�

��

 obsah �ezu je

a� � p�b� � a�

�b
�

��
Ozna�me P�
 resp� P� obsah v	t��
 resp� men�� podstavy� Z podobnosti

pro v��ku x od��znut�ho jehlanu plat�
v � x

x
�

p
P�p
P�

 vypo�t	te odsud x

a dosa&te do V �
�
�
P��v � x�� �

�
P�x�

���

V��ka x bo�n� st	ny je
�
�
�a�b� tg�
 t	lesovou v��ku w ur��me ze vztahu

x� � w� �
�a� b

�

��
�



V�sledky� ��� Stereometrick� v�po�ty ��

���
a� Pom	r objem� je �� � ���

p
�� � �
 pom	r obsah� �� � �� � ��

b� Pom	r objem� i pom	r obsah� je � � � � ��
���
��r�r���v
��r� � r���
���

Strana ku�ele je s �
b

� sin �
�


 polom	r r �
s�

��

 v��ka v �

p
s� � r��

�	�

Objem je
�
�
� �

p
�
�
a�

��

 povrch je

�
�
� �

p
�� � !

p
�
�
a�

�
�

�
�

Povrch je ���r�� � r�r� � r���
 objem je
���r�� � r�r� � r���

p
r�r�

�
� )Pro

stranu s a v��ku v tohoto ku�ele plat� s � r�� r�
 s� � v�� �r� � r����*
���
�s� � sin� � ��� cos ���

��
)Polom	ry r��� podstav ku�ele ur�ete ze soustavy rovnic r��r� � s�cos�

r� � r� � v � s � sin��*
���

Objem je
�m� sin� � cos�
��� � cos���


 povrch je
�m� sin� � �� � sin��

�� � cos���
�

�
�
Vid� jednu �tvrtinu� )V��ku v kulov�ho vrchl�ku ur�ete z Euklidovy v	ty
o odv	sn	� �RZ � v��RZ � h� � R�

Z �*
���
S�S�

S� � S�

)Polom	r r kulov� plochy je

r
S� � S�
��


 v��ka v vrchl�ku
S�p

��S� � S��



polom	r 
 kruhov�ho �ezu z Euklidovy v	ty o v��ce� 
 �
p
v��r � v��*

���
�h� sin� � � �� � cos� ��

�
)T	leso se skl�d� z kulov� (se�e
 jej�� v��ku

ozna��me v
 a z rota�n�ho ku�ele o v��ce �h � v�� V��ku v a polom	r r
spole�n� podstavy obou t	les ur��me ze vztah�

sin �� � r �
�h
�

�
a cos �� �

�h
�
� v

�
�
�h
�

�
�

kter� dostaneme z osov�ho �ezu ku�ele
 v n	m� se opsan� koule zn�zorn�
jako kruh o polom	ru h�� a podstava obou t	les jako jeho t	tiva
 j��
p��slu�� st�edov� (hel ���*
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