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1. Raciondlni funkce, rovnice a nerovnice 3

§1: RACIONALNI FUNKCE, ROVNICE A NEROVNICE

e Pii hledéani rozkladu mnohocélenu v R na soucin mnohoclenti nizsiho
stupné pouzivame Bezoutovu vétu:

Je-li zo kofen mnohoc¢lenu F'(z) stupné n, pak existuje mnohoclen G(x)
stupné (n — 1) takovy, Ze plati

F(z) = (r — z0) - G(x).

e Ma-li mnohoclen F(z) = apz™ + ap 12" 1 + -+ + a1z + ag celé
koeficienty a plati-li ag # 0 a a,, # 0, lezi v8echny jeho racionélni kofeny

v mnoziné vSech zlomki fl—’, kde p, ¢ jsou nesoudélné celd ¢isla takova,

Ze plao a qlay,. A
e Pro kofeny z,, z» kvadratické rovnice az?® +bxz+c = 0, kde a,b,c € R
a a # 0, plati vzorec

’ 2a
kde D = b% — 4ac je tzv. diskriminant. Kofeny jsou realné, praveé kdyz
D > 0, pfitom je-li D =0, je 1 = z2 (tzv. dvojndsobny koten).
e Mezi kofeny x1, x> a koeficienty a, b, ¢ kvadratické rovnice plati tzv.
Viétovy vztahy:
T+ a2 = ——; mlwng.
a a
e Kazdy mnohoclen v R lze rozlozit na soucin ¢initeld, z nichz kazdy je
linedrni nebo kvadraticky se zapornym diskriminantem. Zadny z téchto
mnohoclenti nelze v R rozlozit na soucin ¢initeld niz$tho stupné.
e Obsahuje-li algebraicka rovnice absolutni hodnotu, je zpravidla vhod-
né rozdélit feSeni na etapy podle znamének vyrazi v absolutni hodnoté.
Stoji-li absolutni hodnota osamocena na jedné strané rovnice, je nékdy
vyhodné takovou rovnici umocnit na druhou.
e Nerovnice s raciondalni funkci fesime zpravidla metodou intervali: ne-

rovnici upravime na tvar P(z) - Q(x) > 0, resp. ng > 0, rozlozime oba

mnoho¢leny P(z), Q(z) v R a ¢iselnou osu z rozdélime na intervaly,
v nichz zadny ¢initel neméni znaménko. Nasobime-li nerovnici vyrazem
s proménnou, je nutné brat ohled na znaménko tohoto vyrazu.

e Pfi feSeni kvadratickych nerovnic (s parametry) je vyhodné uplatnit
nasledujici vétu:

Necht F(z) = az® + bz + ¢, a > 0 a D = b* — 4ac. Pak plati:

(i) F(z) > 0 pro kazdé = € R, praveé kdyz D < 0.

(ii) Je-li D > 0, ma rovnice F(z) = 0 dva realné kofeny z; < zo, pfitom

F(z) >0 < (z <z1vT > 13),
F(r) <0 <= 1 <z < 2.
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1. seminar

1. Rozlozte v R:

a) % +9z% + 11z — 21 b) 3 — 622 — z + 30
¢) (2 +x)® +4(2® + ) — 12 d) (z+1)(z+2)(z+3)(x+4) —24
e) 92° — 1522 — 32z — 12

2. Reste v R rovnice s parametry a,b € R:

a)z? —2(a+1)z+4a=0 b) az? +2zx+1=0
T 2a 8a?
c) — =
r—a wx+a x%2-—a?
1 1 1 1
d) + =—+—,kdeab#0
r—a x—b a b

3. Pro kterd a € R m4 rovnice (a — 3)z? —2(3a —4)z + 7Ta— 6 = 0 dva
rizné redlné koreny? Urcete jejich znaménka.

4. Ozna¢me z1, x5 kofeny rovnice 322 + 8z + 4 = 0. Aniz danou rovnici
Fesite, urcete ¢islo m, kde

1 1
a) m = a3 + a3 b) m = 3 + 3 c)m=—+ —
X1 o
d)m==z — 2y e) m=zirs +m2i f)m=2—123

5. Naleznéte kvadratickou rovnici s raciondlnimi koeficienty, jejimz

V3 -5
V3+V5

6. Urcete, pro kterd a € R ma dvojnasobny koten rovnice
(2a — 5)2? —2(a — 1)z +3 = 0.

jednim kotfenem je

7. Najdéte nejmensi celé ¢islo k, pro néz ma rovnice
2 —-2k+2)z+12+k*=0
dva realné riizné koreny.
8. Urcete vSechny hodnoty parametru a € R tak, aby obé rovnice
a) (1-2a)r* —6ar—1=0 b) 2 +ar+8=0
ar’ —x+1=0 P?4+r+a=0

mély aspon jeden spole¢ny koten.
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2. seminadr

9. Reste v R rovnice:

a) |z —3r+ 3| =2 b) |z +z—1=2z—1
c) |lr+ 1] —|z| + 3|z — 1| — 2|z — 2| = |z + 2
A |22 — 4z + 3
d) |22 -1 1=0 E————
)|£IZ |+£17+ e) ;IZ2+|SC—5|

10. Reste v R nerovnice:
a) (22 +4)(2?> —2z—-2)(2? —2—-12) >0
b) (22 +z+1)(2® + 2 — 2)(2® — 8z + 15)

0
(x +4)(2% 4+ 22 + 5) <

z* + 1022 + 1

3 2
x xr — xr +
r_Z,:Z £ - 2
e)3 m>3 ) x2 33—1<
3 7 6 e —1
< h) —— <1
g)m+1+m+2_w—1 )m2+m+1<
3r—1 2—x 1-2z
01 9 .
i) <23:1+1< j) 3+ 22 — 13 — 3z2
k) |m|>; ) 22 = 3lz| +2>0
2 3
m) zjz|] —4x+3 <0 n) 3ii_2 >1
0) |[#?2 — 22— 3| < 3(z —1) p) |z? — 3z + 2| < 2z — 22
q) [¢* —4z| +3> 2> + |z =5 1) (lz -1 =3)(lr+2/-5) <0
s) [le—2|—2+3| <5 t) |22 -3 —2|-2|<4

11. Urcete vSechny hodnoty parametru a € R tak, aby dana nerovnost
platila pro kazdé = € A:
a) (a+4)2? —2ax+2a-6<0, A=R
b) (a*> —1)z?+2(a—1)z+2>0, A=R
¢) (a—1z*—(a+1)z+a+1>0, A=R
d) ar® =4z +3a+1>0, A=R"
e) (z—3a)(z—a—3)<0, A=(1;3)
12. Urcete vSechny hodnoty parametru b € R tak, aby soustava dvou
nerovnosti

222 +bxr — 4

< —F——7F <4

?—z+1

platila pro kazdé x € R.

13. Urcete, kdy pro kotfeny 1, z2 rovnice
222 —2(2a+ 1)z +a(a—1)=0
plati 1 < a < 5.



6 2. Traciondlni rovnice a nerovnice

14. Urcete, kdy pro kotfeny 1, z2 rovnice
(a—2)2* —2(a+3)z+4a=0

plati z1 > 3 a x5 < 2.

§2: IRACIONALNI ROVNICE A NEROVNICE

Iraciondlnimi nazyvame rovnice a nerovnice, ve kterych neznama vystu-
puje v jednom ¢i vice vyrazech pod odmocninou. Nejjednodussi priklady
lze Tesit metodou substituce, kdy odmocninu z vyrazu s neznamou na-

hradime novou neznamou.

Zékladni obrat v feSeni iracionalnich rovnic spociva v odstranéni zastou-
pené odmocniny z rovnice tim, ze odmocninu nejprve osamostatnime na
jedné strané a poté obé strany rovnice umocnime. Protoze umocnéni na
sudy stupen je v oboru R disledkova uprava, je pri takovém postupu
nutnou soucasti feseni zkouska vSech nalezenych kofend jejich dosaze-
nim do pavodni rovnice. U rovnice s vice odmocninami je casto nutné
provést popsany obrat vicekrat za sebou.

Nerovnice s osamostatnénou odmocninou zpravidla hned neumocnu-
jeme, nybrz nejdiive zjistime defini¢ni obor dané odmocniny a ten pak
rozdélime na ¢4sti (vét8inou intervaly), na kterych je druhé strana ne-
rovnice kladnd, nulova ¢i zapornd. Teprve poté posuzujeme danou ne-
rovnici v téchto jednotlivych intervalech, pfitom k umocnéni nerovnice
pristupujeme pouze tehdy, maji-li obé strany nerovnice totéz znaménko
(je-li zdporné, napiSeme u umocnéné nerovnice opacny znak nerovnosti.)
Tim zarucime, ze provedené umocnéni je ve zkoumaném dil¢im oboru
ekvivalentni uprava.

1. Reste v R rovnice:

a) x—4 3 33—z 2+:U_4
2+z V2+x \/ -z
YVT—z=xz-1 d)2+V4+2z—22 =z
1++v2 1 .
e)i: f) 222 + V222 — 4z + 12 =47 + 8

g V2 +5=8—r—1 h) Ve+vVe+1l+Ve—Ve+11=4
HDve+l-1=+vz—+z+38 HDV3r+4+Vr—4=2x
K)vVz+1+vVr—1=+3z-1

4 1 3

1 — -2
)x+\/3:2+3: r—Vzl4+zr I
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2. Reste v R nerovnice:
a)2yz — 1<z

c) V5 —2z>6x—1
e)\/m<5—x
g)3>x+3- V1—2a2

) T T @ —8) > 42
k) vV6z — a2 — 542z > 8

b) z++z+18 < 2
d) VT +78—-6>=x
f) 2 +4>2/4— 22
h)\/a:2—+1>3:—1
j) 4>z +vVa? =2z
)3-Vz—vVz+3>1

NI,
m) vz +3—vz—1>2 -1 n)%o—la)

§3: EXPONENCIALNI A LOGARITMICKE
FUNKCE, ROVNICE A NEROVNICE

e Mocnina a® je definovana v téchto pripadech
i)eaeR;zeN

(i) ae R—{0};z €Z

(iii) a € RT U{0}; z € RT

ivyaeRT;z€eR

e Zakladni vlastnosti mocnin:

e Cislo z = log, b definujeme vztahem a® = b pro véechna a € R — {1}
a b € RT. Misto log;, piseme pouze log. Zékladni vlastnosti logaritmii
jsou uvedeny ve cviceni 1.
e Pri reSeni exponencidlnich a logaritmickych rovnic a nerovnic lze
v mnoha pripadech uzit vhodné substituce a prevést je na zakladni
rovnici a® = b, resp. log, x = b, nebo na zdkladni nerovnici a® > b,
resp. log, x > b. U takovych nerovnic vyuzivdme nésledujici pravidla:
(i) je-li @ > 1, pak

a® <ad¥ = z<y;

log,z <log,y <= =<y

(ii) je-li 0 < a < 1, pak

a® < a¥ = x> y; log,z <log,y < >y
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1. seminar

1. Z vlastnosti mocnin odvodte vzorce a) — g):

X
a) log,(zy) = log, = +log, y loga(y) log, z —log, y
1
c) log,(z¥) =y - log, = d) log, (;) = —log, =
log, =
1 = o f) log b=
¢) log, log, a ) log, logba

g) bloga c _ cloga b

2. Urcete ¢islo m, je-li:

a)m = 491~ 3 logr 25 = loglog\/ V10
¢) m = 81%s3 d) = log,(3) +10g4(%)
) _ 32 logs 2+logs 5 f) m = 1

e

g) — 3610g6 5 + 101—10g2 _ 310g9 36

log, 3 + 10g4 9 10g8 3

3. Pomoci cisel a, b, ¢ vyjaddiete ¢islo z:

a) x = logygp40; a=1log, 5

b) z =logg 16; a = log 27

c)m:logﬁ; a=log2, b=log3, c=logh

d) z =log 40 63; a=1log,3, b=logz5, c=1log;2

4. Zjednoduste vyraz V = (log, b+ log, a+2)(log, b—log,, b) log, a— 1.

5. Dokazte nasledujici implikace:

a+b loga+logh
3 2

a+3b logza+loggb
4 2

a) a® + b = Tab = log

b) a® + 9b* = 10ab = log;

6. Reste v R nasledujici rovnice:
a) 2¢ +(0,5)23 —6-(0,5)* =1 b) 4% +27+1 _24=0
C) 5z + 5z+1 + 5z+2 — 3z + 3w+1 + 3z+2

d) 921 —-36-32"34+3=0 e) |z|*" 2 =1

f) 10° — 52— . 272 = 950 g) (2+V3)*+(2—-V3)* =4
h) 3-16% + 37- 36" = 26 - 817 )6-9°—13-6"+6-4* =0
J)(g) +tz=2 k) 4% + 6% =2-9
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7. Reste v R nésledujici rovnice:

3
a) log(§ —z) = log % —logz b) %:3

c) log5 + log(z + 10) = 1 — log(2z — 1) + log(21z — 20)

d) logy log, logg(2z — 1) = % e) log(20 — z) = log®

f) logy (2% — 1) = logy (z — 1) g) logy(r +12) -log, 2 =1
h) logg 5, ©° — 14logyg, z° + 401og,, /T =0

i) zlogr = 10342 j) zloss =+l = 9y

k) 1610g2 2 — 8y 1) 1510g5 3. m1+10g5(9z) =1

m) z'°82 55 . 1410827 = |
n) log/1+z +3logy/1—z =logv1 — 22 +2
0) 2l°8=® = glogi®  kde a >0, a # 1

8. Reste v R nerovnice:
1 1 1 1
b
8) > )3 o1

201~ 1—201
c) d) 5201 > 57 4 4

1 1
e) 2w+2 _ 21+3 _ 2w+4 > 5w+1 _ 5w+2

<
3 4+5 — 3o — 1

f) 87 + 187 — 2.27% > 0 g) logg(z® — 4z +3) < 1
2’ — 41 +6 . o
h) log, —— <0 i) log | &5 ‘ <0
j) logg 1 (z* + 1) < logy;(2z —5) k) log, (z +2) >
1) log, &3 > 1 m) log, |2% — 1| >0
n) log, v/20 —z > 1 o) log,(x + 1) > log1(2 — )
p) log,.(2+2z) <1 q) logj,_1;0,5 < 0,5
r) logm 10,3>0
s) 1og(y_2) (22 — 3) > log(,_)(24 — 6x)
3 -2z
t) /1 1
) 1/log, 1=z
u) 82 > 2 v)2r > 11—z
1
w) (@®+x+1)* <1 x) >1, kdea > 1
log,

y) log, x > 6log,a—1, kde a € (0,1)
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§4: GONIOMETRICKE FUNKCE,
ROVNICE A NEROVNICE

Goniometrické funkce sinus a kosinus s redlnym argumentem definujeme
jako soutadnice bodi na jednotkové kruznici se stfedem v pocatku
kartézské souradné soustavy. Dale definujeme:

sin T
tge = - 2% + 1 —}
g = pro z€R U {( k+ )2

keZ

cos T
tgr = €eR- k

cotgT = ——— pro kLéJZ{ T}

Zakladni vztahy mezi goniometrickymi funkcemi jsou uvedeny v nésle-
dujicim prehledu:
(i) sin(—z) = —sinz, cos(—z) = cosz
tg(—x) = —tgx, cotg(—x) = —cotgx
(i) sin(z +27) =sinz, cos(z + 27) = cosx
tg(x + ) =tgx, cotg(x + m) = cotgx
(iii) sin®x +cos’z =1, tgacotgz =1
(iv) sinz = sin(r — x) = —sin(r + x) = —sin(27 — x)
cosz = —cos(m — z) = — cos(m + ) = cos(2m — x)
tgx = —tg(n — x)
cotgx = — cotg(m — x)
(v) sin(§ —x) =cosz, cos(§ —x) =sinz
tg(§ —z) = cotgz, cotg(f —z) =tgx
(vi) sin2z = 2sinzcosz

2

cos2z =cos’x —sin?z =1 — 2sinz = 2cos’z — 1

(vii) sin(z +y) =sinz cosy + coszsiny

w

in(z —y) =sinzcosy — coszsiny

cos(x +y) = cosx cosy — sinz siny
cos(x —y) = coszcosy + sinz siny

tgr +tgy tgr —tgy
gz t+y)=——"—, tglz—y)=—""-—

C1-tgxtgy’ Y  l+tgatgy
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(viii) sinz + siny = 2sin coswgy
. . . T—y Tty
sinz —siny = 2sin cos
2 2
cos:c+cosy:200sm;ycos$;y
. x+y . T—y
cosx — cosy = —2sin sin —
(ix) |sinm|— 1—cosz |cosm|— 1+ cosz
2! "V T2 2! "V T2
2tg 2 1—tg? L 2tg £
(x) sing = —22 | cosT = — 52, tgr= -—2_
1+tg> % 1+tg” L 1—tg? %

1. seminar

1. Za predpokladu, Ze vyrazy na obou stranach identit maji smysl,
dokazte:
sinz + cosx

a) p—— =1l+tgr+tg?z+tgda
1+ sin2
b) w:tg(z+m) c) (1+ tgxtg2r)sin2z = tg2x
cos 2z 4
1—t 1 — 2sin? tg 20t
d) gz _ s @ e) _gaptey _ sin 2¢
1+tgx 1+ sin 2z tg2p —tg e
) tg3z  3—tg’z
tgz  1-3tg%z
sin(m — @)
_ =1
8) sina — cosatg 5 + cos(m — )
h) 1 — cos2a + sin 2« ~tga ) sin z + sin 3z + sin 5z ~ tg3s

1 + cos2a + sin 2« coszx + cos 3z + cosbr

1
6o —sina = 1(3 + cos? 2a) cos 2a

j) cos
k) sinacos(f — a) + cosasin(f — a) = sin 8
1) cos(a + ) + sin(a — B) = (cosa + sina)(cos 8 — sin )
m) cos> (I - a) — sin? (f - a) = sin 2«

4 4
n) 1+ cos2zcos2y = 2 sin? zsin® y + 2 cos® z cos? y

)1+sina 1(1+t a)2
0) ——— = — —
1+ cosa 2 g2

p) 4sinmsin<g - m) sin(% + :U> = sin 3z

) sin(8 — ) N sin(y — «) N sin(a — 3)
cosffcosy  cosycosa  cosacosfF
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r) sin47° + sin61° — sin 11° — sin 25° = cos 7°
s) sin 50° sin 24°(tg 40° + tg 66°) + sin 74° = 2 cos 16°

2. Vypoctéte bez tabulek a kalkulacek:
a) cos 15° b) tg 75°
c) tg20° + tg 40° + /3 tg 20° tg 40°

d) sin 160° c0s 110° + sin 250° cos 340° + tg 110° tg 340°

™ 3 2m T 3T
e) sm °T Sin — — sin = sin — + sin ~ sin —

10 10 5 5 10 10
3. Pomoci ¢isla u urcete ¢islo z:
1
a)z =sinz; u=tgr= —g5; 1€ (0,7)

3
b) z =tgx; u=cosz = —5 T€ (m,2m)

c) z=sin2z; u=cotgx = —2
d)Z:5sin:c+7cosa:_ u:tgm:i
6cosz — 3sinz’ 15
s . 12 37
e)z:cos(g—a); u:sma:—1—3; a € (7,271')
) 1
D=5 7emza “T 8275

4. Zjednoduste dané vyrazy:
2) tg(180° — ) cos(180° — ) tg(90° — «)
sin(90° + a) cotg(90° — a) tg(90° + «)
b) tga +sina sin 3a + sin Sa + sin Ta
d

c
2 cos? % ) cos 3a + cos dba + cos Ta
cos 2«

sin? 2a(cotg? o — tg? a)
e) 4cos* a — 2cos 2a — 3sin? 2o — 2 cos 4o

5. Dokazte, ze pro vnitini thly «, 3,7 trojihelnika ABC' plati:

a) sina +sin f + siny :4cos%cos§cos%

b) cosa + cos B + cosy = 1+4sin%sinésinz

2 2
c)tga+tgf+tgy =tgatgftgy
d) sin 2a + sin 23 + sin 2y = 4sinasin B siny
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6. Reste v R rovnice:

a) sin2z =sinz

) cos 3z + sin3z =0

e) sin 2z = v/2cosz

g) V1 —cosz =sinz; = € (m
i) cosz — 2sin* £ =1

k) sinxz + cosz =1+ sinz cosz

C

,3m)

m) sin 3z + sinz = sin 2z

0) sin z sin 7z = sin 3z sin 5z
q) cos3z + sinbz =0

s) cos? 2z + cos? 3z = 1

u) sinz + sin 2z = tgx
w)tgr +tg?r —3tgr =3
y) |cosz| = cosz — 2sinx

b) 2cosz cos 2z = cosz

d) 2sin®z 4+ 7cosz —5=0

f) cos3x + sin 2z — sindz =0

h) sin® z 4 sin? 2z = 1

i) V3cosz +sinz =2

1) sinz cosx = cos* x + sin* =

n) sin 5z cos 3z = sin 6 cos 2z
V2

p) COS rsinx — Sll’l3 T COST =

r) 2cos3z = V/3cosx —singz
sin 6

)
t) 8 cosx cos 2z cosdw = —
sin

v) tgztgdr =1
X) sin 2z + cos 2z = sinz + cosx
z) sin 2z + 5sinz + 5cosz+1=0

7. V mnoziné A feSte nerovnice s nezndmou z:

1
a) sinx > o A=R
b)tgz < —V3; A=R
c)sinz <cosz; A=R

d) sin3z <sinz; A= (-m,m)

e) sin2z +sinz <0; A= (0,27)
f) 2cos®’x +5cosr+2>0; A=R
1
g) sinx + cosx < ;. A= (-mm)
cos T

h) 1 —cosz < tgx —sinz; A= (0,2n)
i) sinz +sin2z +sin3z < 0; A = (0,2n)
j)sin§>0; A=R

k) 5sin® x + sin® 27 > dcos2z; A=R

1) cos?2r +cos’zr<1; A=R

m) sin3z > 4sinzcos2z; A = (0,2n)

n) 4sin® r < 2sinz + cos2z; A=

(57



14 5. Komplexni &isla

§5: KOMPLEXNTI CISLA

MnoZinu v8ech uspofddanych dvojic redlnych ¢isel (tj. kartézsky soucin
R x R), na které jsou nasledujicim zpisobem definovény operace séitani
a nasobeni

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d), (a,b)-(c,d) = (ac—bd,ad+ bc)

nazyvame télesem komplexnich cisel C. Kazdé realné cislo a ztotoz-
hujeme s komplexnim ¢islem (a,0). Komplexni ¢éislo (0,1) nazyvame
imaginarni jednotkou a znac¢ime i. Podle definice nasobeni plati

(071)(071) = (_150)7 tJ 12 =-1
Kazdé komplexni ¢islo z = (a,b) lze psat ve tvaru
(avb) = (G,O) +(07 1) ’ (b,O), tj. z=a+ib

posledni je tzv. algebraicky tvar komplexniho ¢isla, pritom Ccislo a
se nazyva redlnou ¢dsti, ¢islo b — imagindrni céasti Cisla z (oznadeni
a = Rez, b = Imz). Komplexni ¢islo (0,b) = ib (b € R, b # 0) se
nazyva ryze imagindrni. Cislo (a,—b) = a — ib se nazyva komplexné
sdruzené k ¢islu z = (a,b) = a + ib a znadi se Z.

Komplexni ¢isla zndzoriujeme v tzv. Gaussové roviné. Jde o rovinu
s kartézskym soutradnicovym systémem s osami x, y, v niz kazdé
komplexni ¢islo z = (x,y) = x+iy je ztotoznéno s bodem o soufadnicich
[z, y]; vzdalenost tohoto bodu od pocatku sourfadnic se nazyva absolutni
hodnota komplexniho ¢isla z a znadi se |z|:

|z| = V/(Re2)? + (Im z)2.

Cislo |21 — 22| udéva vzdalenost komplexnich ¢&isel z1, 2o v Gaussové
roviné. Je-li z # 0, pak kazdé ¢islo ¢ € R s vlastnosti

Rez . Imz
COS(p:W a SIHQOZW

se nazyvd argumentem komplexniho &isla z (oznaceni argz). Zapis

z = |z|-(cos p+isin @) je pak tzv. goniometricky tvar komplexniho ¢isla.

Pro nésobeni komplexnich jednotek (tj. ¢isel z € C, pro néz |z| = 1) plati
(cosa+1isina) - (cos B +isinf) = cos(a + 3) +isin(a + ).

Odtud je mozné snadno odvodit Moivreovu vétu

(cosa+isina)™ = cosna +isinna (e € R, n € Z).
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P1i pocitani s komplexnimi ¢isly ¢asto pouzivame nésledujici pravidla

S 21 zZr
21+ 22 =71+7%, 21 22 = 21 * 22, (—) = —, |21 22| = |21] - |22
Z9 Z9
21 21 _ _ zZ+z z—Z
= :%, IZ| = |2|,]2|> = 2 Z, Rez = —5 Imz = 5

Komplexni n-tou odmocninou cisla z € C se nazyva kazdé feSeni w
rovnice w" = z a znadi se {/z. Je-li z # 0, pak {/z mé pravé n raznych
hodnot

+2km . . o+ 2km
wy, = \"/|z|(cos¢7 +1s1n(p7), ke{0,1,...,n—1},
n n
kde ¢ = argz a {/|z| znadi kladné redlné ¢islo, jehoZ n-t4 mocnina se
rovna |z|.
1. semindr
1. Ovérte, ze nasobeni komplexnich c¢isel spliuje asociativni zékon.

2. Zapiste v algebraickém tvaru ¢isla:

a) (1+1)(1+ 2i) b) - +
1+1i+2i% =31 +i% +1° +1 <1+2i>2 (1—21)2

c) d) -

1—5i 1-2i 142i
2—a
e) iZ% +i% +il22 +i-7 f ,(aeR,a<1
) ) Tovi=a )
3. Urcete redlné cisla a, b, plati-li:
a)a(l+2i)+b(1—i)=3 b) a(3 —4i) + b(1 +1i) =3 — 11i
4. Vypoctéte:
1+i 1-i o+ 12i
b
a)‘l—i+1+i )‘8—61
. Z1 +Z2|2+|21—22|2
) |(3 + 4i)* d |
[+ TR

5. Urcete druhou odmocninu (s pomoci soustavy rovnic pro jeji redlnou
a imagindrni ¢ast):

a) V=5 + 121 b) 3= 4i

) /L2 +2i

6. Reste rovnice s nezndmou z € C:

2% — 22+5—0 b) 22—-32+3—-1i=0
2(1+1) 4(2—1)2—5—31—0
(1-

e)|z|—z:1+21 £) |z| +z2=2+1i
g z=2" h) 22 +|2| = 0
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2. seminadr

7. ZapiSte v goniometrickém tvaru ¢isla:

a) i b) 1—i
. -1 m .. Im

¢) —0,25(1 +iv/3) d) E (cos 1 +isin Z)
8. Vypoctéte:
a) (1+1v3)° b) (1+1)%

cos 76° +icos 14° (1+1i)"

d) — = N

) 2(cos 46° + icos 44°) ) (1—i)n2 (n € N)

e) (14+cosa+isina)® (n €N, a€R).

9. Vyjadfete sin na a cos na pomoci sin & a cos o postupné pro hodnoty
n = 2,3,4 a pak pro obecné n.

1
10. Pro ¢isla @« € R a z € C plati z + — = 2cosa. Dokaite, ze pak
z
1
2"+ — = 2cosna pro kazdé celé n > 1.
z

11. Dokazte, ze pro kazdé a € R a kazdé n € N plati

1+itga\"” _ 1+itgna
1—itga)  1—itgna’
maji-li obé strany rovnosti smysl.
12. Urcete odmocniny v komplexnim oboru:
a) vV—4 b) Vi ¢) V—1+1i d) V1-iv3
13. Dokazte, Ze je-li a,p € R a sin% # 0, pak
(n+1a

. . ( n TLOé)
Sl ————— SIn —_—
2 v

sin p + sin(p + ) + -+ - + sin(p + na) =

. + Da na
smTcos(go%- —)

cosp + cos(p + a) + -+ - + cos(p + na) =

e
pro kazdé n € N. Jak se zméni tyto vzorce, pokud sin 5 = 07
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14. V Gaussoveé roviné znazornéte obor pravdivosti nasledujicich rovnic
a nerovnic:

a)Imz=0 b) Rez >0 c) |z] =
d) |z -1 <1 e)%<argz<% f) |z+2—1|>2
g) |z —1| =z — 3| h) |z +i| =]z — 1 i)lz+1+]|z-1=5
i) |z +2| =|Rez| k) |z +2i|=2|z+1i 1) Re(z?) =0

. z—2
m)|lz—1=|z+1+3n)1<[3iz—-1]<3 o) z+3‘:
p)Re%zl QRe((2+1)2)=1 1) |z|+2=0

§6: ZAKLADY PLANIMETRIE

V tomto paragrafu se budeme vénovat zékladnim vlastnostem piimek a
kruznic v roviné.

e Véta o stredovém a obvodovém ihlu. Je-li AABX vepsan do kruznice
o stfedu S, pak
|[<ASB|=2-|<AXB|

(viz obr.). Jeli AD tefna k této kru’mici s bodem dotyku A, pak
|<DAB| = |<AXB|. Uhly AXB, ASB, DAB nazyvame po fadé
obvodovy, stiedovy a usekovy piislusny dané tétivé AB (resp. danému
oblouku AB).

X

X
D

o Véta o mocnosti bodu ke kruznici. Je-li k(S,r) kruznice a A libovolny
bod v roving, pak veli¢ina (kladné, nulové ¢ zapornd)

A= |SA|2 —7?

se nazyva mocnosti bodu A ke kruznici k. Jsou-li X, Y dva rtzné body
kruZnice k takové, Ze pfimka XY prochdzi bodem A, pak plati

mal = |AX] - ]AY].
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Je-li my > 0, pak v limitnim pfipadé X =Y = T, kdy ptimka AT je
tecnou kruznice k s bodem dotyku T, plati

map = |AT|2.

e Specidlni ctyrihelniky. Konvexni ¢étyfuhelnik ABCD je tétivovy (tj.
nékterd kruznice prochédzi viemi jeho vrcholy), pravé kdyZ soucet dvou
vnitinich protilehlych Ghla tohoto ¢tyifthelnika je 180°. Konvexni Ctyi-
thelnik ABCD je tecnovy (tj. vSechny jeho strany se dotykaji nékteré
kruznice), pravé kdyz soucty délek protilehlych stran tohoto ¢tyiuhel-
nika jsou stejné.

1. Sestrojte AABC, je-li dana pfimka p, na niz lezi strana AB, a body
Ay, By - paty vysek z vrchola A a B.

2. KruZnice k1(S1,71), k2(S2,72), kde r1 > ry, maji vnitini dotyk
v bodé N. Usetka MN je primérem kruznice ki, tétiva MK kruznice
k1 se dotyka ko v bodé C. Dokazte, ze pfimka NC' je osou thlu M NK.

3. KruZnice k; (51, 7'1), ko (SQ, 7'2), kde ry > ro, maJi vnitini dOtyk
v bodé N. Necht tétiva AB kruZnice ky se dotyka ke v bodé C. DokazZte,
ze primka NC' je osou thlu ANB.

4. Je dna primka t a dva rtizné body A, B, které na ni nelezi. Sestrojte
kruZnici k, ktera se dotyka pfimky ¢ a prochazi body A a B.

5. KruZnice k1(S1,71), k2(S2,r2) maji vnéjsi dotyk v bodé T'. Timto
bodem jsou vedeny primky a, b, které jsou secnami obou kruznic. Pfimka
a (resp. b) protind kruZnice ki, k2 jeSté po fadé v bodech A, B (resp. C,
D). Dokazte, ze pfimky AC a BD jsou rovnobé&zné.

6. Nad primérem AB je sestrojena polokruznice k o stiedu S. K li-
bovolnému bodu X € k sestrojme na polopifimce SX bod Y tak, ze
jeho vzdalenost od bodu S je rovna vzdélenosti bodu X od pfimky AB.
Urcéete mnozinu v8ech bodd Y.

7. Nad primérem AB je sestrojena polokruznice k o stiedu S. Z kazdého
bodu M piimky AB, ktery nelezi na tsecce AB, vedme polopiimku p,
ktera se dotyka polokruznice k, na ni sestrojme bod X tak, aby platilo
|MX| = |MS|. Naleznéte mnozinu vSech bodi X.

8. Je dan ¢tverec ABCD se stfedem S a kruZnice k tomuto ¢tverci
vepsana. Urcete mnozinu vSech bodi X s touto vlastnosti: K bodu X
existuje na kruznici k bod Y tak, ze X lezi na tsefce SY a délka |XY|
je rovna vzdalenosti bodu Y od obvodu ¢tverce ABCD.

9. Kruznice vepsand AABC se dotyka jeho stran AB, AC' v bodech M,
resp. N. Necht P je prusecik pfimky M N a osy thlu ABC. Dokazte, Ze
uhel BPC je pravy.
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§7: SHODNA ZOBRAZENT

Reseni nasledujicich tloh usnadni uziti shodngjch zobrazeni (tj. zobrazeni
mnoziny bodi v roviné na sebe, kterd zachovavaji délky tsecek a velikosti
Ghld mezi nimi). Pfi FeSeni tloh 1. seminafe uplatnite vlastnosti stiedové
soumérnosti a posunuti, ve 2. seminari pak osové soumérnosti a otdiceni.

1. seminar

1. Spoleénym bodem A kruznic ki, ko vedte pfimku p tak, aby na ni
obé kruznice vytinaly shodné tétivy.

2. Sestrojte AABC, je-li dano:
a) taa tb7 Y b) ta: Up, Uc
C) ta, Ve, Y

3. Je dan thel XCY a jeho vnitini bod T'. Sestrojte AABC' tak, aby
bod T byl jeho tézistém, A € CX, B € CY.

4. Je déna kruZnice k, jeji pramér PQ a tétiva AB, kterd s pramérem
PQ@Q nemd spoleény bod, a vnitini bod S tétivy AB. Sestrojte na
kruznici k bod Z tak, aby tsecky PZ, QZ vytinaly na tétivé AB usecku
XY, jejimz stiedem je dany bod S.

5. Je déana kruznice k, jeji dvé rovnobézné tecny ti, ¢t a kladné redlné
¢islo a. Sestrojte rovnostranny AABC o strané délky a tak, aby A € tq,
B€ty, C€k.

6. Sestrojte Ctyruhelnik ABCD, je-li ddno: e = |AC|, f = |BD|,
¢ = |CD|, « = |[<BAD|, ¢ = |[<AVB|, kde V je prusecik uhlopficek
AC a BD.

7. Jsou dany dvé kruznice ki, ko, které se protinaji v bodech A, B.
Vedte bodem A piimku p, kterd protind kruznice ky, ks jesté po fadé
v bodech X a Y tak, aby tsecka XY meéla danou délku a.

8. Jsou dany dvé kruznice ki, ke a primka p. Sestrojte piimku ¢
rovnobéznou s piimkou p tak, aby platilo (i), resp. (ii):

(i) kruznice k1, ko vytinaji na pfimce ¢ tétivy stejné délky;

(ii) vzdélenost mezi vhodnymi prise¢iky X € kyNga Y € ky Ng mé
danou velikost a.

9. Je dana kruznice k, jeji pramér PQ a tétiva AB, ktera pramér PQ
neprotind. Na kruznici k sestrojte bod Z tak, aby uUsecky PZ a QZ
vytinaly na tétivé AB tsecku XY dané délky a.
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2. seminadr

10. Je dana pifimka p a v jedné poloroviné ji urcené dva rizné body A,
B. Naleznéte na piimce p bod X tak, aby délka lomené ¢ary AX B byla
co nejmensi.

11. Sestrojte AABC, je-li déno ¢, v., a — .

12. Je déna pfimka M N a dva rizné body A, B v jedné poloroviné ji
uréené. Na pfimce M N sestrojte bod X tak, aby |[<AX M| = 2-|<BXN|.

13. Je dana kruznice k(S,r) abod A tak, ze |[SA| > r. Naleznéte takovy
vnitini bod X tsecky AS tak, aby |AX| = |XT|, kde T je bod dotyku
teény vedené z bodu X ke kruznici k.

14. Jsou dany dvé rtzné rovnobézky p, ¢ a bod A na p. Necht M je
libovolny bod rovnobézkového pasu urceného primkami p, q. Sestrojte
rovnoramenny AABC' se zékladnou AB tak, aby soucasné platilo B € ¢,
CepalM e BC.

15. Je déna kruznice k(S,r), tsecka délky a (a < 2r) a bod M tak, Zze
0 < |SM| < r. Sestrojte tétivu XY kruznice k tak, aby M € XY a
| XY = a.

16. Jsou dany ruznobézky a, b, a mimo né bod A. Sestrojte ¢tverec
ABCD tak, aby B €aaD €b.

17. Je ddnakruznice k a dva rizné body P, (). Sestrojte dvé rovnobézky
p, q prochazejici po fadé body P a @ tak, aby protinaly kruznici k&
v bodech X a Y, které omezuji ¢tvrtkruznici.

18. Je dan rovnostranny trojihelnik ABC' a kruZnice k£ jemu opsana.
Na oblouku AB je zvolen bod X tak, ze velikost tthlu AX B je 120°.
Dokazte, ze |CX| = |[AX |+ |BX]|.

19. Je dana tsecka AS délky a a dalsi dvé usecky délek b a c. Sestrojte
rovnostranny trojthelnik ABC tak, aby |BS| =1b, |CS| =c.

¢8: PODOBNOST A STEJNOLEHLOST

Podobné zobrazeni je zobrazeni, které zachovava pomér délek tsecek
a velikosti hld mezi nimi. Zvlastnim pripadem podobného zobrazeni
je stejnolehlost (homotetie), kterd je urcena stfedem S a koeficientem
A € R — {0}. Obrazem kazdého bodu X # S v takové stejnolehlosti je
bod X', ktery lezi na pfimce SX a spliiuje rovnost |SX'| = |A| - |SX];
pfitom pro A > 0 lezi bod X' na polopfimce SX, pro A < 0 na
poloptimce opac¢né. Bod S je samodruzny bod. Obrazem piimky p ve
stejnolehlosti je pfimka p’' s ni rovnobé&zné; obrazem kruZnice k(X,r)
je kruznice k'(X',r"). Kazdé dvé kruznice s rizngmi poloméry ri, 7o
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jsou stejnolehlé v pravé dvou stejnolehlostech; v pripadé, kdy se tyto
kruznice dotykaji v bodé T', ma jedna z téchto stejnolehlosti stred T'.
Spolec¢na tecna dvou neshodnych kruznic prochazi jednim ze stiedti jejich
stejnolehlosti.

1. Na kruZnici k jsou pevné dany body A, B; bod C se pohybuje po této

vV ey

kruznici. VySetfete mnozinu t€zist v8ech takovych trojahelnikd ABC.

2. Sestrojte AABC), je-li dano
a)vg=5,a:b:¢=2:3:4 b) a, 8, t.

3. Z danych tsecek o délkach a,b,c,d,e sestrojte pomoci pravitka a
kruzitka deset tGsecek nasledujicich délek:

a) Vab b) Va?+b>+c? c) ab/e

Q) av2/(VZ+V3) e (abe)/(de) f) a-V2

g) Va?+ab+ac h) Vabed i) Vadb+ ab?

D) V(@/b) +(c*/d)

4. Sestrojte AABC, znéte-li tii body X, Y, Z, které jsou soumérné

sdruZzeny se stfedem S kruZnice opsané AABC po fadé podle piimek
AB, BC, AC.

5. Je déna kruZnice k(S,r) a bod A tak, 7e |SA| > r. Sestrojte seénu
XY kruznice k tak, aby prochézela bodem A, protinala kruZnici k
v bodech X a Y a aby platilo |AX|=3-|AY].

6. Dvé kru’nice ki, ko se protinaji v bodé A. Vedte timto bodem
primku, na které vytina k; dvakrat delsi tétivu nez k.

7. Jsou dény tfi rizné body A, B, C a dvé razné rovnobézky a, b,
které prochéazeji po fadé body A a B. Sestrojte piimku p, kterd prochézi
bodem C' tak, aby protinala pfimku a v bodé X, pfimku B v bodé Y a
aby platilo |[AX| =2-|BY].

8. Je dana kruznice ky, pfimka ¢ a na ni bod T. Sestrojte kruznici k&,
ktera se dotyka primky ¢ v bodé T' a kruznice k.

9. Jsou dany dvé piimky a, b a bod M, ktery nelezi na zadné z nich.
Sestrojte kruznici k& prochazejici bodem M, kterd se dotyka obou primek
aib.

10. Dokazte, ze vysky trojahelnika se protinaji v jednom bodé V' (tzv.
ortocentrum), pfitom bod V lezi na pfimce e, na niz lezi i tézisté T
tohoto trojihelnika i stfed S kruZnice trojihelniku opsané (tzv. Eulerova
primka). (Pfesngji: bod T lezi na Gsecce SV a plati |ST|: [TV]|=1:2.)

11. Dokazte, ze stiedy stran AABC, paty Vi, V3, V3 jeho vysek i stiedy
X, Y, Z tsecek, které spojuji ortocentrum V' tohoto trojuhelnika s jeho
vrcholy, lezi na jedné kruZmici (tzv. Feuerbachova kruznice).
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§9: PLANIMETRICKE VYPOCTY

V naésledujicim prehledu zakladnich vzorct znac¢ime velikosti prvka
trojuhelnika standardnim zptsobem. Pro stru¢nost uvadime nékdy jen
jeden ze t¥i vzorci daného typu, ostatni lze snadno ziskat cyklickou
zdmeénou vrcholi trojihelnika.
o Pravouhly trojihelnik (v = 90°):
(i) Pythagorova véta ¢ = a® + b?
(ii) Euklidovy véty v =cpcp, 0> =cqc, b2 =cp-c
e Obecny trojuhelnik:
(iii) Sinova véta (R je polomér kruznice opsané)

a b c

— = ——=——=2R
sina  sinf  sin~y

(iv) Kosinové véta
a®> = b + ¢ — 2bccos a

(v) Vzorce pro obsah P trojuhelnika

av, = Labsiny =2 = 5. p = V(s —a)(s = b)(s — ¢),

P = 4R

1
2

kde s = %(a + b+ ¢) a g je polomér kruznice vepsané.
(vi) Vzorce pro vysky

2
Vg = bsiny =c¢sinff = —
a

(vii) Vzorce pro téznice
t, = %\/202 + 2b2 — a?

1. seminar

1. V pravothlém trojihelniku plati ¢, = /156 a t, = +/89. Urcete
pfeponu c.

2. Usecka CD délky 1 je téznici pravotihlého AABC. Urcete jeho obsah,
vite-li, ze |[<ACD| = 30° a |<BCD| = 60°.
3. V pravothlém AABC jsou znamy délky odvésen a = |BC|, b = |AC]|.

Urcete vzdalenost vrcholu C' do nejblizséiho bodu kruznice vepsané
ANABC.

4. V pravouhlém AABC jsou sestrojeny téznice AM a vyska CD.
Dokazte, ze ABMD je rovnoramenny a s pomoci délek odvésen a =
= |BC|, b = |AC| vyjadiete jeho obsah.
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5. V rovnoramenném AABC plati |[<BAC| = a > 90°. S pomoci «
a délky a = |BC| vyjadiete vzdalenost mezi ortocentrem a stiedem
kruznice opsané.

6. Urcete polomér kruznice opsané danému rovnoramennému trojihel-
niku o zakladné z a obsahu P.

7. V pravothlém trojthelniku s odvésnami |AC| = 3 a |BC| = 4 je
sestrojena vyska C'D. Najdéte vzdalenost mezi stfedy kruznic vepsanych
AADC a ABDC.

8. Na pieponé AB pravothlého trojuhelnika ABC je vybran bod D tak,
7ze CD je osa tthlu ACB. S pomoci délek odvésen vyjadrete vzdalenost
mezi ortocentry AADC a ABDC.

9. Dvé shodné kruznice o poloméru 1 maji vnéjsi dotyk, lezi uvnitt
daného rovnobéznika a kazda z nich se dotyka tii jeho stran. Jeden
z usektd strany rovnobéznika od vrcholu do bodu dotyku s kruznici mé
délku /3. Najdéte obsah rovnobéznika.

10. Urcete délku pricky lichobéznika prochéazejici prisecikem jeho th-
lopti¢ek rovnobézné s jeho zakladnami, které maji dané velikosti a, b.

2. semindr

11. Odvodte vzorce pro vysky trojihelnika (vi) a z nich pak rovnost
prvnich tfech vyrazl ze sinové véty (iii); pro ¢tvrty vyraz uzijte vétu
o obvodovém a stiedovém thlu.

12. S pomoci kosinové véty odvodte vzorce pro téZnice (vii).

13. Dokazte, ze téznice t,, tp v trojihelniku o stranach a, b, ¢ jsou
navzajem kolmé, pravé kdyz a® + b = 5c2.

14. Osy vnitfniho a vnéjsiho dhlu pii vrcholu C' trojahelnika ABC
protinaji pfimku AB v bodech P a ). Dokazte, ze |AP| : |BP| = |AQ) :
: |[BQ| = |AC| : |BC|. Vysledek déle pouzijte k dikazu tvrzeni: Jsou-li
A, B ruzné body roviny 7, pak pro kazdé k > 0, k # 1, je mnoZina

M, ={X en; |AX|: |BX| =k}

kruznice se stfedem na ptimce AB. (Jde o tzv. Apolloniovu kruznici.)

15. Dokazte, ze pro strany a, b a thlopficky e, f libovolného rovnobéz-
nika plati e + f2 = 2(a® + b?).

16. Pravidelny Sestitthelnik ABCDEF je vepsan do kruZnice o polomé-
ru R. Najdéte polomér p kruZnice vepsané trojahelniku ACD.
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17. Urcete polomér kruznice prochézejici vrcholy B, C' a stiedem O
kruznice vepsané trojuhelniku ABC, znate-li a = |BC| a a = |<CAB).

18. V rovnoramenném trojihelniku ABC (|AB| = |BC]) je sestrojena
téznice AD. Urdete |[<<BDA|, znéte-li thel g = |<ABC)|.

19. Kruznice o poloméru r prochézi vrcholy A, B trojuhelnika ABC
a proting stranu BC' v bodé D. Najdéte polomér R kruznice opsané
trojuhelniku ACD, znéte-li r, b = |[AC| a ¢ = |AB|.

20. V trojahelniku ABC' jsou na strandch AC', AB zvoleny po radé
body M, N tak, ze M je stfed AC a obsah trojuhelnika AM N je roven
jedné tretiné obsahu trojihelnika ABC'. Najdéte délku tsecky M N,
znéate-li a = |[<BAC|, b= |AC| a c=|AB|.

21. Najdéte polomér kruznice, kterd vytind na obou ramenech daného
thlu o velikosti o dvé tétivy téze délky a, jestlize je zndmo, ze vzdalenost
mezi bliz§imi konci tétiv je rovna b.

22. Dokazte Ptolemaiovu vétu: Pro kazdy tétivovy ¢tyiiuhelnik ABC D
plati |AB|-|CD|+|BC|-|DA| = |AC|-|BD|. (Navod: Délky vsech tisecek
vyjadiete pomoci poloméru R opsané kruznice a Ghlt a = |<BAD|,
B = |<ABC| a w = |<CAD|, déle uzijte vzorce pro goniometrické
funkce.)

§10: STEREOMETRICKE VYPOCTY

Nésledujici definice a véty se tykaji pfimek a rovin v prostoru Es.
Piimky p, q jsou navzajem kolmé, jestlize existuji takové p¥imky p’, ¢',
pro které plati p'||p a ¢'||¢, p" a ¢’ jsou kolmé riznobézky.

Piimka p je kolmd k roviné a, je-li kolma ke vSem primkam roviny a.
Kritérium kolmosti primky a roviny: Je-li pfimka p kolmé ke dvéma
riznobézkam roviny «, pak je kolméa k roviné a.

Rovina « je kolmd k roviné 3, jestlize obsahuje primku kolmou k roviné
B. Je-li rovina a kolma k roviné 3, je i rovina 3 kolmé k roviné a.
Odchylku mimobézZnych primek p, g definujeme jako odchylku rtznobéz-
nych piimek p’, ¢', pro které plati p'||p a ¢'||q.

Odchylku pFimky p a roviny a klademe rovnu nule, je-li p||a; je-li p }f a,
je tato odchylka rovna odchylce primky p a primky ¢, kterd je prisecnici
roviny «a s rovinou 8 kolmou k roviné « prochézejici pfimkou p (tzv.
kolmy primét ptimky p do roviny «).

Odchylku riznobézZnych rovin «, B definujeme jako odchylku primek a, b,
kde a C a, b C B a obé ptimky a, b jsou kolmé k prisecnici rovin a a 3.
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Nekteré vzorce pro objem a povrch téles

Pro objem V jehlanu (¢ty¥sténu) plati

1
V:§P"U,

kde P je obsah podstavy a v vygka (vzdélenost vrcholu od podstavy).
Pro objem V' komolého jehlanu plati

Vz%H+MH&+HL

kde P;, P, jsou obsahy podstav a v vyska (vzdalenost rovin podstav).
Pro objem V a povrch S rotacniho kuZele plati

1
V= §7r7“2v, S =ar(r+s),

kde r je polomér podstavy, v vyska a s = Vv? + r2 je strana kuZele. Pro
objem V a povrch S rotacniho komolého kuZele plati

1
V= gw(r% + 11y 4130, S =x(r} +r3 + (r1 +12)s),

kde 71, ro jsou poloméry podstav, v vyska a s strana komolého kuzele.
Pro objem V a povrch S wvdlce plati

V = nriu, S =2nr(r +v),

kde r je polomér podstavy, v vyska valce. Pro objem V' a povrch S koule
o poloméru r plati

4 .
V= _mr, S = 4mr?.
3
Pro objem V' kulové usece o poloméru podstavy o a vysce v plati
1 2 2
V= 671'11(3@ +v°).
Pro objem V' kulové vrstvy o polomérech podstav g1, g2 a vySce v plati
1
V= 67rv(3g% + 305 +v?).

Pro objem V' kulové vysece plati

V= §7r7“2v,
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kde 7 je polomér prislusné koule a v vyska prislusné kulové tsece.
Pro povrch S kulového vrchliku plati

S = 27ro,

kde r je polomér prislusné kulové plochy a v vyska kulového vrchliku.
Pro povrch S pdsu kulové plochy plati

S = 27rv,

kde 7 je polomér prislusné kulové plochy a v vyska kulové plochy.
1. semindr

1. V pravidelném ctyfsténu urcete:
a) odchylku boé¢ni hrany od roviny podstavy,
b) odchylku boé¢ni stény od roviny podstavy.

2. V pravidelném ¢tyibokém jehlanu ABC DV o podstavné hrané délky
a a bo¢ni hrané b je dan stied M strany BC'. Urcete odchylku primek
AC aVM.

3. Rovina a = ACH vytind z krychle ABCDEFGH Ctyfstén, jehoz
povrch je S. Vypoctéte povrch krychle.

4. Dokazte,Ze pro objem V ¢tyisténu ABC D plati:
1 . . .
V= €|AB| -|AC| - |AD] - sin Bsinysin ¢,

kde 8 = |[<DABJ|, v = |<DAC| a ¢ je odchylka rovin ADB a ADC.

5. V pravidelném ¢tyrsténu ABCD o hrané a je vrcholem D vedena
rovina « kolmo k roviné ABC rovnobéZné s pfimkou AB, kterd ¢tyistén
rozdéli na dvé télesa.

Vypoctéte obsah fezu roviny a ¢tyrsténem ABCD.

Vypoctéte pomér objemt takto vzniklych téles.

6. Hrana podstavy pravidelného trojbokého jehlanu ABCV m4 délku a,
odchylka bocnich stén ABV a ACV je a. Vypoctéte obsah plasté @
jehlanu ABCV.

7. V trojbokém jehlanu maji dvé protilehlé hrany délku a, b, délka
ostatnich hran je c. Vypoctéte objem a povrch tohoto jehlanu.

8. Hrana podstavy pravidelného trojbokého jehlanu ABCV m4 délku a,
bo¢ni hrana délku b. Vypoctéte objem jehlanu a obsah fezu rovinou,
kterd prochézi podstavnou hranou AB kolmo k hrané C'V.
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9. Uzitim vzorce pro objem jehlanu odvodte vzorec pro objem komolého
jehlanu.

10. Délky hran podstav pravidelného ¢tyrbokého komolého jehlanu jsou
a, b (a > b); velikost ostrého Ghlu mezi hranami bo¢ni stény je .
Dokazte, ze pro jeho objem V plati

a® — b’

V= -4/ —cos 2.

~ 6cosg

2. semindr

11. Kouli K jsou

a) vepsany b) opsany

rovnostranny valec a rovnostranny kuzel. Vypoctéte pomér objemt a
povrcht téchto tii téles.

12. Dva rotacni kuzele K, K5, které maji shodné télesové vysky v a
jejichz poloméry podstav jsou po fadé ry, 72, jsou do sebe zasazeny tak,
ze vrchol kazdého kuzele je ve stfedu podstavy druhého. Urcete objem
spolecné ¢asti obou kuzeld.

13. Rozvinuty pldst kuZzele ma tvar kruhové vysece se stfedovym tthlem
o velikosti « (v obloukové miie) a délkou tétivy b. DokaZzte, Ze objem
kuzele 1ze vyjadrit ve tvaru

a2b3\/4n2 — a2

19272 sin® &

14. Vypoctéte objem a povrch komolého kuzele, jehoz podstavy jsou
kruhy, z nichz jeden je opsany a druhy vepsany protilehlym sténam
krychle o hrané délky a.

15. Do rota¢niho komolého kuzele s poloméry podstav r1, r» je vepsana
koule, ktera se dotyka obou podstav a plasté kuzele. Urcete povrch a
objem tohoto kuzele.

16. V komolém rota¢nim kuzeli jsou tthlopticky osového fezu navzajem
kolmé, odchylka strany s kuzele od roviny dolni podstavy je a. Urcete
objem tohoto kuzele.

17. Uhel pii hlavnim vrcholu osového fezu rotacniho kuzele je roven
2a, soucet délek jeho vysky a strany je roven m. Uréete objem a povrch
kuzele.

18. Urcete, jakou ¢ast povrchu Zemé uvidi kosmonaut z paluby rakety
z vy$ky h = Rz nad povrchem Zemé (Ryz znadi polomér Zemd).
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19. Kulovou plochu rozdéluje rovina (3 na dva vrchliky, jejichZ povrchy
jsou S a Sy. Vypocitejte obsah fezu roviny touto kulovou plochou.

20. Nad vyskou rotacniho kuzele jako nad pramérem je opsana koule.
Urcete objem ¢asti koule uzaviené uvniti kuzele, jestlize je dana vyska
h kuzele a thel pii vrcholu osového rezu kuzele je 2a.
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VYSLEDKY

§1: Racionalni funkce, rovnice a nerovnice

1.

a) (x—1)(z+3)(x+7)

b) (z + 2)(x — 3)(z — 5)

¢) (z —1)(z +2)(z* + z +6)

d) z(z + 5) (2% + 52 + 10) [substituce y = x2 + 5]
) (z — 3)(3x + 2)?

@

) x1 =2, 29 =2a (x; =x2 proa = 1)

Jz=-1/2proa=0,z; =22 =—1proa=1,z € ) pro a € (1,0),
—-1++v1-—

= VT8 b0 a € (—o0,0)U (0,1)

a
c) xy = —2a, 3 =3aproa# 0,z € proa=0

T &N

Z1,2

)

2
d);gl:a+b7ém2:prroa;éib,w:Oproa:—b,
a+b

r=2aproa==>o
3.
Dva rtzné kofeny pro a € (—oo, —2) U (1/2,3) U (3,00), oba kladné
pro a € (—o0,—2)U (1/2,6/7) U (3,00), jeden kladny a druhy zdporny
pro a € (6/7,3), jeden nulovy a druhy kladny pro a = 6/7.
4.

N RURSISIRCIRGS
H
=
~
w

apiiklad 27 + 8z + 1 = 0. [z = V15 — 4, takze (z + 4)* = 15]

N oz o
Il
S

3 [diskriminant D = 16(k — 2)]

ya=-3/4,a=0,a=2/9
)a=—6

LT & o
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@

) _3) U (_17 2) U (47 OO)

7_4) U (_27 1) U (37 5)
) U (2,00)

z € (—1,5) [¢itatel je kladny]

(6, 00)

D NI S o
) .
Mm
—
DO
~
w
[\

C‘,EOQ O A0 TN
&
m
I
\_l\D

[a = —4 nevyhovuje, takze a+4 < 0 a D < 0]
U(1,00) [bud @ =1, nebo a®> —1 >0 a D < 0]

d) a € (1,00) [Nemize byt ani a < 0, ani a = 0; pro a > 0 ma vrchol
piislusné paraboly kladnou z-ovou soufadnici zg = 2/a, takze
zjistime, kdy i jeho y-ova soutfadnice je kladné.)

e) a € (0,1/3) [Zjistime, kdy dany trojélen mé zédpornou hodnotu jak
pro z = 1, tak pro z = 3, pravé tehdy lezi prislusné parabola pod
osou z v celém intervalu A = (1, 3).]

12.

b € (—2,4) [Jmenovatel je kladny pro kazdé z € R.]

13.

a € (=00, —3) U (0,00) [Cislo a lezi mezi kofeny dané rovnice F(z) = 0,

pravé kdyz F(a) < 0 (tato nerovnost zarucuje i existenci kofent).]

14.
€ (2,5) [V pfipadé a — 2 > 0 zjistime, kdy pro trojélen F(z) z dané

rovnice plati F(2) < 0a F(3) < 0; v pfipadé a —2 < 0 kdy F(2) >0 a

F(3)>0]
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§2: Iraciondlni rovnice a nerovnice

=9
-3/2,z=1/2

O OO0 T O
T

)
I
<+

V3, z=1-3

B g 88 gn88888a488
Il
_ 0 i s o W

—
~—

k) z =
)z=—1,z=9/16

2.

a) z € (1,2) U (2,00)

b) z € (—18,-2)

c) z € (—00,1/2)

d) z € (-78,3)

e) z € (0,2)

f) z € (-2,-8/5)U(0,2)
g) = € (-1,00U(3/5,1)
h) z € (—o0,0)

i) z € (—o0, —3)

j) x € (—o0,0) U (2,8/3)
k) z € (3,5)

) z € (1,00)

m) z € (1,3/2)

n) x € (—20,0) U (5,00)

§3: Exponencidlni a logaritmické funkce, rovnice a nerovnice

1.

a) a'%8a *T108. ¥ = gloga @ . gloga ¥ — . ¢ = vzorec

b) alo8az7108a ¥ — gloga @ /glo8a ¥ = 3 /y = vzorec

c) av1o8:® = q(08. D)V = (glo8a #)¥ = 3V = vzorec

d) a7108.7 = g0~loga® = 0 /qlo8a @ = 1 /3 = vzorec
log, = .

e) T = ql°8.* — (blogb a) 8a T _ ploss a-log, « = vzorec

f) Polozte z = b v e).

g) blosac = (aloga b)loga ¢ _ glog, blog, ¢ — (aloga c)loga b

— cloga b
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2.
a)m=49/5
b)m=-1
c) m =625
d)m=20
e) m =20
f) m = —log, 2
g) m=24
3.
_a+3
A= 30T
_4B-a)
~ 3+a
c) x=—(2a+b+ 2c)
d)z = 2ac+1
~abc+2c+1
4.
V =log, b
5.

a) a? + b2 = Tab upravte na (a + b)? = 9ab a pak logaritmujte.
b) a? + 9b? = 10ab upravte na (a + 3b)? = 16ab a pak logaritmujte.

6.
VI7T-1

a)r; =1 gzlong
b) x =
¢z = log 13 —log 31

log5 — log 3
d)$1:—1 562—1 I3 = 2,;174:\/5
e)xlz—l o =1, 333—2
f)z =
g) x1 = 1 ry = —1 [Uvaizte, 7e (2 —v3)"! =2+ /3]
h) z = 1/2 [Po vydéleni 817 polozte y = (4/9)".]

—-

i) 1 =1, 2 = —1 [Po vydéleni 4% polozte y = (3/2)*.]

zx=1 [Levé strana je klesajici v x, prava strana je rostouci.]

k) = 0 [Zvolte substituci y = (3/2)", nebo uvaite, ze po vydéleni
mocninou 9% bude leva strana klesajici a pravéa konstantni.]

.

2
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g)r=4
V2

h)$1:1,$2:4,$3:7

HNx1=1/3,29=9

k) r1 = 1/16, Ty = 2

) &1 =1/3, o = 1/15 [Zlogaritmujte obé strany rovnice pii zdkladu 5
a zvolte substituci y = logy z.]

m) z; = 7, x2 = 14 [Zlogaritmujte obé& strany rovnice pii zakladu 2 a
zvolte substituci y = log, x.]

n)z €l

o)ry=1,z2=a

8.

a) x € (0,2 —log, 3) U (1,00)

b) z € (—o0,—2) U (2 — log, 3, 00)
c)z e (—1,1)

d) z € (0,00)

e) z € (0,00)

[\

q) z € (—00,0)U(3/4,1)U(1,5/4) U (2,00)

r) z € (1,00)

s) z € (2,3)U(27/8,4)

t) € (—o0,1)

u) z € (0,1/2) U (2, 00)

v) z € (3,00) [Vyuzijte monotonie kazdé z obou stran.]

w) x € (—o0,—1)
x) z € (1,a)
y) @ € (0,a®) U (1,a7%)
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84: Goniometrické funkce, rovnice a nerovnice

N

) V2(1 +/3)/4 [cos 15° = cos(45° — 30°)]
) 2+v3

) V3 [Vyuzijte: tg60° = tg(20° + 40°)]

) 0

) [Vyuzijte tikrat: sinasin 8 = 1(cos(a — 8) — cos(a + 3))]

\/_/5
4/3
—4/5
125/78
(5 —12v/3)/26
65/113

w o Ao T p
[\

Q

v&&Q/Sv

A

-1
tg o
tg doa
1/4
0

NSRS

d
e
5.

Obecné lze postupovat takto: dosadime v = 180° — o — 8 do obou stran
a dokazeme vzniklou identitu v nezavislych proménnych «, 3.

6.

V zapisech korent znaci k libovolné celé cislo.

5
a) km, z—+—2]<:7r T 4 2k

~

3 3
b)2+k7r +k7r 6+k7r
c) — 4 km
4 3 5
d)g+2m-é3+%g
™ T
™ kﬂ'
f) s T3 [UZlJte vzorec pro rozdil hodnot sinu.]
o
o 20
g) 27, )
h) <+
i) 2km [Uvazte, ze L < 1.]
i) % + 2km [Upravte na rovnici sin (a: + 3) 1]
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T
k) 2k, 5 + 2km
s .
1) — + k7 [K obéma stranam pfictéte 2sin® z cos? z a uzijte substituci
y = sin 2z.]

k 5
I 2km, T 4 2kn [UZijte vzorec pro soucet hodnot sinu.]

m) 5 237y
n) 2” g +kr % + kr [sinacos 8 = L(sin(a + B) + sin(a — 8))]
k
0) TW [UZijte vzorce pro souin hodnot sinu a rozdil hodnot kosinu.]
krm 3m  km

)1+__+_
P16 216 " 2

kr 3
q) 116 +— T I + km [Prepiste cos 3z = sm(g — 33:) a uzijte vzorec pro
soucet hodnot sinu.]
r) " 4k 117r+k' [Paastaachos( +7r) déle uzijte vzorec
— — [Pravé stran — uzijte vzor
1277 90 T ) 6/’ !

pro rozdil hodnot kosinu.]

km
s) 110 + + [Odvodte sin 2z = =+ cos 3z a déle postupujte jako v q).]

t) 1 + k_ﬂ'
14 7 5
u) km, gk—i— 2k, ?ﬂ + 2km
V) g + TW [Uvazte, 7Ze tg(3m + ) nemd smysl.]
3
w) Zﬂ-%-lmr 23k+k7r 3 +k7r
. ™
x) 2k, 3 + e [Upravte do tvaru sin (23: + 4) =sin (m + Z) ]

o
y) 2k, T + 2km
3
7) TW + kr [UZijte substituci y = sinz + cosz, pak y* = 1 + sin 2z].

7.
Obor pravdivosti je sjednocenim uvedenych intervald, k znaéi libovolné

celé cislo.

2 2
)<6+k‘7r6+k>

) (—— kw,—g +k7r>

™
<_T + 2km, — 1 + 2k‘7r>

O (=) (50 (3 5)

VIR
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5 T
T 5w T 117

m) <67F>7 <7r7 F): <?727r>
3 Tmw St Trw 117 97

") (T’F)’ <TI>’ (?Z)

§5: Komplexni éisla

p—

.a,b)-(c,d)]-(e,f):

(ac—bd,ad+bc)- (e, f) = (ace —bde — adf —bef, acf — bdf + ade + bee),
,b) - [(e,d) - (e, f)] =

(a,b)-(ce—df,cf +de) = (ace —adf —bef —bde, acf + ade + bee — bdf).

—

SARCIRRONCHCHE S (e |
—
|
—

) —1+43i

) .

) —1

) —48i/25

)0
)1+ivl—a
3.
a)a=1,b=2
b)a=2b=-3
4.

a) 0

b) 13/10

C) 599

d) 2 (21 # 0 nebo z3 # 0)
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5.
a) £(2 + 3i) [V-5+12i =z +iy <= —5 =22 — y? A 12 = 2zy]
b) +(2 — i)

¢) £(1/2 + 2i)

o

a) 21 =1+2i, 2 =1-2i

b) 21 =241, 2o =1—1

¢) 21 = (3= 51)/2, 25 = (=1 —i)/2
d) 21 =243i, 25 =1 +2i

c) 1 c0s4—7r+isin4—7r
2 3 3

2
d) £ <cos ??TW +isin %%)

d) 2in !
) on na( na Lo na)
:; cos™ 3 cos - +isin 7

cosna = cos™ a — (%) cos" 2 asin® a + () cos" ™! sinfa— ...

sinna = () cos"  asina—(}) cos" ? asin® a+(7) cos" ® asin’® a—. ..

10.

Podminku upravte na ekvivalentni rovnici 22 — 2zcosa + 1 = 0, jez m4

kofeny 212 = cos(+a) + isin(+ca). Rovnosti 2} + i 2cosna pro
k

k € {1,2} pak odvodite z Moivreovy véty.

11.

1+itgna  cosna+isinna cosna + isinna

1—itgna cosna —isinna  cos(—na) +isin(—na)
= cos 2na + isin 2na;,
1+itga

- = cos2a + isin 2a.
1-itga

odtud specialné pro n = 1:
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12.
a) +2i
1 1
b) (VB +1), 5(=VB+1), —i
c) V2 <COSM +isin M), ke {0,1,2,3}

16 16
k— k—

d) V2 <cosu +isin%>, ke{1,2,3,4,5)

13.

15
Oznacte levé strany S, (a, ), Cn(a, p) a uvazujte komplexni jednotky
e =cosa+isina, d = cosp + isinp. Pak v pfipadé € # 1 plati

. 1— n+1
C’n(go)—i-iSn((p):5(1+6+62+-~-+6"):6(?‘€6):

. 1
5"t (g—"T“ - E"T“) se¥ (—21 sin 7("2 )a>

1 — 1 e
g2le —£2 —2ISIH§

na . na\l] . (n+1)a
[cos(go + 7) +1sm(<p+ 7)} sin 5

=

= -

sin —

2

Odtud porovnanim redlnych a imaginarnich ¢asti dostaneme kyzené
vzorce. V piipadé ¢ = 1 plati Cp(a, ) +1Sn(a, ) = (n + 1)d, odkud
plyne Cp(a, ) = (n + 1) cosp a Sy (a,p) = (n+ 1) sine.
14.
Hledané obory popiSeme v kartézskych souradnicich z,y (z = z + iy).

a) Piimka y = 0.

b) Polorovina z > 0.

c¢) Kruznice se stfedem [0, 0] a polomérem 4.

d) Kruh se st¥edem [0, 1] a polomérem 1.

e) Uhel v prvnim kvadrantu s rameny y = x/v/3 a y = =.

f) Doplnék kruhu se stfedem [—2, 1] a polomérem 2.

g) Osa usecky s krajnimi body [1,0] a [3,0], tedy pifimka = = 2.
h) Osa tsecky s krajnimi body [0, —1] a [0, 1], tedy piimka y = 0.

i) Elipsa s ohnisky [—1,0], [1,0].

j) Parabola s ohniskem [—2, 0], vrcholem [—1,0] a fidici pfimkou z = 0.

k) Apolloniova kruznice bodi X, pro néz | X A| = 2|X B|, kde A[0, —2]
a B[0,—1] (viz §9, tloha 14).

1) Dvojice pfimek y = +z.

m) Hyperbola s ohnisky [1,0] a [-1,0].

n) Vnit¥ek mezikruzi se stfedem [0, —1/3] a poloméry 1/3 a 1.
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0) Osa tsecky s krajnimi body [2,0] a [—3, 0], tedy pfimka z = —1/2.
p) Kruznice se stfedem [1/2, 0] a polomérem 1/2 kromé bodu [0, 0].
q) Pfimka 2z —y = 1.

r) Polopfimka y = 0 Az < 0.

§6: Zaklady planimetrie

1.

Body Ag, By lezi na Thaletové kruZnici nad prumérem AB, jeji stied
tedy ur¢ime jako prusecik pfimky p s osou tsecky AyBy.

2.
ProtoZe thly M CSs a MK N jsou pravé, plati C'Sy || NK, stiidavé ahly
KNC, NCS; jsou tedy shodné, stejné jako thly NCS; a SoNC, nebot
AS;NC' je rovnoramenny.

3.

Ozna¢me T pruaseCik prfimky AB s teénou t ke kruznici k jdouci
bodem N. (Pokud T neexistuje, tj. AB || t, je tvrzeni tGlohy zfejmé.)
Z rovnosti [T'C| = |T'N| plyne |[<TCN| = |<T'NC|, takze |[<CAN| +
+ |<ANC| = |<TNB| + |<BNC|. Ale |[<CAN| = |<T'NB| (obvodovy
a usekovy thel), proto i |[<ANC| = |<BNC|.

4.

Je-li AB || t, ur¢ime bod dotyku T' € kNt jako prusecik p¥imky ¢ s osou
useCky AB; v opa¢ném piipadé pro bod T a bod V € t N AB plati
|[VT|?> = |VA| - |VB|. Vzdalenost |VT| sestrojime podle Euklidovy véty
0 vysce.

5.
Plati |<CAT| = |[<CTX| a |<DBT| = |<DTY|, kde X a'Y jsou body
na spolecné tecné jdouci bodem T'. Protoze thly CTX a DTY jsou
vrcholové, plyne odtud shodnost stiidavych thla CAT a DBT, tudiz
AC || BD.

6.

KruZnice sestrojend nad pramérem CS, kde C € k, CS L AB. [Je-li
X € {A,B,C},jeY € {C,S}, v ostatnich piipadech pro patu Z kolmice
spusténé z X na AB plati ACSY ~ ASXZ podle véty sus, odkud
|<CYS| = 90°. Splhuje-li naopak néktery bod Y posledni rovnost,
uréime X € « SY N k; podle véty usu pak plati ACSY ~ ASXZ,
tudiz |SY| = |X Z|.]

7.
Usecka A By s vyjimkou svého stiedu C, kde Ay, By jsou kolmé priiméty
bodl A, B na te¢nu g polokruZnice k rovnobéznou s AB. [Ziejmé X # C.
Oznatme T € kN p, a Y kolmy primét bodu X na AB. Vysky XY a
ST rovnoramenného trojahelniku M SX jsou shodné, tudiz bod X ma
od AB vzdalenost rovnou poloméru poloruznice k, neboli X € ¢. Je-li
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naopak bod X libovolny bod pifimky ¢ rizny od C, uré¢ime bod M
jako prusecik osy tseCky SX s pfimkou AB; takovy prisecik nelez
na usefce AB, pravé kdyz X € AgBy. Z rovnoramenného trojihelniku
M SX plyne, 7e poloptimka M X je te¢nou k.]

8.
V ACDS je to polokruznice k; nad prumérem KL (kde K, L jsou
stiedy usecek C'S, DS), v AABS, ABCS, ADAS dalsi tfi analogické
polokruznice. [Necht X € ACDS, pak i Y € ACDS a posuzovani
vzdélenost od obvodu ABCD je rovna |YU]|, kde U je kolmy primét ¥
na C'D. Splyvé-li bod X se stfedem Z tusecky CD, vyhovuje Y = Z.
V ostatnich pfipadech z rovnosti |XY| = |YU| a véty sus plyne
AZUY ~ AZXY, nebot Ghly SZY, UY Z jsou shodné (SZ || YU)
a thly SZY, SYZ rovnéz tak (|SY| = |SZ]). Proto je pravy nejen
thel YUZ, alei YXZ, tedy i SXZ a X lezi na Thaletové kruznici nad
primérem SZ, z niz v ACDS lezi pravé polokruznice k;. Obracené,
pokud je X € ky — {Z}, zvolime za Y prisecik £k N+ SX a shodnost
AZUY ~ AZXY odvodime z véty Ssu; odtud uz plyne | XY| = |YU].]
9.

Ozna¢me O stied kruznice vepsané. Mame ukézat, ze bod P lezi na
Thaletové kruznici nad primérem C'O, na niz lezi bod N, tedy ze body
C, O, P, N lezi na jedné kruznici. Zjistime to vyjadienim velikosti thla
COP a CNP, pritom rozlisime, zda P leZi uvnitf ¢i vné AABC.
Oznatme a = |<BAC|. Pomoci vnitinich thla v ABCO zjistime,
ze |[<BOC| = 90° + 1a, tedy |[<COP| = 90° — fa. Uhel ONP je
bud thel ONM, nebo thel k nému vedlejdi. V prvnim piipadé plati
|[<CNP| = |<ONP| + 90° = |[<ONM| + 90°, ve druhém naopak
|<CNP|=|<ONP|-90° =90° — |[<ONM|. Z tétivového ¢tyfuhelniku
AMON méme |[<ONM| = La.

§7: Shodna zobrazeni

1.

Hledan4 p¥imka prochézi bodem k| N ks, kde k| je obraz k; ve stiedové
soumérnosti podle stfedu A.

2.

a) Umistime t&Znici AAq délky t, a ozna¢ime D obraz bodu A v soumér-
nosti podle stiedu Ag. Tézisté T trojihelniku ABC' je zndmy bod tsecky
AAy. Bod B pak lezi jednak na krunici se stiedem T a polomérem 2t;,
jednak na oblouku, ze kterého je tisecka AgD vidét pod thlem 7, nebot
thel AgBD je obrazem Ghlu AgC' A ve zminéné stiedové soumérnosti.
b) Necht Ag, D maji stejny vyznam jako v a) a necht X, Y znadi paty
kolmic z bodu A, resp. D na piimky BD, resp. AB. Umistime-li isecku
AD délky 2t, se stfedem Ay, pak podle véty Ssu muzeme sestrojit oba
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trojuhelniky AXD, AY D, pak sestrojit bod B € ++ AY N <& DX a
konecné bod C' soumérné sdruzeny s B podle stiedu Ag.

c) Necht Ay, D, Y maji stejny vyznam jako v b). Stejné jako tam
sestrojime nejdiive AADY | bod B pak uréime jako prusecik primky
AY s obloukem z ¢asti a), ze kterého je tsecka AgD vidét pod dhlem .
3.
Dopliime AABC na rovnobéznik ABCD. Stied Cy strany AB a bod D
lez{ na poloptimce CT tak, ze |CCo| = 2|CT| a|CD| = 2|CCy|. Body A,
B ur¢ime jako priseciky ramen C X, CY s primkami, které jsou s témito
rameny rovnobézné a prochézeji sestrojenym bodem D.

4.

Oznaéme Q' obraz ) v soumérnosti podle stiedu S, v niZ jsou sdruzené
body X a Y, takze QY || Q'X. Protoze k je Thaletova kruznice nad
prumérem PQ, plati PZ 1 @QZ, neboli PX 1 QY, coZ znamena,
ze rovnéz PX 1 @Q'X. Bod X tedy uréime jako prisecik tétivy
AB s Thaletovou kruznici sestrojenou nad primeérem PQ’, zbytek
konstrukce je jasny.

5. N
Zvolme libovolné A’ € t;, uvazujme posunuti 7 o vektor AA' a
oznatme B’ = T(B) a C' = T(C). Plati AABC ~ AA'B'C’, navic
z AA" || BB' || CC' plyne B’ € ty a C € t3, kde t3 || t1 a C' € t3. Odtud
plyne konstrukce: B’ € t2 Nk (A", a), C' € ki (A", a) N ko(B',a), dile
t3 || t1, C' € t3 a C € t3 Nk, kone¢né body A, B jsou obrazy bodd A’,
B' v posunuti 7! o vektor C'C.

6.
Oznacéme A’, B' obrazy bodi A, B v posunuti 7 o vektor 58. Protoze
BB'CD je rovnobéznik, plati |[<ACB'| = ¢ a |CB’| = f. Sestrojime
proto nejdiive AACB' podle véty sus. Protoze AB || A'B"a AD || A'C,
plati |[<B'A'C| = a a navic |AA'| = |DC| = ¢, takze bod A’ lezi jednak
na kruznici k(A4, ¢), jednak na oblouku, ze kterého je tisecka B'C' vidét
pod thlem «. Koneéné bo_d)y B, D uréime jako obrazy bodi B’, C
v posunuti 7! o vektor A’A.

7.
Ozna¢me Sy, Ss stiedy kruznic ki, ko a O1, O2 stiedy tsecek X A, Y A.
UvaZzujme posunuti 7 o vektor O3Sy kolmy k p. Bod Z = T(0;) lezi
na kolmici k pfimce p jdouci bodem O;, tedy na ptimce S;0;. Protoze
|0102| = %(1, plati rovnéz |ZSQ| = %(L, navic ZSQ || 0102 1 5101, takze
7Sy 1 ZS;. Proto mizeme podle véty Ssu sestrojit AS; SsZ a poté vést
bodem A pfimku p rovnobézné s S Z.

8.

(i) Oznatme O7, Oz kolmé priméty stiedt Si, Sy kruZznic ki, ko na
piimku p. Krajni body shodnych tétiv hledané primky ¢ lze oznadit
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A1, By € k1 a Ay, By € ks tak, aby pii posunuti 7 o vektor OI—O; platilo
As = T(A1) a By = T(By) (uvaizte, ze stfed tétivy A; By se zobrazi do
stfedu tétivy AsBs). Body A, Bs tedy uréime jako pruseciky kruZnice
ko s kruznici k1 = T (k).

(ii) Plati XY = a nebo XY = —a, kde a je jeden ze dvou vektoru
velikosti a lezicich na ptrimce p. Bod Y tedy najdeme jako prisecik
kruznice ks s kruznici k:f' nebo kruznici k7, jez jsou obrazy kruznice k;
pfi posunuti o vektor a resp. —a. Vedeme-li kazdym takovym priisecikem
pfimku g rovnobézné s primkou p, dostaneme feSeni tlohy.

9.
Ozna¢me body X, Y tak, aby leZely s body A, B na piimce v poradi
A, X, Y, B. Potom zndme (volny) vektor XY a miliZzeme sestrojit bod
P'=P+ XY. Protoze PZ L QZ (Thaletova kruZnice) a PX || P'Y
(asecka a jeji obraz v posunuti), plati rovnéz P'Y 1L Y@, takZze bod YV
uréime jako prusecik tétivy AB s Thaletovou kruznici sestrojenou nad
primérem P'Q.

10.

Plati |[AX| + |XB| = |A'X| + |XB| > |A'B|, kde A’ je obraz A
v soumeérnosti s osou p. Uvedend nerovnost piejde v rovnost, prave kdyz
bod X lezi na tiseéce A'B.

11.

Ozna¢me B' obraz bodu B v soumérnosti podle osy o kterd prochdzi
bodem C' rovnobézné s pfimkou AB. Protoze |[AB| = ¢, |[BB'| = 2uv,
a thel ABB' je pravy, mizeme podle véty sus sestrojit AABB’ a pak
osu o jeho strany BB’. Z rovnosti |<ACB| = v a |[<BCB'| = 28 plyne
|<ACB'| =v+28 = (180° —a — () + 28 = 180° — (o — ). Zbyly vrchol
C proto uré¢ime jako prisecik piimky o s obloukem, ze kterého je tisecka
AB' vidét pod zndmym tGhlem 180° — (a — ).

12.

Rozliste piipady, kdy posuzované thly AXM a BX N maji za ramena
XM a XN (i) dvé navzidjem opafné polopiimky, (ii) dvé shodné
polopiimKky.

(i) Necht B’ je obraz bodu B v osové soumérnosti s osou o =< M N.
Ozna¢me Y libovolny vnitini bod polopfimky opa¢né k X A a sestrojme
kruznici k se stfedem B’, ktera se dotyka piimky o. ProtoZe |[<B'XN| =
= |[<BXN| = i|<AXM]|, lezi bod B' na ose Gthlu NXY, ktery je
vrcholovy k thlu AX M, takZe kruznice k je do tohoto thlu vepsand
a pfimku AY muZzeme sestrojit jako tec¢nu ke kruznici k& vedenou bodem
A. Bod X je pak pruse¢ikem této tecny s primkou o.

(ii) V tomto pripadé lezi bod B na ose thlu AX M nebo na ose vedlejsiho
thlu k Ghlu AX M. Sestrojime proto kruznici k se stiedem B, kterd
se dotykd piimky M N; pfimku AX pak uréime jako teénu kruZnice k
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vedenou bodem A. Bod X je opét prusecikem této teCny s piimkou M N.
13.

Osa o tsecky AT prochazi bodem X. V soumérnosti s osou o je obrazem
kruZznice k a jeji teny TX s bodem dotyku T nékterd kruznice k' a jeji
tena AX s bodem dotyku A. KruZnici k', kterd mé polomér r a dotykéa
se pfimky AX v bodé A, miZeme ze zadani sestrojit, osa o je pak osou
soumérnosti kruznic k, k" a bod X je priiseéikem této osy s tiseckou S A.
14.

Oznaéme C' bod soumérné sdruzeny s vrcholem C podle osy o =« AB.
Uhly BAC, ABC jsou stejné jako tthly ABC, ABC" shodné; ze shodnosti
stfidavych hlt BAC a ABC' plyne AC || BC', odkud C' € ¢. Proto
na pifmce g lezi rovnéZ obraz M' bodu M v soumérnosti s osou o,
navic |[AM'| = |AM]|, takZze bod M' uréime jako prusecik piimky ¢
s kruznici k(A, |AM]). Vrchol B pak sestrojime jako prusecik piimky ¢
s osou tsecky M M', vrchol C jako prisecik pfimek p a BM.

15.

Sestrojme libovolnou tétivu X'Y” kruznice k tak, aby |X'Y'| = a.
Existuje rotace kolem stiedu S, kterd prevede hledanou tétivu XY na
tétivu X'Y"'; obrazem M' bodu M je pak jeden z prisecikt tsecky X'Y”’
s pomocnou kruznici m(S,|SM|). Tétivu XY pak uréime ve zpétné
rotaci kolem stfedu S o orientovany thel M'SM.

16.

V jedné z rotaci o 90° kolem st¥edu A piejde bod B do bodu D, takze
D ebnd, kde a' je obraz piimky a ve zminéné rotaci.

17.

Oznac¢me S stied kruznice k. V jedné z rotaci R(S, 90°) plati R(Y') = X,
takze obrazem piimky ¢ je pfimka ¢', kterd prochazi bodem X kolmo
k pfimce p. Navic pifimka ¢' prochézi bodem Q' = R(Q), ktery umime
sestrojit. Plati tedy PX | @Q'X, takze bod X uréime jako prusecik
kruZznice k s Thaletovou kruznici sestrojenou nad primérem PQ’.

18.

Necht X' je obraz bodu X v té rotaci o 60° kolem bodu B, ve které
bod A piejde do bodu C. Protoze je BXX' rovnostranny trojahelnik,
plati |[BX| = |XX'| a thel BXX' ma stejné jako obvodovy thel BXC
velikost 60°, tudiz X' € XC. Navic tsecka CX' je obrazem usecky

AX ve zminéné rotaci, tudiz |CX'| = |AX|. Dohromady dostdvdme
ICX|=|CX'| +|X'X|=|AX| + |BX]|.
19.

V rotaci 0 60° kolem bodu A, ve které bod B piejde do bodu C, piejde
bod S do bodu §’, jenz umime sestrojit. Protoze Gsecka BS piejde
v ausecku CS', plati |CS'| = |BS| = b, tudiz C € ki1(S,c) N k2(S', b).
Bod B je pak obrazem bodu C' ve zpétné rotaci, ve které bod S’ prejde
do bodu S.
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¢8: Podobnost a stejnolehlost

1.

Necht C; je stfed tsecky AB. ProtoZze tézigté T trojuhelniku ABC
je obrazem jeho vrcholu C' ve stejnolehlosti H(Cy,+1/3), je hledanou
mnozZinou kruznice H(k) s vyjimkou jejich prusecika s tseckou AB
(nebot C # A, B).

2.
Sestrojte podobny trojihelnik A’B’C' o stranach (a',b',c') = (2,3,4) a
ten pak podle jeho vysky v/ zobrazte v podobnosti s koeficientem v, /v?.
3.

a) Uzijte Euklidovu vétu (dile EV) o vysce pravouhlého trojihelniku,
ktera rozdéluje jeho preponu na tseky délek a, b.

b) Dvakrat uZzijte Pythagorovu vétu (dale PV), poprvé pro trojthelnik
s odvésnami a a b, podruhé pro trojthelnik s odvésnami va? + b2 a c.
c) K rovnosti # : a = b : ¢ uZijte stejnolehlé trojihelniky s dvojicemi
stran (a, ¢) resp. (z, b) svirajicimi spole¢ny (libovolné zvoleny) thel (tzv.
konstrukce ¢tvrté geometrické Gmérné).

d) Zvolte nejprve tsecku délky 1, sestrojte podle PV v/2 = /12 + 12,

V3 =1/12 4 (V/2)? a pak uzijte c) pro b =+v2 a c = V2 + V3.

e) Sestrojte ¢tvrté geometrické umérné y = (ab)/d a x = (yc)/e.

f) Podle PV sestrojte délku av/2 = v/a2 + a2 a poté podle EV délku
(aV?2) - a.

g) Nejprve podle EV sestrojte délku y = +/a(b+ ¢) a pak podle PV

délku z = \/a? + y2.

h) Podle EV sestrojte délky y = Vab, z=Ved ax = VYZ.

i) Podle PV sestrojte délku y = Va2 + b2 a podle EV délky z = vab a

T =,/yz.

j) Jako ¢tvrté geometrické imérné sestrojime délky u = a?/bav = c¢?/d,

pak podle EV délky y = v/au a z = \/cv, konetné podle PV délku

=\ 7

4.

Ozna¢me A, By, C; stiedy stran BC, AC resp. AB. Ve stejnolehlosti

H(S,+1/2) plati Ay = H(Y), Bi = H(Z) a C; = H(X), takze

XS L AB || A\By || YZ, tedy XS L ZX, stejné jako VS L XZ a

ZS 1 XY. Bod S tedy dokdzeme sestrojit jako prisec¢ik vysek daného

trojahelniku XY Z. Piimky AB, BC a C'A pak nalezneme jako osy

usecek SX, SY resp. SZ.

5.

Ve stejnolehlosti H (A, +3) plati H(Y) = X, takZe ze vztahu Y € k plyne

X € k' =H(k). Bod X tedy lezi v pruseciku kruznice k s kruZznici k’.
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6.

Jde-li o tétivu X A kruZnice k; a tétivu AY kruznice ko, ve stejnolehlosti
H(A,—2) plati H(Y) = X, takZze z Y € ko plyne X € kb, = H(k1), tudiz
Xekn k‘é

7.
Ozna¢me S prisecik piimek p a AB (kdyby platilo p || AB, byl by
AXY B rovnobéznik). Ze stejnolehlosti tsecek AX a BY plyne, Ze ve
stejnolehlosti H (S, +1/2) nebo H(S, —1/2) plati H(A) = B, takze S je
jeden ze dvou bodi poloptimky AB, pro ktery plati |AS| = 2-|AB| nebo
|AS| = 2|AB|. Pak p =< SC.

8.
Necht X je bod dotyku kruZznic k a k. Ve stejnolehlosti #H se stifedem X,
ve které H(k) = ki1, je piimka ¢, = H(t) tecnou kruznice k; rovnobéznou
s danou pfimkou ¢, takZe ji umime sestrojit (pozor: existuji dvé takové
te¢ny). Je-li T1 bod dotyku ¢; a k, plati Ty = H(T'), takze X (st¥ed H)
ur¢ime takto: X € k N« TT;.

9.

Je-li a || b, vyuZijeme posunuti, jinak oznac¢ime V € a N b a sestrojime
libovolnou kruznici k', kterd se dotyka obou piimek a, b a lezi ve stejném
thlu jimi vymezeném jako bod M. Ve stejnolehlosti H se stiedem V
a kladnym koeficientem, ve které H(k) = k', pfejde bod M do bodu
M' € k' N — SM, ktery proto umime sestrojit (pozor: pruseciky jsou
dva). Ke konstrukci stfedu S kruZnice k ze stfedu S’ kruZnice k' je pak
vyhodné vyuzit tsedek M'S’ a M S, jez jsou stejnolehlé podle st¥edu V.

10.

Necht 01, 02,03 znaci osy a Aj, By, C, stfedy stran BC', C'A resp. AB.
Jak vime S € o1NosNog aT € AA;NBB;NCC,. Navic ve stejnoolehlosti
H(T,—2) plati H(A;) = A, H(B1) = B a H(C,) = C, takze pro piimky
o = H(o0;),i=1,2,3 plati A € 0 || o1 L BC, podobné B € 0, L CA a
C € of L BC. Na piimkéach o} prochazejicich jednim bodem S’ = #H(S)
tedy lezi vysky trojuhelniku ABC, tim je existence ortocentra V = S’
dokazana vcetné rovnosti V1" = —257. 11.

Na kruznici k opsané AABC lezi obrazy Uy, Uy, Us ortocentra V
v osovych soumérnostech podle piimek BC, C'A resp. AB (vysvétlete
pomoci obvodovych thlt, napf. |[<BCU;| = |<BCV| = 90° — 3, je-li
B ostry). Na kruznici k rovnéz lezi obrazy Wi, Wy, W3 ortocentra V
ve stfedovych soumérnostech podle stfedia Ay, By, C; stran BC, CA
resp. AB (opét vyuzijte obvodovych ahla a toho, ze nap¥. BW;CV je
rovnobéznik). Obrazem kruznice k ve stejnolehlosti H(V, +1/2) je tedy
kruZnice, na které lezi jak stfedy stran A;, B;, C; (obrazy bodda Wi,
Wa, W3 v H) a paty vysek Vi, Va, V3 (obrazy bodt Ui, Us, Uz v H),
tak i stfedy X, Y, Z Gseéek AV, BV, CV (obrazy bodli A, B, C' v H).
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§9: Planimetrické vypocdcty

1.
c=14
2.
V3/2
3.
V2-1

2
4.

a’b
4(a® + b?)

(a+b—Va®>+b?)

. . . avg by
Dosadte v, = ¢sin 8 a v, = ¢sina do rovnosti — = —

5 -
Je-li D st¥ed BC a S stred opsané kruznice, plati sina = % -4

P P ~1sC| T 2R
12.

Necht ¢ = |[<ADB|, kde D je stfed BC. Se¢téte kosinové véty

2 =12+ (a/2)? — at,cosp a b? = t2 + (a/2)? + at, cos p.

13.

Je-li T t&7isté trojuhelniku, pak AT | BT <= |AT|? + |BT|? = .
Dosadte sem

412 202 4+ 2¢2 — a2 .
|ATP]? = 2o = M’ |BT|? =
14 9 9

Ze sinové véty |AP|:|AC| = sin % :sinp a|BP|:|BC| = sin % ssin(m—),

%_2a2+202—b2
9 9 )
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kde ¢ = |[<APC]|, odkud |AP|: |BP| = |AC| : |BC|. Podobné odvodite
améru |AQ| : |BQ| = |AC| : |BC|. Protoze tthel PCQ je pravy, lezi
bod C na Thaletové kruznici sestrojené nad primérem PQ), jehoz krajni
body P, jsou dle pfedchoziho uréeny pomérem k = |AC| : |BC|. Je-li
naopak C' libovolny bod zminéné kruznice (C' # P, (Q), ukdzeme, Ze
plati |AC’| : |BC'| = k. K tomu podle pfedchoziho sta¢i dokazat rovnost
velikosti tthla v = |<PC'A| a v2 = |<PC'B|. Provedeme to v piipadé
k > 1, kdy uvazované body lezi na piimce v poradi A, P, B, @ (pfipad
0 < k < 1 se posoudi analogicky nebo se ,,prohozenim“ bodu A, B piejde
od poméru k k poméru 1/k.) Protoze thly AC'Q, BC'Q maji po fadé
velikosti 90° + 1, 90° — 72, jako vySe se ze sinové véty odvodi rovnosti

__|AP| _ |AC'|-sinm
~ |BP| |BC'| sinye

_JAQ|] _ |AC'|-cosm
- |BQ| |BC'|-cosye’

k k

odkud tgy; = tgy2, neboli 71 = 7».

15. Z kosinové véty €2 = a?+b>—2abcos B a f2 = a®+b%* —2abcos a; obé
rovnosti se¢téte a vyuzijte toho, ze z o+ = 180° plyne cos a+cos 3 = 0.

16.
(V3-1R

2
17.
a
2cos 5
18.
1-2
cotg |[<BDA| = ﬁoﬂsﬂ [UZijte sinovou vétu pro AABD, v némz

|AB|: |BD|=2:1]

19.

b
R=2

c
20.

4c2 b2 2bccosa

MN| =425 4 2 2eeose
| | 9 4 3
21.
T T \/a? +b% 4 2absin § [Nejprve pomoci mocnosti vrcholu V' da-

ného thlu ke zminéné kruznici k(S,r) ukazte, ze pro blizs{ konce A, B
uvazovanych tétiv plati |V A| = |V B|. Pak vyuZijte pravoihlé trojihel-
niky s vnitfnim thlem a/2 k urceni délky |V A| a vzdalenosti d stiedu S
od stfedd uvazovanych tétiv. Nakonec dosadte do r = y/d? + a?/4.]
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22.
Do obou stran dokazované rovnosti dosadte vyjadieni

|AB| =2Rsin(a + f —w), |BC|=2Rsin(a —w), |CD|=2Rsinw,
|[DA| = 2Rsin(f — w), |BD| =2Rsina, |AC| = 2Rsin 8

a pak vyuZijte opakované vzorec 2sin z siny = cos(z — y) — cos(z + y).

§10: Stereometrické vypocty

1.
a) arccos(v/3/3)
b) arccos(1/3)

2.
a\/§
arccos ————
2v/4b? — a2
3

2:5*(3 —/3)
4.

1
Obsah stény ADC je §|AC| - |AD|sin~y, prislusna télesova vyska je
|AB|sin @sin .

g.bsah Tezu je a2\/6/9, pomér objemi je 5 : 4.
7.
go.bjem je M#, obsah fezu je M#.

Ozna¢me Py, resp. P, obsah vétsi, resp. mensi podstavy. Z podobnosti
vt+x VP

VP

pro vysku z odiiznutého jehlanu plati , vypoctéte odsud x

1 1
a dosadte do V = §P1 (v+2)— §P23:.
10. 1
Vyska x boc¢ni stény je 3 (a—Db) tg p, télesovou vysku w urcime ze vztahu

2?2 =w? + (a;b)Z-
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11.

a) Pomér objemt je 32 : (12v/2) : 9, pomér obsahii 16 : 12 : 9.
b) Pomér objemi i pomér obsahi je 4:6: 9.

7r(.r17“2)211
3(T1 + T2)2
13.

b sa
Strana kuzele je s = ———, polomér r = o vyska v = V52 — r2.
5 Y[

2sin §
14.
m(3+v2)a’ m(3+ V13 +8V2)a?
Objem je —————=— povrch je .
15 12 4

27 (r? + rira +13)\ /172

. [Pro

stranu s a vysku v tohoto kuzele plati s = ry + 7, s = v? + (r; —12)2.]
16.
783 - sina - (2 — cos 2a)

Povrch je 2m(r} + r1rs + r2), objem je

12 )
[Poloméry r » podstav kuzele uréete ze soustavy rovnic r; —ry = s-cos a,
rL+ry=v=s-sina]

17.
Obiem ie mm?® sin® a cos ovrch ie mm?sina - (1 + sina)
m je ——————————, povr A
Jem 3(1+cosa)? ’ P ) (14 cosa)?
18.

Vidi jednu ¢tvrtinu. [Vysku v kulového vrchliku urcete z Euklidovy véty
o odvésné: (Rz —v)(Rz + h) = R%.]

19.
5152
S1 + S5
[Polomér r kulové plochy je S+ SZ, vyska v vrchliku L,
4w \/ 71'(51 + Sz)

polomér g kruhového fezu z Euklidovy véty o vysce: o = +/v(2r — v).]
20.

7h3 sin®

a- (1+cos? a)

[Téleso se skladd z kulové tsece, jejiz vysku

oznacime v, a z rota¢niho kuZele o vysce (h — v). Vygku v a polomér r
spolecné podstavy obou téles urcime ze vztahi

sin2a =1r: (g) a cos2a = (g—v) : (g),

které dostaneme z osového rezu kuzele, v némz se opsana koule znazorni
jako kruh o poloméru h/2 a podstava obou téles jako jeho tétiva, jiz
piislusi stfedovy thel 4a.]
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