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Uvod

Vazeny Ctendri,

dostava se Ti do rukou Multimedialn{ sbirka ptikladu z Integralniho poctu funkei vice
proménnych. Nasim cilem bylo vytvofit interaktivni material, ktery povede k ma-
ximélné efektivnimu zvladnuti a procviceni této pro studenty Casto obtizZné partie.
Pfitom jsme chtéli, aby naSe ucebni pomticka byla nezavisla na opera¢nim systému,
nevyzadovala pouziti néjakého LMS ¢i instalaci dodateéného softwaru a ptipojeni
k Internetu. Z tohoto diivodu jsme jako vystupni format zvolili PDF.

Format PDF jiz nekolik let dominuje na poli digitdlnich dokumentd nejen ve vé-
decké literature, ale rozsitil se diky prenositelnosti i mezi Sirokou verejnost. Pivodni
myslenkou pro vznik formatu PDF byla pravé prenositelnost textovych dokumentt
mezi riznymi platformami, kdy vysledny dokument vypada na vsech platformach i
rizném hardwaru stejné. Format PDF se vsak stdle vyviji a pfinds$i nové mozZnosti.
Dnes je mozné do PDF dokumentti zaclefiovat animace, video a audio nahravky c¢i
3D objekty.

Vyukovy text je zpracovan sazecim systémem TeX ve formatu pdf ETgX. Vzhle-
dem k tomu, Ze jde o matematicky text obsahujici fadu i znacné komplikovanych
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vzorcd, je pouZiti sdzectho systému TeX jedinou rozumnou alternativou. Zarucuje
totiZ vysokou typografickou kvalitu a snadnou modifikovatelnost textu.

Pfi vytvareni sbirky jsme se snazili o vytvoreni uzivatelsky piijemného a efektiv-
niho vyukového prostfedi. Student ma stale k dispozici ovlddaci panel, ktery umoz-
fluje volit mezi celoobrazovkovym reZimem a zobrazenim v okné, obsahuje tlacitko
posuvu o stranu vpied a vzad, skok na zacatek nebo konec dokumentu a posouvani
v historii prohliZeni. Dtlezit4 je také mozZnost skoku na konkrétni stranu v textu a na
zacatek kapitol. Text je prizptsoben velikosti obrazovky (posuv textu na obrazovce
neni nutny).

Zakladnim ucebnim textem, na ktery je tato sbirka piikladG navazana, je skrip-
tum [2], pouZivané ve vyuce jak na MU v Brng, tak na VSB TU v Ostravé. Text
je tvofen péti kapitolami (Uvod, Dvojny integral, Trojny integral, Souhrnné testy a
Ulohy na procviéeni). Na za&atku kapitol Dvojny a Trojny integral uvddime shrnuti
potifebné teorie, nasleduje nékolik podrobné vyfesenych tdloh, které jsou ilustrovany
interaktivni 3D grafikou.

Interaktivni 3D grafika

Vhodné vytvofena a okomentovana grafika prispiva k pochopeni probirané proble-
matiky a rozvoji geometrické predstavivosti studentdi. Ilustracni grafiku lze pouzit
k objastiovani nového teoretického pojmu ¢i zavislosti daného jevu na parametrech,
k dokresleni geometrického vyznamu feSenych tloh a piipadné k ovéfeni ,,redlnosti*
feSeni. Jednim z moZnych déleni grafiky je na grafiku statickou a dynamickou. Mezi
statickou grafiku pocitdme jakékoliv obrazky, s nimiZ nemtizeme dédle manipulovat.
Interaktivni grafika ndm naproti tomu umoZzniuje aktivné pracovat s objektem, napt.
prohlédnout si ho ze vSech stran, zvétSovat a zmenSovat, zobrazit detail vybrané ¢4sti,
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zobrazit normalové vektory, ménit nastaveni barev, pruhlednost objektu a mnoho dal-
$tho (dle mozZnosti zobrazovaciho programu). Z tohoto diivodu jsou vSechny 3D ob-
razky ve sbirce v interaktivni podobé.

3D obrézky jsme vytvotili v CAS systému Maple a ndsledné konvertovali do for-
matu U3D pomoci programu Deep Exploration. 3D objekty ve formatu U3D jsme
pak vkladali do PDF dokumentu pomoci pdfI&IEXu a balicku moviel5. Technika
tvorby interaktivni 3D grafiky a jeji nasledné zaclenéni do PDF dokumentu je po-
drobné popsdna v [9].

Na obrazku | vidite ukdzku interaktivni 3D grafiky. K manipulaci s grafikou je
nutné zobrazit 3D Toolbar (je soucasti Adobe Readeru). Toolbar se zobrazi kliknu-
tim pravého tlacitka mySi na obrdzek. Zakladni moZnosti Toolbaru jsou dynamicky
zoom, posunuti, nato¢eni, zména osvétleni, zmeéna barvy pozadi ¢i skryti, zobrazeni
nebo izolovani pouze urcitych prvki modelu. MoZné je rovnéz vyuZziti riznych zobra-
zovacich médu (Solid, Transparent, Shaded Illustration atd.). Pro korektni zobrazeni

Vv

interaktivni 3D grafiky musite pouzit Adobe Reader verze 8.1.1 (a vySssi).

Interaktivni testy

K dikladnému procviceni studované problematiky jsme do kazdé kapitoly zaclenili
interaktivni testové otdzky (piimo do textu za testované ucivo) a na zaver nékolik
souhrnnych testd (kapitola Souhrnné testy). ProtoZe rozeznavani ploch, které ohra-
nicuji integracni obor, je nezbytné pro Uspésné zvladnuti trojného integralu, zaradili
jsme i testové otdzky na rozezndvani mnoZin bodd v prostoru. Kapitola Ulohy na
procviceni je tvorena vypocetnimi piiklady, u kterych si je mozno pomoci testového
prostiedi zkontrolovat spravnost vysledku.
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obr. 1 Graficky objekt ve formdtu U3D

Tyto testové otdzky byly vytvoreny pomoci kolekce I&[EXovych maker AcroTgX
(vice napt. v [4] a na webovych strankach [13]. Béhem prace s t€émito makry jsme
narazili na nékteré chyby, zejména pri pouZiti otdzky s vice spradvnymi odpovédmi.

© 2012 R. Plch, P. Sarmanovi, P. Sojka



Tyto chyby byly po korespondenci s autorem maker profesorem D. P. Story nésledné
opraveny.

Nasledujici test ukazuje pouzité typy testovych otdzek a slouzi k vyzkouseni
préce s testy. Test zahdjite kliknutim na tlacitko ,,Zacatek testu‘.

U otéazek, kde Ize volit jen jednu odpoved (test nedovoli zaskrtnout vice odpo-
védi), je spravna odpoveéd bodovana poctem bodd uvedenych v zavorce u zadani a
Spatnd odpoved je bodovana 0 body. U otdzek, kde lze volit vice spravnych odpo-
védi, je soucet bodd spravnych odpoveédi uveden v zdvorce u zadani a za kazdou
Spatnou odpovéd bude odecten jeden bod.

Ukazkovy test
1. (6b.) Prevedte dvojny integral / / f(x, y) dxdy na dvojndsobny, je-li mnoZzina
A

A zvyraznénd na obrizku.
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Souhrnné testy

2. (4b.) Vyberte dvojndsobny integral, ktery vznikne ziménou porfadi integrace u in-

2 A 2x—x2 Ulohy na procviéeni
tegralu / /
0

f(x,y)dy | dx,

Odkazy
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Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:

Pro ukoncenf testu je tieba kliknout na tlagitko ,,Konec testu“. Opraveni testu se Dvojny integral
provede kliknutim na tlacitko ,,Vysledky*, spravné odpovédi budou oznaceny zelené Trojny integral
a Cervené budou oznaceny odpovedi chybné. Pfi pouZiti otdzky s tvofenou odpovédi
se spravnd odpovéd zobrazi v rimecku umisténém vpravo dole v navigaénim panelu
po kliknut{ na tlacitko ,,Odpoved*. Ulohy na procviéeni

Pro zapis matematickych vyrazii v otdzkach s tvorenou odpovédi pouzivejte né-
sledujici syntaxi.

e Zikladni matematické operace zapisujte takto: + s¢itdni (pf.: x+1), — odcitani

(pr.: x—1), * nebo mezera pro nasobeni (pr.: 3*x nebo 3x nebo 3.x pro 3x) a

/ pro déleni a zlomky (pf.: 1/x pro %)

e Mezery jsou pred zpracovanim odpovédi odstranény. Pri ndsobeni ¢isel tedy mu-
site napsat explicitné *.

e Pro zapsani mocniny vyuzijte symbol ~ a exponent uzaviete do libovolnych za- Zét
vorek zdvorek (pf.: x~ (-2) pro x2).

e Potadi operaci definujete uzavienim jednotlivych operaci do zavorek, je mozné Prepnout rezim obrazovky
pouzivat i hranaté nebo slozené zavorky (pt.: (sin (x)) " (2) pro (sin(x))z).

e Odmocninu zapiSete pomoci sgrt a odmocnénec umistite do zdvorek (pt.:
sqgrt (x) pro 4/x), pro odmocninu miZete také pouZit zépis (pf.: x* (1/3)

pro /x).
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e Zakladni funkce zapisujte takto:
sin(x), cos(x), tan(x), cot(x), sec(x), csc(x), asin(x),
acos (x),atan (x), In(x).

e Exponencidlni funkci e* zapisujte exp (x) nebo e x.

e Cislo m zapisujte jako pi (pf.: 6*pi pro 67 nebo 6+pi pro 6 + ).

e Absolutni hodnotu zapisujte abs () nebo pomoci | | (pf. abs (x) nebo | x | pro

lx]) .

Pokud vase odpovéd nenf platny matematicky vyraz, nepocita se vim chybna odpo-
véd, ale musite si vysledek opravit.

Vsechny 3D obrazky v testech jsou interaktivni. MtZete s nimi otacet a kliknutim
pravym tlacitkem mysi mtiZzete vyvolat Toolbar, pomoci néhoZz je moZno vyuZzit dal-
§ich moZnosti prace s 3D grafikou (zména velikosti, osvétleni, zobrazovacitho médu,
skryti, zobrazeni nebo izolovani pouze urcitych prvki modelu, atd.).

Zavérem bychom radi podékovali panu doc. RNDr. J. Kubenovi, CSc. za peclivé
precteni celé sbirky a piipravu metapostovych obrdzkd, studentce Pfirodovédecké
fakulty N. Jalové za piipravu metapostovych obrazki a nékterych testovych otazek.

Tato multimedialni sbirka prikladd a testovych otazek vznikla za podpory Fondu
rozvoje VS v rdmci feSeni projektu & 92/2008. Pro tvorbu a zaélen&ni interaktivni
grafiky do PDF dokumentt jsme navrhli a nasledné otestovali novy postup, zaloZeny
na konverzi 3D grafiky z CAS systému Maple. Tento postup byl zdokumentovan a
nasledné publikovan v [9] a [10]. ZkuSenosti s tvorbou multimedidlnich ucebnich
pomiticek v PDF formatu jsme prezentovali na konferenci Setkani uciteli matematiky

Yo v

vSech typi a stupiid $kol, prispévek je mozZno najit ve sborniku [11].

Brno a Ostrava, srpen 2012, 2. aktualizované vydani Autofi
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Integralni pocet funkci vice proménnych

Dvojny a trojny integral je zobecnénim urcitého integralu funkce jedné proménné,
ktery funkci jedné proménné ptifazoval ¢islo. Toto ¢islo pak mohlo mit rizny ge-
ometricky nebo fyzikdlni vyznam, napf. vyjadfovalo obsah rovinné oblasti, objem
rotacniho télesa nebo obsah jeho plasté, hmotnost nebo moment setrvacnosti rotac-
niho télesa.

Obdobné dvojny integral bude prirazovat funkci dvou proménnych definované na

z Mz

rovinné oblasti jisté ¢islo a trojny integral bude prifazovat funkci tif proménnych de-
finované na prostorové oblasti jisté ¢islo. Toto ¢islo miZe mit opét rizny geometricky
nebo fyzikalni vyznam, napt. obsah, objem, hmotnost nebo moment setrvacnosti.

V dalsim textu budeme misto o délce, obsahu a objemu néjaké mnoZiny A casto
mluvit o mife této mnoZiny a pouZivat oznaceni m(A). Abychom rozlisili, zda se
jednd o délku, obsah nebo objem, budeme pouZivat index, ktery odpovida tomu, v ja-
kych jednotkach (délkovych, plosnych, objemovych) se dand mira méii. Tedy m;(A)
bude znacit délku, m;(A) obsah a m3(A) objem mnoZiny A.
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Kapitola 1

Dvojny integrél

Dvojny integral
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1.1. Dvojny integral

Dvojny integral pfifazuje omezené funkci dvou proménnych definované na néjaké
mé&fitelné mnoziné A v R? &slo, které miZze mit v zdvislosti na konkrétnim tvaru
integrandu nésledujici geometricky vyznam:

[[, f(x,y) dxdy pfedstavuje miru m3(S) (objem) vdlcového t&lesa S s povrcho-
vymi pfimkami rovnobéZnymi s osou z, které je shora ohrani¢eno nezdpornou funkci
f(x,y) azdola funkci nulovou g(x, y) = 0. Ob¢ funkce uvazujeme na mnoziné A,
tj. D(f) = D(g) = A.

[f, (f(x,y) — g(x, ) dxdy, kde f(x,y) = g(x,y) pro [x, y] € A, pfedsta-
vuje miru m;(S) (objem) télesa S, které je shora ohrani¢eno funkei f(x, y) a zdola
funkci g(x, y). Obé funkce opét uvaZzujeme na mnoziné A, tj. D(f) = D(g) = A.

[J, 1 dxdy piedstavuje miru m3(S) (objem) t&lesa S, které je shora ohraniceno
konstantni funkci f(x,y) = 1 a zdola funkci nulovou g(x, y) = 0. Obé funkce
uvazujeme na mnozin€ A, tj. D(f) = D(g) = A. Vzhledem k tomu, Ze je objem
roven soucinu obsahu podstavy a vysky, plati

ff 1 dxdy = ma(A). (1.1)
A

Tento vztah 1ikd, Ze ¢iselné je objem télesa s podstavou A a vySkou rovnou jedné
roven obsahu mnoZiny A.
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1.2. Dvojny integral — Fubiniova véta

Fubiniova véta ndm ddva ndvod, jak prevést dvojny integrdl na dvojndsobny. Preva-
dime tak vypocet dvojného integralu na vypocet dvou po sobé jdoucich jednoroz-
mérnych integrald.

Véta 1.1. (Fubiniova véta v R?) Nechf je funkce f dvou proménnych x, y spojitd na
mnoZing A = {[x,y] e R*: a Sx £ b; ¢(x) <y < ¥ (x)}, kde ¢, ¥ jsou funkce
spojité na intervalu (a, b) takové, Ze ¢(x) < ¥ (x) pro Vx € (a, b). Pak plati

b ¥ (x)
f/ Sx,y) dxdy=/ </ S, y) dy) dx. (L.2)
A a @(x)

Mnozinutypu A = {[x, y] € R? :a < x £ b; ¢(x) < y < ¥ (x)} budeme ddle
nazyvat elementérni oblasti vzhledem k x.

Obdobn& mnozinutypu A = {[x, y] e R* : ¢ S y < d; ¢(y) S x < ¥ (y)} bu-
deme déle nazyvat elementdrn{ oblasti vzhledem k y.

Typové reSené priklady:

e Prevedte (obéma zplsoby) dvojny integradl / na dvojnasobny a vypoctéte jej.
Priklad 1.1

e Zaméiite poradi integrace.
Priklad 1.2
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e Vypoditejte dvojny integral [, f(x, y) dxdy.
PHiklad 1.3

e Vypocitejte obsah mnoZiny.
Priklad 1.4

e Vypocitejte objem télesa.

Priklad 1.1. Prevedte (obéma zptsoby) dvojny integrdl / na dvojnasobny a vy-
poctéte jej:

I=// yx? dxdy, kde A = {[x,y] eR? x2<y < l}.
A
ReSeni: Hrani¢ni kiivky jsou y = x2 (parabola) a y = 1 (pfimka). Integracni obor A

je znazornén na obrdzku |.1. Uréime x-ové soutfadnice prisecikti obou kfivek. Do-
stdvdme rovnici 1 = x2, tj. x; = 1, xo, = —1.
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obr. 1.1 Mnozina A

Chapeme-li mnoZinu A jako elementdrni mnoZinu vzhledem k x, pak integra¢ni

meze jsou:
—-1<5x<1,

<y

Integrand yx? je spojitd funkce na A. Podle Fubiniovy véty bude

1 1 11 1
I = f/yxzdxdy=/(f yxzdy>dx=/ |:—y2x2] dx =
A —1 \J/x2 —1 2 2
1! 11 1.1 1111 1] 4
= —f (2 =x%dx == | =x*— =& ==|oc=cdoc==|==
2/ 213 7 1., 213 7 3 17 21
Chépeme-li mnoZzinu A jako elementdrni mnozinu vzhledem k y, pak integracni

meze budou nésledujici:
s

Jy-

A A

Y
X

A A

S
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1 VY 11 A2
1 = //yxzdxdy=/</ yxzdx)dy=/ [—x3y] dy =
A 0o \J-3 o L3 -5
_1f1 %+§d_22%1_4
-3 O T)Y TR T

Priklad 1.2. Zaméiite poradi integrace

([

ReSeni: Ze zadani vidime, Ze se jednd se o Gtverec, kde —1 < x < 1a0 <y < 2.

Tedy
2 1
I='/0 (/lf(x,y)dx)dy.

Pfiklad 1.3. Vypoctste [/, 57 dxdy, kde mnoZina M je ohrani¢ena kiivkami
y=1,y=1/2,x=4—y?>ax =y

ReSeni: Prvni dvé kiivky jsou pfimky, druhé dvé paraboly. Integracni obor M je zn4-
zornén na obrazku 1.2. Urcime jeSt€ y-ovou souradnici horniho priseciku P obou
parabol, abychom se presveéddili, ze mame piimky y = 1 a y = 1/2 spravné umis-
tény. Z rovnic parabol dostaneme 4 — y? = y2, tj. y2 = 2, atedy y = /2.
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1/2 / M \

x‘ﬁ*

obr. 1.2 Mnozina M

Mnozina M je elementarni mnozina vzhledem k y. Ve vzorci (1.2) se tedy zaméni
role x a y. Integracni meze jsou

2

1/25y<1, y*Sx<4-y%

A

Integrand y/(x + y?) je spojitd funkce na M. Podle Fubiniovy véty bude

y 1 4—y? y
I=// dxdy:/ </ dx) dy.
u X+ y? 12\Jy2  x+y?

Vnitini integrdl vyjde

4=y iy :
/2 2 dx=y[1n|x+y I]y2 = y(In4 — In2y?) =
y

=y2In2—1In2—2Iny)=yln2—2ylny

vzhledem k tomu, Ze v naSem pripadé je y > 0.

Dvojny integrél

Trojny integral

Souhrnné testy

Ulohy na procviéeni

Odkazy

Titulni strana
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Zpét Vpred

Prepnout reZim obrazovky

Konec
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Pti vypoctu vnéjsiho integrdlu pouzZijeme mimo jiné metodu per partes. Dosta-
neme:

1
1 =

1 1
(yln2—2y1ny)dy=ln2/ ydy—2/ ylnydy =
1/2 1/2 1/2
u=Iny u =

» 7 y? ! Ly
=ln2[—] —2[— lny] +2/ =—dy =
2 Jip 2 1/2 12 2

/2

1
y

V=y wv=

1

y2

5
— n2 ! 112+y21
A7) "

1 1
=-In2+—-—-=-(n2+3).
12 8 2 8 8
Priklad 1.4. Vypocitejte obsah mnoZiny

2

A={[x,y]€]R2, x2§y,y—x§2}.

ReSeni: Obsah m,(A) mnoZiny A budeme poéitat podle vztahu (1.1), tj.

my(A) = f/ 1dxdy.
A

MnoZ%ina A je shora ohrani¢ena kiivkou y = 2 + x, zdola kfivkou y = x2, viz
obrazek 1.3. Najdéme x-ové soutfadnice prisecikil téchto kfivek. Musi platit:

24+ x =x2

xX—x—-2=0,
x+Dx—2)=0.

Dvojny integrél

Trojny integral

Souhrnné testy

Ulohy na procviéeni

Odkazy

Titulni strana
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Zpét Vpred

Prepnout reZim obrazovky
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Odtud x; = —1 a x, = 2. Dostali jsme nasledujici integra¢ni meze:

—1<x <2,
x2<y<24x.

Dvojny integrél

obr. 1.3 Mnozina A

2/ p24x 2 2
my(A) = f/ ldxdy = f (f 1dy )dx = f [y]x2 dx = f (2+x —
A —1 \J/x2 -1 -1

2 392
) X X 8 1 1 9
— dx =2 —_— =442—=——(2+-—+=-)==.
x) X [x+2 3]_1 + 3 ( +2+3 5
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Priklad 1.5. Vypocitejte objem télesa S leZictho pod paraboloidem z = x? + y* a
nad mnoZinou A v roviné xy ohrani¢enou pifmkou y = 2x a parabolou y = x2.

ReSeni: Pro objem ms3(S) télesa S plati

my(S) = / fA f(x, y) dxdy,

kde A predstavuje podstavu télesa S a funkce f(x, y) ohranicuje téleso S shora —
viz obrdzek |.4. MnoZina A je shora ohranicend pfimkou y = 2x a zdola parabolou

s 2 2 5 B sz o a2 o Dvojny integral
y = x% Spocitdme x-ové soufadnice priseciki téchto kfivek: x; = 0, x, = 2.

Dostali jsme nésledujici integracni meze: Trojny integral
0<x<2, x2<y<ox. Souhmné testy
Ulohy na procviéeni
Odkazy
Yy
Ao y =2x Titulnf strana
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Zpét Vpred

Prepnout reZim obrazovky

Konec

0 274

obr. 1.4 Mnozina A

© 2012 R. Plch, P. Sarmanovd, P. Sojka



2 2x
m3(S)=f/(x2+y2)dxdy=f( i (x2+y2)dy>dx=
A 0 X
2 32 2 3 6
) y 14x 4 X
/o[”+3]xzx /0(3 g 3)x

_[7x4 b x7]2 216

U otazek, kde Ize volit jen jednu odpovéd (test nedovoli zaskrtnout vice odpovédi),
je spravna odpovéd bodovana poctem bodi uvedenych v zavorce u zadani a Spatna
odpovéd je bodovana 0 body. U otazek, kde lze volit vice spravnych odpovédi, je
soucet bodt spravnych odpoveédi uveden v zavorce u zadani a za kazdou Spatnou
odpovéd bude odecten jeden bod.

Dvojny integral — Fubiniova véta

1. (2b.) Uvedte ndzev véty, kterd pojednava o prevedeni vicerozmérného integralu
na integral vicendsobny.

Fubiniova Cauchyova

Weierstrassova Greenova

Dvojny integrél

Trojny integral

Souhrnné testy

Ulohy na procviéeni

Odkazy

Zpét Vpred

Prepnout reZim obrazovky

Konec
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27 2+sinx 31
2. (2b.) Plati // f(x,y)dxdy = / </ dy )dx =5 Rozhodnéte,
A 0 0

které z nasledujicich tvrzeni je pravdivé.

W<

= 3w
Cislo > pfedstavuje obsah rovinné oblasti A.

Cislo - predstavuje obsah rovinné oblasti, kterd je ohrani¢ena funkcemi z = tvod

y . Dvojny integrél
=>az=2++sinx.
3 Trojny integral

Souhrnné testy

o 3n
Cislo - predstavuje objem valcového télesa, které je shora ohraniceno gra-
Ulohy na procviéeni

fem funkce z = e/ a jehoZ podstava je A.
3 Odkazy

o 3n
Cislo — predstavuje objem valcového t€lesa, které je ohraniceno grafem S

funkce z = 2 + sin x a jehoZ podstava je A.
Strana 22 z 160

Zpét Vpred

Prepnout reZim obrazovky

Konec
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3. (6b.) Prevedte dvojny integral / f(x,y) dxdy na dvojnadsobny, je-li mnoZina
A

y=x?
Dvojny integrél
Trojny integral
X

Souhrnné testy

f (x,y)dy )dx Ulohy na procviéeni

A zvyraznénd na obrazku.

1

Odkazy

f FG v dy )dx |
Titulni strana

-y
f f(x,y)dx )dy Strana 23 z 160

1

J3

[ renan o o

Prepnout reZim obrazovky

Konec
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4. (6b.) Prevedte dvojny integral / f(x,y) dxdy na dvojnadsobny, je-li mnoZina
A

A zvyraznénd na obrazku.

fx,y) dy>dx

(/
(f £y ay Jx
(
(

0
Sfx,y)dx >dy
Jy

i
f B ) )dy /
0 -1 0

0

k0

[ ffw dy)dx [
( I
(

-5

/ e, )dy

fx,y)dx )dy

Dvojny integrél

Trojny integral

Souhrnné testy

Ulohy na procviéeni

Odkazy

Titulni strana
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Zpét Vpred

Prepnout reZim obrazovky
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5. (6b.) Prevedte dvojny integral / f f(x,y) dxdy na dvojnadsobny, je-li mnoZina
A

A zvyraznénd na obrazku.

y=1-—x2

1—x
. fx,y)dy )dx
1—x

fx,y) dy)dx

(
(

/01</0 ~ f ) ds Jar
(

[y

2

1—x
/1 e )b )dx

2

1—x
fo e, ) iy )dx

VT
]1 e, o) )dy

1 1—-y
f f fx, ) dx )dy
0 1—y

Dvojny integrél

Trojny integral

Souhrnné testy

Ulohy na procviéeni

Odkazy

Titulni strana
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Prepnout reZim obrazovky
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6. (4b.) Prevedte dvojny integral / / f(x,y) dxdy na dvojnadsobny, je-li mnoZina
A

A zvyraznénd na obrazku.

Dvojny integrél

1 1—x2
/Of(/ f(x,y)dy)dx f”
A 1
/”(/ f(x,y)dy)dx /ﬁ
0 0 0

fx,y)dy )dx

2f(x,y) dy>dx

1—x
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7. (4b.) U nasledujiciho ptikladu vyberte dvojnasobny integral, ktery vznikne za-
0/ 0
meénou poradi integrace u integralu: / ( / dx)dy.
y

=2 2_4
0
/ dy> dx
Vxtd

[l L |
[(Foe L)

=2 4 \J /x4 Dvojny integral

8. (2b.) Vypoctéte dvojnasobny integral Trojny integrl

3 2
Souhrnné testy
f (f xzydy>dx=
0 1 Ulohy na procviéeni

Odkazy

2 1
2 —
/.S ( /0 (x”+2y) dx )dy = Titulni strana

10. (3b.) Necht © je trojihelnik uréeny body A = [0, 0], B = [0, 2], C = [2, 0], pak Strana 27z 160

9. (2b.) Vypoctéte dvojnasobny integral

dxdy=
Q

Zpét Vpred
Prepnout reZim obrazovky

Konec

© 2012 R. Plch, P. Sarmanovd, P. Sojka



Spravné zodpoveézené otazky:
Ziskané body:

Procento tuspésnosti:

Dvojny integrél
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1.3. Transformace dvojného integralu

Vypocet dvojného integrdlu pomoci transformace do poldrnich soufadnic spociva
v tom, Ze zménime soutfadnicovy systém a tim prevedeme vypocet jist€ého dvojného
integralu na jiny dvojny integral. Dojde pfitom jak ke zméné integra¢niho oboru, tak
ke zméné integrandu.

Jde o jistou analogii substitu¢ni metody pro jednoduchy urcity integral. Zde ndm
vsak $lo pfedevsim o to, abychom substituci zjednodusili integrand. Integracni obor
se zménil z jistého intervalu na jiny interval, coZ pro nds nebylo podstatné.

U dvojného integralu ndm vSak piijde predevsim o zménu integracniho oboru Trojny integral
tak, abychom mohli vyuZit Fubiniovu vétu. Pfitom dojde samozfejmé i ke zméné
integrandu, tato zména vSak pro nds nebude dileZita.

M¢éjme mnoziny A, B C R? a zobrazeni F : A — B takové, Ze Flu,v] =
=[x, y] € F(A) C B pro kazdé [u, v] € A. Pak existuji funkce x = g(u, v), y = Odkazy
= h(u, v) tak, Ze kazdy bod [u, v] € A se zobrazi na bod [g(u, v), h(u, v)] = [x, y].
A naopak, jsou-li na mnoZin€ A definovany redlné funkce x = g(u, v), y = h(u, v),
je jimi uréeno zobrazeni A — R2.

Je-li F spojité diferencovatelné zobrazeni, pak se determinant Strana 29 z 160

Dvojny integral

Souhrnné testy

Ulohy na procviéeni

Titulni strana

&u(u,v) gy(u,v)
hu(u, U) hv(u’ U) Zpét

nazyva jakobidn zobrazeni F. Pfipomenme, Ze zobrazeni F' se nazyva regularni praveé
tehdy, kdyz je jakobian rizny od nuly.

Uvedime nyni vétu o transfomaci dvojného integralu, kterou budeme pouZivat pri
feSeni konkrétnich uloh.

J(u,v) =

Prepnout reZim obrazovky

Konec
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Véta 1.2. Bud M, € M C R? kde M, je oteviend mnozina, M je méfitelnd mnoZina
a plati my(M \ M;) = 0.

Necht F je spojité diferencovatelné zobrazeni M do R?, které je regularni a prosté
v M. Oznaéme Q = F(M), 2, = F(M;). Necht je mnozina Q2 méfitelnd a plati
my (2 '\ ;) =0.

Bud funkce f ohranicend na mnoZing€ 2 a spojitd na 2;. Ddle necht je funkce
f [g(u, v), h(u, v)] |J (u, v)| ohrani¢end na mnoziné¢ M. Pak plati

//Q f(x,y)dxdy = //M f [g(u, v), h(u, v)] |J (u, v)| du dv. (1.3)

S vyuZzitim pfedchozi véty 1ze provadét rizné transformace soutradnic, my si zde

Yev s

uvedeme nejcastéjsi transformaci, a to do polarnich souradnic.

Transformace do polarnich souradnic

Uvazujme bod T v rovin€ s kartézskymi soufadnicemi [x, y]. Oznaéme r vzdalenost
bodu T od pocatku O kartézské soustavy soufadnic a ¢ thel, ktery svird polopiimka
OT s kladnou ¢ésti osy x.

Dvojny integral

Trojny integral

Souhrnné testy

Ulohy na procviéeni

Odkazy

Titulni strana
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Z definici funkci sinus a kosinus vyplyva, Ze vztah mezi kartézskymi soufadni-
cemi [x, y] a poldrnimi soufadnicemi [r, ¢] je ddn rovnicemi:

X =rcosg, y=rsing.

Pfitom r = 0 a ¢ nabyvé hodnot z intervalu (0, 27t) nebo z jiného intervalu délky
2.

Zobrazeni F dané témito rovnicemi prifazuje poldrnim souradnicim daného bodu
kartézské soufadnice téhoz bodu, tj. F[r, ¢] = [x, y]. Spoctéme si jakobidn této
transformace:

cos¢p —rsing
sing  rcosg

aiar(r cos @) ai(r coSs @)
3, (rsing) % (r sin @)

J =

‘:r(cosz<p+sin2¢) =r

Jl=r

Typové feSené priklady:

e Vypocitejte dvojny integrél |/, v J(x,y) dxdy (po transformaci dostaneme kon-
stantni meze).
Pfikiad 1.6

e Vypoditejte dvojny integral [f,, f(x,y) dxdy (po transformaci dostaneme ne-
konstantni meze).
Pliklad 1.7

e Vypocitejte objem télesa.

Dvojny integrél

Trojny integral

Souhrnné testy

Ulohy na procviéeni

Odkazy

Titulni strana
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Priklad 1.6. Vypoctéte / / (x* + y?) dxdy, kde mnoZina 2 je uréena podminkami
Q

1=x*+y* <4,y 2 x|

ReSeni: Rovnice x> + y?> = 1 a x? + y> = 4 urduji kruznice k; a k; se stfedy
v poc¢étku O a poloméry 1 a 2. Prvni podminka tedy zaddvd mezikruZi. Graf funkce
y = |x| je tvofen dvéma polopfimkami (osami prvniho a druhého kvadrantu) o rov-

nicich y = x a y = —x. Body spliiujici nerovnost y = |x| leZi nad timto grafem.
Dohromady tudiZ obé podminky zaddvaji mnozinu 2 — viz obrdzek 1.5.

Dvojny integral

y Trojny integral
y=-X y=x r Souhrnné testy
Q .
5 Ulohy na procvic¢eni
X M Odkazy

NP
k | | 4 Titulni strana

1 ! !
ol n/4 3m/4

ko
Strana 32 z 160
obr. 1.5 obr. 1.6
Urcime, jak bude tato mnozina popsana v poldrnich souradnicich. Polopiimky Zpét
vychdzejici z pocatku O, které protinaji mnoZzinu €2, musi svirat s kladnou ¢4stf osy x
tihel v rozmezi /4 (y = x je osa prvniho kvadrantu) az 31w/4 (y = —x je osa P R O
druhého kvadrantu). Tedy t/4 < ¢ < 31/4. Konec

Libovolnd takova polopfimka protind mnoZinu €2 v dsecce, jejiZ koncové body
maji od pocitku O stéle stejné vzddlenosti, a to 1 a2. Tedy 1 < r < 2. To zna-
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men4, Ze transformaci do polarnich souradnic pfejde mnoZzina 2 v obdélnik M — viz
obrazek 1.6.

1= [[@ sy = [[ (eospr +rsingr?)r ar dp =
Q M

3n/4 s 2
=/f r3(cos2<p+sin2(p)drd¢:// r3drd<p=/ (/ r3dr)d¢=
M M /4 1

/AT 472 31/4 15 15, 53p4 1537 = 157
_ Tl de=|  do=Tlell =T -7) =%
/4 1 /4

Na vypocet transformovaného integrdlu jsme pouZili Fubiniovu vétu.

Priklad 1.7. Vypoctéte f f Vv x? 4+ y? dxdy, kde mnoZina Q2 je uréena podminkou
Q
x>+ y2—2ax £0,a > 0.

Reseni: Rovnice x> + y? — 2ax = 0 zad4v4 né&jakou kuZelosecku. Doplnénim na
¢tverec urcime, o jakou kuZelosecku jde:

4y —2ax=@x—-a)’—-d*+y’=0 = (x—a)l+y’=d%.

Jde o kruZnici se stredem v bodé [a, 0] a polomérem a. Integracnim oborem 2 je tedy
kruh — viz obr. 1.7, proto pouZijeme transformaci do polarnich soufadnic. Vzhledem
k poloze mnoZiny €2 (leZi v prvnim a ¢tvrtém kvadrantu) bude vyhodnéjsi volit roz-
mez{ Ghli z intervalu (—m, 7). Polopfimky vychdzejici z pocatku O, které protinaji
mnozinu 2 i v jinych bodech neZ v pocatku O, sviraji potom s kladnou ¢ésti osy x
thly z intervalu (—1t/2, 7/2). ProtoZe s uzavienymi mnoZinami se ndm lépe pracuje,
zahrneme i koncové body, takZe budeme mit — /2 < ¢ < 7/2.

Dvojny integral

Trojny integral

Souhrnné testy

Ulohy na procviéeni

Odkazy

Titulni strana
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7
(x—a)?’+y*=d’
Q
r =2acos¢g
. X
M Uvod
(1) Dvojny integral
T -n/2 O /2 Trojny integral
obr. 1.7 obr. 1.8 Souhrnné testy

Nyni ur¢ime omezeni pro r. Z obrdzku je zfejmé, zZe délky usecek |0T|, které
jsou prinikem uvazovanych polopiimek s mnozinou €2, se budou ménit a budou za-
viset na thlu ¢. Dosazenim poldrnich soufadnic do rovnice kruzZnice obdrzime:

Ulohy na procviéeni

Odkazy

(r cos (p)2 + (r sin <p)2 —2arcosp =0 = r(r—2acosp)=0. Titulnf strana

Hodnoté r = 0 odpovida pocatek O, pro druhy prisecik polopiimky s kruznici plati Strana 34 z 160
r = 2acos ¢. (Tento vysledek lze snadno zdtvodnit i geometricky. V trojihelniku
s vrcholy O, [2a, 0] a T je podle Thaletovy véty u vrcholu T pravy thel. Z definice

kosinu vyplyva, ze r = ‘ OT} = 2a cos ¢.) Celkové tedy dostdvame, Ze Zpet
_E < ) < E Prepnout reZim obrazovky
M: 27772
0

Konec

A
~
A
[\
Q
(@)
o
7]
AS)

MnoZina M je tudiZ elementarni vzhledem k ¢.
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Pouzitim vztahu (1.3) dostaneme:

I=/f \/x2+y2dxdy=/f V(rcos 9)? + (rsing)? r dr dp =
Q M

/2 2a cos ¢ /2 r3 2a cos ¢
=// rzdrd(p:/ (/ rzdr>d<p:/ |:—:| dp =
M —n/2\J0 —x2L 3 1o

=/ —a3cos3<pdg0=—a3/ (1 — sin® @) cos ¢ dp =
—xj2 3 3 —x/2 Dvojny integral
sing = ¢ 1 371 Trojny integré
_ _ _ 8 3 > _ 8 3 t _ 32 3 rojny integr:
= |cosp dp =dt =-a 1—-)dt==a'|t — — —a’.
7 1. = 1 3 _1 3 31, 9 Souhrnné testy
—5 =1 5~ .
Ulohy na procvic¢eni
Na vypocet transformovaného integralu jsme pouzili Fubiniovu vétu, vznikly jedno-
duchy integral jsme pak fesili substituéni metodou. Odkazy
Priklad 1.8. Vypocitejte objem télesa S leZictho pod rovinou z = y a nad mnoZi- Titulni strana
nou £2:

Strana 35 z 160

3
Q:{[x,y]eRz, x2—2x+y2§0/\x2—4x+y2§0/\y§%x/\y§x}.

Zpét Vpred

Reseni: Pro objem m télesa S plati
J 3 (S) p Prepnout reZim obrazovky

m3(S) = /‘/Q f(x,y)dx dy, Konec

kde 2 predstavuje ,,podstavu télesa S*“ a funkce f(x, y) ohranicuje téleso S shora.
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Ohranicujici funkcf je rovina z = y, tj. f(x,y) = y. Podivejme se podrobné&ji
na mnozinu 2. Hrani¢ni kfivky mnoZziny €2 jsou nésledujici:

e x> — 2x + y? = 0. Po tipravé na tvar (x — 1)> 4+ y* = 1 vidime, Ze se jednd
o kruznici se stredem v bodé [1, 0] a polomérem 1.

e x> — 4x + y? = 0. Po tpravé na tvar (x — 2)? + y* = 4 vidime, Ze se jednd

o kruZnici se sttedem v bod¢ [2, 0] a polomérem 2.
V3

o y="xje primka. Dvojny integrél
e y = x je také pifimka. Trojny integral

Souhrnné testy

Ulohy na procviéeni

Odkazy

Titulni strana

Db casuansoassaaasasasss «/_3 Strana 36 z 160
3

<
Il

fldkbosfsosane Zpét Vpred

x2—dx+y>2=0

Prepnout reZim obrazovky

Konec

I
)
UsHL cococooos
N
=

obr. 1.9
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Uvedené kfivky ohranicuji mnoZinu 2 — viz obrazek 1.9. Cel€ téleso je zndzor-
néno na obrazku 1.10.

p28.u3d

obr. 1.10

Vzhledem ke tvaru mnoziny €2 je vhodné provést transformaci do polarnich sou-
fadnic. Poloprimky vychdzejici z pocatku O, které protinaji mnoZinu €2, musi svirat

Dvojny integrél
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s kladnou ¢4sti osy x dhel v rozmezi 1t/6 aZ 7 /4. Tedy /6 < ¢ < 7/4. UkdZeme
si nyni, jak Ize tyto hodnoty dostat dosazenim polarnich soufadnic do rovnic pfimek:

V3 = sin 3 cos = t = T

= —X r = ——7r = — = —

y 3 @ 3 Y g 3 @ 6
T

y=x = rsing=rcos¢ = tgp=1 = P==

Nynf uréime omezeni pro r. Z obrazku je zfejmé, ze r bude zaviset na ¢. Dosazenim
polérnich soufadnic do rovnic kruznic dostdvame:

¥ —2x+y’=0 = r’—2rcosp=0 = r(r—2cosp)=0

X —4dx+y’=0 = r’—4drcosp=0 = r(r—4cosy)=0.

Reseni r = 0 predchozich rovnic neodpovid4 zadané mnozing, proto ho neuvazu-
jeme. Pro priisecik libovolné poloprimky vychazejici z pocatku s mensi kruznici plati
r = 2cos ¢ a pro prusecik této polopiimky s vétsi kruznici plati » = 4 cos ¢. Inte-
gracni meze transformované mnoZiny jsou tedy nasledujici:

b4 bt
®

A
A

6

Z’
2cosgp S r < 4cose.

[IA

Dvojny integrél

Trojny integral

Souhrnné testy

Ulohy na procviéeni

Odkazy
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3 4cosg % 73 4cos g
/fydxdyz/ (/ rzsimpdr)d(p:/ sin¢[—] dop =
Q z 2cos z e 2cos
7 56 %

4 64 8
= / sin ¢ (— cos’ ¢ — — cos® (p) dp = — cos® g sing dg =
x 3 3 3 Jz

cosQ =1t Nl /3
= | —sing dp = dt :—53—6/f7t3dt=53—6/f7t3dt=
x B on ., 2 £ :
iR Saade > N
14058 35

— 4 -
B 3[t]>2@_24'

U otéazek, kde lze volit jen jednu odpovéd (test nedovoli zaskrtnout vice odpovédi),
je spravna odpoveéd bodovana poctem bodt uvedenych v zavorce u zadani a Spatna
odpovéd je bodovana 0 body. U otazek, kde l1ze volit vice spradvnych odpovédi, je
soucet bodt spravnych odpoveédi uveden v zdvorce u zadani a za kazdou Spatnou
odpovéd bude odecten jeden bod.

Dvojny integral — transformace do polarnich souradnic
1. (2b.) Absolutni hodnota jakobidnu transformace do polarnich souradnic pfi pou-
zZiti r, @ je:

7 COS @ r r 7 sin @

Dvojny integrél

Trojny integral

Souhrnné testy

Ulohy na procviéeni

Odkazy
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2. (2b.) Jaky integrél vznikne transformaci / / v x2 + y? dxdy do polérnich sou-
Q
fadnic, je-li = {[x, y] € R?: x? 4+ y? < 4}.

Dvojny integrél
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3.(2b.) Jaky integrdl vznikne transformaci / / sin/x% + y2 dxdy do poldrnich

Q
soufadnic, je-li @ = {[x, y] e R*: n? < x*+ y? < (4n)?).

x? +y? = 1672

2w 27w 4n 27
/ (/ sinr dr)dgo / r? (/ r dgo)dr
0 7 0 0
2w 4n 4n 47
/ (/ rsinr dr)d(p / (f rsinvV/r? dr>dg0
0 14 T b4

Dvojny integrél
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4. (2b.) Jaky integral vznikne transformaci f / (x% + y?) dxdy do polérnich sou-
Q

fadnic, je-li Q = {[x, y] e R?: 1 S x?2+y> <4 A x <y < 2x).

y Dvojny integrél
v =2x
2-
y=x
1.
1 2 'x
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| 2
5. (2b.) Jaky integrdl vznikne transformaci / / = T (: ++ )
X y?

soufadnic, je-li @ = {[x, y] e R*: 1< x> 4+y*<4 Ay 2>0).

dxdy do polédrnich

y

Dvojny integrél

/j(fohhi—fd(p)dr f (/zln_rrdg0>dr
f (5 e)er [ ([ oo
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6. (3b.) Transformujte integral /f f(x,y) dxdy, kde Q: x>+ y* <2,y = x do
Q

polarnich soufadnic.

3z V2
/ </ rf (rsin @, cos @) dr>d<p
= 0

%

El

V2
/ rf (r sin g, cos ¢) dr) do Dvojny integrél
0

V2
/ rf(rcosq,rsing) dr)dgo
0

X V2
f (/ rf(rcos g, r sin @) dr)d(p
z 0
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7.(4b.) Nechf @ = {[x,y] e R* : x> + y* < 1 Ax + y = 1}. Transformujte inte-

gral xy dxdy do polarnich souradnic.

1
sin g+cos ¢

r3cosgsing dr) do

Q
|
2 sin g+cos ¢ . a
f ( / r3 cos @ sin @ dr)d(p Dvojny integrél
0 1

Trojny integral

1
/ rcosgsing dr) do Souhrnné testy
0

Ulohy na procviéeni

3 3 . Odkazy
r° cos g sing do |dr
0
8. (4b.) Necht @ = {[x,y] e R*: x>+ y* < 1 Ax = 0 Ay = 0}. Pomoc{ trans-
formace do polédrnich soufadnic vypocitejte integral: ——
dxdy =
Jle e

[

sin g+cos ¢

Prepnout reZim obrazovky
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Spravné zodpoveézené otazky:
Ziskané body:

Procento tuspésnosti:

Dvojny integrél
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Kapitola 2

Trojny integral

Trojny integral

© 2012 R. Plch, P. a



2.1. Mnoziny boda v prostoru

Pti vypoctech trojnych integrald pracujeme s mnoZinami v trojrozmérném prostoru.
Integra¢nimi obory jsou mnoziny bodt [x, Y, z] € R3. Doporuc¢ujeme proto &tendfi,
aby si zopakoval rovnice zdkladnich kvadrik (koule, elipsoid, jednodilny a dvojdilny
hypeboloid, kuzel, elipticky a hyperbolicky paraboloid) a kvadratickych valcd (ro-
taéni vélec, elipticky vélec, parabolicky vélec a hyperbolicky vélec).

Vzhledem k tomu, Ze rozpoznani ploch, které ohranicuji integracni obor, je pro
uspésné zvladnuti trojného integralu nezbytné, zatfazujeme na zacétek test, kde si své
znalosti ovéfite.

Uvod

Dvojny integral
Trojny integral

Souhrnné testy

Ulohy na procviéeni

Odkazy
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U otazek, kde Ize volit jen jednu odpovéd (test nedovoli zaskrtnout vice odpovedi),
je spravna odpoveéd bodovana poctem bodl uvedenych v zavorce u zadani a Spatna
odpovéd je bodovadna 0 body. U otazek, kde 1ze volit vice spravnych odpovédi, je

soucet bodu spravnych odpovédi uveden v zavorce u zadani a za kazdou Spatnou
odpovéd bude odecten jeden bod.

Mnoziny bodi v prostoru Uvod

1. (2b.) K mnoZziné zobrazené na obrazku pfifadte odpovidajici rovnici. Pfitom Dvojny integrél
a,b,c,p,q>0.

Trojny integral

Souhrnné testy

Ulohy na procviéeni

Odkazy

Titulni strana
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St =1 S =1

a b a b Prepnout reZim obrazovk,
ut reZi 7

2 2 a v

— === 2=—+=—

a2 b2 o2 2p 2q Konec
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2.(2b)
(a) (b)

Trojny integral

(c) (d)

Kvadrika s rovnic x> + y* + z2 = r%, r > 0 je na obrdzku

(a) (b) (©) (d)
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3.(2b) "
a

(©)

2 yz 2
Kvadrika s rovnici — +
a

(a) (b)

b2 2

(b)

(d)

= —1,kde a, b, c > 0, je na obrazku

(©) (d)

Trojny integral
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4.(2b.)

(@ (b)
Trojny integral
© (d)
X232
Kvadrika s rovnici z = — + —, kde p, g > 0, je na obrdzku
2p 2
(@) (b) © (d)
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5. (2b.) K mnoziné na obrazku ptifadte odpovidajici rovnici. Pfitom a, b, ¢, p, g >

>0
Trojny integral
2y 2 1 PR
a*> b ? 2p  2q
2y 2 _ X2 2 .
a? b2 2 a? b2
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6. (2b.) Rozhodnéte, kterymi plochami je ohrani¢eno téleso na obrazku, je li z = 0

test2.u3d

Trojny integral

27 +2y° =22 =0,x"+y" -2 =9
22 +22 —x2=0,x2+y? — 7> = —9
2242y -2 =0,x"+y* +7* =1

22+ 2y’ + 22 =0, x> +y -2 =1

© 2012 R. Plch, P. Sarmanovi, P. Sojka



7. (2b.) Rozhodnéte, kterymi plochami je ohrani¢eno t€leso na obrazku

testS.u3d

Trojny integral

x2+y2=1,x2+y2=4’2=0,1=3—y
xz—y2=l,xz—y2=4,z=0,z=3—y
x2—y2=1,x2—|—y2=4,z=0,z=3—x

x2+y2+z2=1,x2+y2+z2=4,z=0,z=3—x
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8. (2b.) Rozhodnéte, ktera z nasledujicich mnozin je zobrazena na obrazku

test6.u3d

Trojny integral

={lx,y.z1eR’: x> —»*<9,0=5y,0<z<2}

={[x,y,21eR*: x*+y?+72<9,0<y,0<¢

A

2}
={lx,y,z2]1eR¥: x24+y2—-72<9,05y,0<¢ 2}

A

{

={[x,y, 1€ R*: x> +y*<9,0<y,0<2<2)
{
{
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9. (2b.) Rozhodnéte, ktera z nésledujicich mnozin je zobrazena na obrazku

test9.u3d Trojny integral

[x,y,z21eR: —1<x<1,-1<y<1,y°+2<z25 1 —x7}
[

x,y2]eR: —1Sx<1, -1y S L 1+x2 Sz <52 +)7)

M=
=
M={xyz2eR: —1Sx51,-1SyS1L,1-x*Sz52°+)%)
s

[X,)’,Z]GR32 —l§x§1,_1§y§1,1_x2§zéy2+2}
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Spravné zodpoveézené otazky:
Ziskané body:

Procento tuspésnosti:

Trojny integral

© 2012 R. Plch, P. Sarmanovi, P. Sojka



2.2. Trojny integral

Trojny integral pfifazuje omezené funkci tff proménnych definované na néjaké mé-
fitelné mnoziné M v trojrozmérném prostoru cislo, které mize mit v zavislosti na
konkrétnim tvaru integrandu ndsledujici geometricky vyznam:

[[f,; f(x,y,z) dxdydz piedstavuje miru m4(S) mnoZiny S, kterd je shora ohra-
nic¢ena nezdpornou funkci f(x, y, z) a zdola funkci nulovou g(x, y,z) = 0. Ob&
funkce uvazujeme na mnoziné M, tj. D(f) = D(g) = M.

[y (f(x,y,2) — g(x,y,2)) dxdydz, kde f(x,y,2) 2 g(x,y,2), [x,y,2] € M,
predstavuje miru my(S) mnoZiny S, kterd je shora ohranic¢ena funkci f(x, y, z) a
zdola funkci g(x, y, z). Obé funkce opét uvazujeme na mnoziné€ M, tj. D(f) =
= D(g) = M.

[[[,; 1 dxdydz piedstavuje miru m4(S) mnoZiny S, kterd je shora ohraniena
konstantni funkci f(x, y, z) = 1 a zdola funkei nulovou g(x, y, z) = 0. Obé funkce
uvazujeme na mnoziné M, tj. D(f) = D(g) = M. Vzhledem k tomu, Ze je mira
my(S) rovna souinu miry podstavy (mnoziny A) a vysky, plati

fff 1 dxdydz = m3(M). 2.1)
M

Tento vztah tik4, Ze ¢iseln€ je mira my(S) mnoZiny s podstavou M a vyskou rovnou
jedné rovna objemu mnoZiny M.

Uvod

Dvojny integral
Trojny integral

Souhrnné testy

Ulohy na procviéeni

Odkazy

Titulni strana
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2.3. Trojny integral — Fubiniova véta

Fubiniova véta ndm dava ndvod, jak prevést trojny integral na trojndsobny. Pfevadime
tak vypocet trojného integralu na vypocet tfi po sobé jdoucich jednorozmérnych in-
tegrali.

Véta 2.1. (Fubiniova véta v R?) Necht je funkce f i proménnych x, y, z spojitd na
mnoZziné
M={[x,y.z] e R : [x,y] € A; u(x,y) Sz < v(x, )},

kde u, v jsou funkce spojité na mnozin€ A takové, Ze u(x, y) < v(x, y) pro kazdé
[x. y] € A. Déle necht

A={[x.y]eR:aSx b o(x) Sy Sy W},

kde kde ¢, ¥ jsou funkce spojité na intervalu (a, b) takové, Ze ¢(x) < v (x) pro
kazdé x € (a, b). Pak plati

b ¥ (x) v(x,y)
// fx,y,z) dxdydz = / {/ (/ fx,y,2) dz) dy} dx. (2.2
M a @(x) u(x,y)

V predchozi vété je mnoZina A elementdrni mnoZinou vzhledem k x. Jednoduse
I1ze preformulovat Fubiniovu vétu pro pfipad, kdy bude mnozina A elementarni ob-
lasti vzhledem k y.

Bude-li integra¢nim oborem mnozina M uvedend vyse, budeme mluvit o elemen-
tarni oblasti vzhledem k xy. A to i v pfipadé€, Ze mnoZina A je elementarni mnoZinou
vzhledem k y.

Analogicky lze Fubiniovu vétu pouZit v pfipadé elementarnich oblasti vzhledem
k xz nebo yz.

Uvod

Dvojny integral
Trojny integral

Souhrnné testy

Ulohy na procviéeni

Odkazy
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Typové reSené priklady:
e Vypoditejte trojny integral [[[, f(x,y,z) dxdydz.

Priklad 2.1

e Vypocitejte objem télesa.
| Priklad 2.2 H Priklad 2.3 |

Priklad 2.1. Vypoctéte f f / 2z dxdydz, kde mnoZina V je omezena plochami
14

x2+y2_Z2=_1,x+y:1,pﬁéemix,y,ZZO-

ReSeni: Prvni plochou je dvojdilny rotacni hyperboloid s osou rotace v ose z. Druhou
plochou je rovina, kterd je rovnob&znd s osou z. Podminky x, y, z = 0 znamenaji, Ze
se mdme omezit jen na prvni oktant. Z hyperboloidu nds tedy bude zajimat jen jeho
horni ¢ast. Integracni obor V vidime na obrazku 2.1 a jeho primét do roviny xy na
obrazku 2.2.

Uvod

Dvojny integral
Trojny integral

Souhrnné testy

Ulohy na procviéeni

Odkazy
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y
T
y=1—x
Uvod
X

%) 1 Dvojny integral
Trojny integral

Souhrnné testy

obr. 2.1 obr. 2.2 Ulohy na procvieni

Odkaz,
Integracni obor V je elementdrni mnoZina vzhledem k xy. Z rovnice hyperboloidu 4

uréime, 7e z = v/x2 + y2 + 1. MnoZinu V popiseme nasledovné:

Titulni strana
0<x=<1,
V:0Sy=1-—x,

0SSz Vx2+y2+1.
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Na vypocet integrilu pouzijeme Fubiniovu vétu.

1= [f[ 2asana = [ [ /ﬁ o) s} -

1 1—x 712 1 1—x
=/ {/ [zz]OV"”*ldy}dx:/ {/ (x2+y2+1)dy}dx:
0 0 0 0

Uvod

1 1 1—x 1 1
= / [xzy +30+ y] dx = f <x2<1 —0+3 0= +1- x) dx = Dvojny integrél
0 0 0
1 4 4 1 ) 4 11 2 Trojny integral
:/ (——x3+2x2—2x+—> dx = |:——x4+—x3—x2+—x:| =
0 3 3 3 3 3 1, 3 Souhrnné testy
Priklad 2.2. Vypocitejte objem télesa A ohraniceného plochami z = 4 — y?, z = Uiy proesisns
=24y x=-1, x=2. Odkazy

Reseni: Pro objem m;3(A) t&lesa A plati

Titulni strana
m3(A) = /// dxdydz.
A

Strana 63 z 160
Nejprve ur¢cime mezni plochy, které ohranicuji integracni obor A:

e 7 =4 — y? (parabolick4 védlcova plocha),

Zpét Vpred
e 7 =2+ y? (parabolick4 vdlcovd plocha),
o x = —1 (rovina) Prepnout reZim obrazovky
e x = 2 (rovina). Konec
Prumétem télesa A do roviny xy je obdélnik B ohrani¢eny pfimkamix = —1,x = 2,
y = —1l ay = 1. Meze pro x jsou pfimo zadany. Meze pro y ziskame jako pruseciky
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parabolickych ploch, tj. jako feSeni rovnice 4 — y?> = 2 + y%. Odtud 2y?> = 2 a
tedy y; = —1, y, = 1. Integracni obor A vidime na obrazku 2.3 a jeho primét do
roviny xy na obrazku 2.4.
Integracni meze tedy jsou:

=
o
+ o
[\®] p—
VAN VANMIVAN
I I
A IA A
B =
|- -
=
S

Trojny integral

ol.u3d

obr. 2.3 Téleso A obr. 2.4
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oo [ worce [ ([ o~

2 L 2 1
[ finfas ] 0 ofo-
2 1 2 Uvod
1, 4 8
- 2/_1 |:y a §y ]_1 dv = 2/_1 5 dv = § [x]_l = Dvojny integral

. Trojny integral
Priklad 2.3. Vypocitejte objem télesa A ohraniceného plochami
Souhrnné testy

y=x% z=x>4y% z=0, y=1.

Ulohy na procviéeni

Odkazy
ReSeni: Nejprve uréime mezni plochy, které ohraniduji integradni obor A:
e 7 = x? 4 y? (rotaéni paraboloid), Tituini strana
e y = x? (parabolickd vilcové plocha), Strana 65 z 160
e 7z = 0 (rovina),

e y = 1 (rovina).

© 2012 R. Plch, P. Sarmanovd, P. Sojka



02.u3d

Trojny integral

obr. 2.5 obr. 2.6

Priimétem t&lesa A do roviny xy je mnoZina B ohrani¢end parabolou y = x? a

ptimkou y = 1 — viz obr. 2.6. Vidime, Ze téleso A je soumérné podle roviny x =
= 0. Vypocet tedy provedeme pouze pro prvni oktant a vysledek vyndsobime dvéma.
Dostdvdme nésledujici integracni meze:

0<x<1,
X<y,
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2o

1 1 x4y
m3(A)=2f {/ (/ dz ) d
0 x2 0

1 1 1 1 7" 88
=2 —x3+—X——x5——x7 = —.
3 375 21

<
N _~

[\)

O

U.)lr—‘ e e,

><

+

'*<

<>

o

<
—

Il

U otédzek, kde Ize volit jen jednu odpovéd (test nedovoli zaskrtnout vice odpovédi), je spravna
odpovéd’ bodovana poctem bodl uvedenych v zdvorce u zadan{ a Spatna odpovéd je bodovédna
0 body. U otazek, kde 1ze volit vice spravnych odpovédi, je soucet bodi spravnych odpovédi
uveden v zavorce u zadani a za kazdou Spatnou odpovéd bude odecten jeden bod.

Uvod

Dvojny integral
Trojny integral

Souhrnné testy

Ulohy na procviéeni

Odkazy
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Trojny integral — Fubiniova véta
1. (2b.) Prevedte trojny integral / / f (x, v, z) dxdydz na trojndsobny, je-li:
A
A={x,y1eR?*: x20,y20,z20, x+y+z<5)

Trojny integral

t1.u3d

/05</05 ( T yf(x,y,z)dx)dy)dz
/:(/;(/ f (x, y,z)dz)dy)dx
/05<f0 ( T yf(x,y,z)dz)dy)dx
/:(/(;5( T (x,y,z)dx)dy)dz

© 2012 R. Plch, P. Sarmanovi, P. Sojka



2. (2b.) Pfevedte trojny integral / / f (x,y, z) dxdydz na trojndsobny, je-li:
A
A={x,y]eR>: 0Sx<1,0<5y<1,0<zSx2+y>+ 1}

t2.u3d Trojny integral

1 1+x x24y2+1
/ ( ( f(x,y,z)dz)dy )dx
0
1 X242 41
/ ( ( f(x,y,z)dx )dy )dz
0
1 1+x x24y2+1
/ ( ( f(x,y,z)dz)dx )dy
0
1 224241
/ ( ( f(x,y,z)dz)dy )dx
0
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3. (2b.) Pfevedte trojny integral / / f (x,y, z) dxdydz na trojndsobny, je-li:
A
A={x,y]eR?: x>0, y20,220, 2x+y <4, <4—x?

t3.u3d Trojny integral

2x
/ ( f(xyz)dx) )dz
0

4—-2x
/ ( fx,y,2dz )dy )dx
0

2x
/ ( f(x,y,2)dz )dy )dx
0

4
/( f(x y,z)dz) )dx

0
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4. (2b.) Pfevedte trojny integral / / f (x,y, z) dxdydz na trojndsobny, je-li:
A
A={lx,y]€R*: x20,y20,z20, x+y=<1, z<xy)

t4.u3d Trojny integral

1 1(,/ f(x,y,2)dz )dy )dx
/0 /(; 1(/ f(x,y,z)dx )dy )dz
F ([ renaa)o)e
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5. (2b.) Vypoctéte / (
0

6.(3b)JeliQ: 0= x

/// xy?z dxdydz =
Q

Trojny integral

Spravné zodpovézené otazky:

Ziskané body:

Procento tGspésnosti:
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2.4. Transformace trojného integralu

Transformace trojného integrdlu je velmi podobnd transformaci dvojného integralu. Rozdil
je pouze v prostoru, v némz transformace probihaji.

Bud A C R? oteviend mnoZina. Budte x = gw,v,w), y = h(u,v,w), z =
= k(u,v, w) funkce definované na A, které zde maji spojité parcidlni derivace prv-
niho fadu. Necht F je zobrazeni, které kazdému bodu [u,v,w] € A prifadi bod
[g(u, v, w), h(u, v, w), k(u, v, w] € F(A).

Je-li F spojité diferencovatelné zobrazeni, pak se determinant

gu(u’ v, 'LU) gv(u’ v, U)) gw(u,v,w)
J(uv v, w) = hu(u, v, w) hv(U, v, w) hw(u, v, w)
ku(u’ v, w) kv(uv v, w) kw(u’ v, w)

nazyva jakobidn zobrazeni F. Pfipomenime, Ze zobrazeni F se nazyva regularni prave tehdy,
kdyz je jakobidn riizny od nuly.

Uvedme nyni vétu o transformaci trojného integrélu, kterou budeme pouZzivat pfi feSeni
konkrétnich uloh.

Véta 2.2. BudM; C M C R3, kde M 1 je oteviend mnoZzina, M je méfitelnd mnoZina a plati
m3(M ~ M) =0.

Necht F je spojité diferencovatelné zobrazeni M do R>, které je reguldrni a prosté
v M. Oznaéme Q = F(M), Q1 = F(M;). Déle nechf je mnozina 2 méfitelnd a plati
m3(2 \ 21) =0.

Nechf je funkce f ohraniend na mnozin€ 2 a spojita na ;. Dale nechf je funkce
f e, v, w), h(u, v, w), k(u, v, w)]|J (u, v, w)| ohraniCend na mnoZin& M. Pak plati

// f(x,y,z)dx dydz =

Q

= //f f e, v,w), h(u, v, w), k(u, v, w)] |J (u, v, w)| du dv dw.
M

Uvod

Dvojny integral
Trojny integral

Souhrnné testy

Ulohy na procviéeni

Odkazy

Titulni strana

Strana 73 z 160

Zpét Vpred

Prepnout reZim obrazovky

Konec

© 2012 R. Plch, P. Sarmanovd, P. Sojka



Transformace do valcovych souradnic

UvaZujme bod T v prostoru s kartézskymi soufadnicemi [x, y, z] a jeho kolmy pramét 7’
do roviny xy s kartézskymi soutadnicemi [x, y, 0]. Jak jiZ vime, v roving l1ze provést trans-
formaci kartézskych soufadnic [x, y] bodu T’ do poldrnich soufadnic [r, ¢]. Nyni vyuZijeme
tohoto vyjadreni prvnich dvou soufadnic bodu 7' v polarnich soufadnicich k zavedeni nové
transformace kartézskych soufadnic [x, y, z] bodu T do tzv. vdlcovych (cylindrickych) sou-
fadnic [7, ¢, z].

Vztah mezi kartézskymi souradnicemi [x, y,z] bodu 7 a védlcovymi soufadnicemi
[, @, z] je dan rovnicemi:

X =rcos g,
y =rsing,
z=2z.

Uvod

Dvojny integral
Trojny integral

Souhrnné testy

Ulohy na procviéeni

Odkazy

Titulni strana
Strana 74 z 160

Prepnout reZim obrazovky

Konec
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Pfitom r = 0 a ¢ nabyva hodnot z intervalu (0, 21) nebo z jiného intervalu délky 2.
Spoctéme jakobidn uvedené transformace.

aa—r(r cos @) ai(r cos @) 8%(r cos @) cosp —rsing 0
J = % (r sin @) i (r sin @) 3% (rsing) |=| sing rcosp O0|=
3 3 3
2z o 22 0 0 1

= rcoszgo—i—rsinzgo:r: |J]

Vzhledem k tomu, Ze z-ova soufadnice ziistava po transformaci stéle stejnd, posuzujeme
vhodnost pouZiti této transformace pouze podle tvaru mnoZiny, kterd je primétem integrac-
niho oboru €2 do roviny xy. Jinymi slovy, mnoZzina 2 musi byt elementarni oblasti vzhledem
k xy tvaru

2={lx.y.21eR: [x,yl e A, gx,y) Sz £ f. )],
kde A je mnoZina vhodna pro transformaci do poldrnich souradnic.

Typové feSené priklady:

e Vypocitejte objem télesa.

e Vypocitejte miru mnoziny.
Ptiklad 2.5

Priklad 2.4. Vypoditejte objem télesa 2. Pfitom

@={[r.y2] e, 22+ <1, 0<z5x].

Uvod

Dvojny integral
Trojny integral

Souhrnné testy

Ulohy na procviéeni

Odkazy

Titulni strana
Strana 75 z 160

Prepnout reZim obrazovky

Konec
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Reseni: Rovnice x2 + y2 = 1 ur¢uje kruhovou vilcovou plochu. Rovnice z = 0, z = x jsou
roviny, které z valcové plochy vytnou mnoZinu 2 — viz obr. 2.7. PouZijeme transformaci do

vélcovych souradnic.
e Urcime primét prostorové mnoziny 2 do roviny xy. Primétem je mnoZina A — viz

obr. 2.8.

Uvod
y Dvojny integral
x2 + y2 -1 Trojny integral
Souhrnné testy
o4.u3d — 1 x - .
Ulohy na procviceni

Odkazy

Titulni strana

Strana 76 z 160

obr. 2.8 Mnozina A

e PopiSeme mnozinu A v polarnich soutfadnicich:

Prepnout reZim obrazovky

A
A
A

Konec

R
[IA

~

[IN
ST
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e Uréime omezeni pro z. Dosadime tedy transformacni rovnice do rovnic zadanych ploch,
které mnoZinu 2 ohranicuji shora a zdola.

shora: z=x = z=rcosgy,
zdola: z=0 = z=0.

Celkem tedy 0 < z < r cos .
e Transformaci do valcovych soufadnic pfejde mnoZina 2 v mnozinu M — viz obr. 2.9. Na
obrazku je osa ¢ oznaCena pismenem p. MnoZinu M popiSeme takto:

[IA
[IA
S|

2

—_

r

o ON':I

A 1IN
N
A A

r COS .

Trojny integral
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—n/2 o] =2

Trojny integral

obr. 2.9 MnoZina M obr. 2.10 Pramét M do roviny ¢r

2 1 7 cos @ = 1  cos
m_a,(Q):/ (/ (/ rdz)dr)dqo:/ (/ r [z] ‘pdr)dqo:
—2 iy W —Z\Jfy

3 37 1 (2
cos ¢ 3 dy = 3 cosp dp =
0 p—

N b
=/ f r<cos @ dr dgo:/
-2 \Jo _

= Lisingl®; = 2(1 - (-1)) =
— 3Pl =3 T3

Priklad 2.5. Vypocitejte miru mnoZiny €2, kde

Bl

10,

Q={[x,y,z]e]R3, x2+y2=322<0 A z§2—x2—y2}.
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Reseni: Rovnice x> 4+ y — 3z2 = 0 urCuje kuZel s osou v soufadnicové ose z a vrcholem
v poétku. Rovnici z = 2 — x> — y? upravime na z = —(x? + y?) + 2. Vidime, 7e se jednd
o rotacni paraboloid s osou v soufadnicové ose z oto¢eny doli a posunuty o 2 nahoru.

Téleso 2 je tedy shora ohraniceno rotacnim paraboloidem a zdola kuZelem — viz
obr. 2.1 1. Pouzijeme transformaci do valcovych soufadnic.

e Ur¢ime primét prostorové mnoziny 2 do roviny xy. K uréeni primétu do roviny xy po-
trebujeme znat kiivku, v niZ se kuZel a paraboloid protinaji. ReSime tedy soustavu rovnic:

x24+y2-32=0
~@*+yH+2-z=0.

Seétenim ziskdme —3z2 — z + 2 = 0. Tato rovnice ma dvé& fefeni z; = —1, zo = 2/3.
Vzhledem ke tvaru télesa 2 vyhovuje pouze feSeni zo = 2/3. Dosazenim do nékteré
z rovnic dostdvame x% + y2 = 4/3. KuZel a paraboloid se tedy protinaji v kruZnici se
sttedem v bodé [0, 0, 2/3] a polomérem 2/+/3 leZici v roving rovnob&zné s rovinou xy.
Primétem télesa €2 do roviny xy je tedy kruh A — viz obr. 2.12.

Uvod

Dvojny integral
Trojny integral

Souhrnné testy

Ulohy na procviéeni

Odkazy

Titulni strana
Strana 79 z 160

Prepnout reZim obrazovky

Konec
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05.u3d

Trojny integral

obr. 2.11 MnoZina 2 obr. 2.12 Mnozina A
e PopiSeme mnoZinu A v polarnich soufadnicich:
0= ¢ = 2m,
0<r<2/4/3.
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e Uréime omezeni pro z. Dosadime tedy transformacni rovnice do rovnic zadanych ploch,
které mnoZzinu €2 ohranicujf shora a zdola.

shora: z=2—-x>—y? = z=2-(cos’p+risin’p) =
=z=2—-r?

zdola: x2+y>—322=0 = rlcoscg+risinffp—3z2=0 =

7 -
= 7= iﬁ' Uvod
7 Dvojny integral
Vyhovuje pouze 7= —.
ﬁ Trojny integrél
T ,< 042 Souhrnné testy
Celkem tedy A2 2 —r-.
e Transformaci do vélcovych soufadnic piejde mnoZina v mnoZinu M — viz obr. 2.13, Ulohy na procviceni
kterou popiSeme takto:
Odkaz,
0< ¢ <om, i
0<r <2/4/3,

Titulni strana

r/N3 <7252 -1

Strana 81 z 160

Zpét Vpred

Prepnout reZim obrazovky

Konec
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2
V3 %
0 27
Trojny integral
obr. 2.13 Mnozina M obr. 2.14 Pramét M do roviny ¢r
2n s p2 s 212 21
m3(9)=/ (/”(/ rdz)dr)dqo:/ (/Ir[z],rdr)d(p=

0 0 - 0 0 V3

2

27 = 2 27 4 3 1%
LG5 e LT3
0 0 V3 0 4 331

It /36 12 8 2n 16 32
= = 55 a5 |de = —d<p——[]
o \27 27 27 o 27 = 7"
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U otazek, kde 1ze volit jen jednu odpovéd (test nedovoli zaskrtnout vice odpovédi), je
spravnd odpovéd bodovana poctem bodl uvedenych v zavorce u zadani a Spatna odpovéd je
bodovana 0 body. U otazek, kde lze volit vice spravnych odpovédi, je soucet bodl spravnych
odpovédi uveden v zavorce u zadéni a za kazdou Spatnou odpovéd bude odecten jeden bod.

Trojny integral — transformace do valcovych souiradnic
1. (2b.) Vztah mezi kartézskymi a valcovymi soufadnicemi pfi pouZiti r, ¢, z je dan rovni-
cemi:

X=rsing,y=rcos¢,z=¢ X=rcoseg,y=rsing,z=¢

X =rcose,y=rsing,z=z2 X =rsing,y=rcosep,z=7z2
2. (2b.) Absolutni hodnota jakobidnu transformace do valcovych soutfadnic pfi pouZiti , ¢,
z je:

7'2 r

r sin ¥ r cos ¥

Uvod

Dvojny integral
Trojny integral

Souhrnné testy

Ulohy na procviéeni

Odkazy

Titulni strana
Strana 83 z 160

Prepnout reZim obrazovky

Konec
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3. (2b.) Jaky integral vznikne transformaci / / / dxdydz do vélcovych souradnic, je-li A =
A

= {[x,y.2] € R: x24+1y2<90<y,0<z< 2}. Mnozina A je zobrazena na
obrazku.

Trojny integral

test6.u3d

Lo SO rue)er) e
J O (L e or) FOECL rhac)er
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4. (2b.) Jaky integral vznikne transformaci / / / dxdydz do vélcovych souradnic, je-li A =
A

={lx,y,z] eR: 1 S x*+y2 <4,0<z<3,x <0,y 2 0}. Mnozina A je
zobrazena na obrazku.

Trojny integral

test8.u3d

FOL G raarfoe [N )]
F UL (L reo)es)er AL (] rae)er) e
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5. (2b.) Jaky integral vznikne transformaci / / / dxdydz do vélcovych souradnic, je-li A =
A

={lx,y,z1 e R®: 1 < x?+y? <4,0 <z <3—y}. MnoZina A je zobrazena na
obrazku.

Trojny integral

test5.u3d

SO e UL ) )
RO BERN AN (A I
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6. (2b.) Jaky integral vznikne transformaci / / / dxdydz do vélcovych souradnic, je-li A =
A

={lx,y,z21 e R’ 1 S x*+y* <4,0=< z <4,y > |x|}. Prim&t mnoZiny A do

roviny xy je zobrazen na obrazku.

Uvod

Dvojny integral
Trojny integral

Souhrnné testy

Ulohy na procviéeni

Odkazy

Titulni strana

Strana 87 z 160

Zpét Vpred

Prepnout reZim obrazovky

Konec
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7. (2b.) Jaky integral vznikne transformaci / / / dxdydz do vélcovych souradnic, je-li A =
A

= {lx,y.2] € R: x>+y?<1,1 <253,y 2 x,x 2> 0}. Prim&t mnoZiny A do
roviny xy je zobrazen na obrazku.

Trojny integral
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8. (2b.) Jaky integral vznikne transformaci / / / dxdydz do vélcovych souradnic, je-li A =
A

={[x,y.z] € R: x2+y2—y<0,x2+y? 222 0}. MnoZina A je zobrazena na
obrazku.

test10.u3d Trojny integral

2

L) LU )
LU L))
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Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tdspésnosti:

Transformace do sférickych souradnic

UvaZujme bod T v prostoru s kartézskymi soufadnicemi [x, y, z] a jeho kolmy primét 7’ do
roviny xy s kartézskymi souradnicemi [x, y, 0]. Ozna¢me r vzdalenost bodu 7' od pocatku
O Kkartézské soustavy souradnic a ¢ thel, ktery svird polopfimka O T’ s kladnou ¢dsti osy x.
Déle ozna¢me o thel, ktery svird polopiimka OT s kladnou ¢&asti osy z. Polohu bodu T
v prostoru pak uréime trojici ¢isel [r, ¢, U], kterou nazveme sférické souradnice bodu 7.

%

Uvod

Dvojny integral
Trojny integral

Souhrnné testy

Ulohy na procviéeni

Odkazy

Titulni strana
Strana 90 z 160

Prepnout reZim obrazovky

Konec
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Z obrazku vidime, Ze pro prvni dvé soufadnice bodu 7 plati x = |OT’|cos g,
y = |OT’|sin ¢. Z pravodhlého trojihelniku OT’T dostaneme
sin(E —19) = i = cos¥ = 2
2 r

- = z=rcost.
r

oT’ oT’
cos (2 -9) =120 o n =971 5 jor = rsing,
r r

Dosadime-li nyni vyjadieni |OT’| do vztahti pro x a y, dostivame vztah mezi kartézskymi
soufadnicemi [x, y, z] bodu T a sférickymi soufadnicemi [7, ¢, ¥]:

X = 7 coS ¢ sin ¥,

y = r sin ¢ sin ¥,

zZ =rcosv.

Pfitom r = 0, thel ¢ nabyva hodnot z intervalu (0, 27t) nebo z jiného intervalu délky 2 a
thel ¢ nabyva hodnot z intervalu (0, 7). Spoct€éme jeste jakobidn této transformace:

{%(rcoswsinﬁ) i(rcosgasinz?) %(rcosgosinz‘})
(rsm(psmﬁ) %(rsimpsinﬁ) =

3 (r cos 1)

J = %(r sin ¢ sin 1)

aa—r(r cos 1) %(r cos 1)

cospsing —rsingsind rcos¢@cos P
=| singsiny rcosepsiny rsingcosvy |=
cos U 0 —r sin ¥

= — r?cos? (psm % — r?sin® (psm19c05 ® — r? cos? gosmz?cos v —

— 2 sin? gosin Y =

—r? (sin3 D (sin2 o+ cos? qo) + sin @ cos® © (sin2 © + cos? <p)> =

— r2sin® (sin2 ¥ + cos? 15‘) = —r2sin®

Uvod

Dvojny integral
Trojny integral

Souhrnné testy

Ulohy na procviéeni

Odkazy

Titulni strana

Strana 91 z 160

Zpét Vpred

Prepnout reZim obrazovky

Konec
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Absolutni hodnota jakobidnu je: |J| = 2 sin &

Typové feSené priklady:
e Vypoditejte integral [[ o f(x, y, z) dxdydz.

e Vypocitejte miru mnoziny.

Trojny integral
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Piiklad 2.6. Vypoctéte / / / V/x2 + % + 72 dx dy dz, kde mnozina € je ur¢end nerov-
Q
nostmi z2 > x% + y2, 1 < x2 + y? 4 z2 < 4, pficem? z > 0.

Reseni: Rovnice z> = x2 4 y? uréuje rotaéni kuZelovou plochu s osou v souradnicové ose z.
Prvni nerovnost tedy zadévd jeji vnitfek. Vzhledem k nerovnosti z = 0 budeme uvazovat
pouze hornf &4st. Podminka 1 < x? + y? + z2 < 4 fikd, Ze mnoZina  je ddle omezena
dvéma soustfednymi kulovymi plochami o polomérech 1 a 2. Vysledek je zndzornén na ob- Uvod

razku 2.15. Pro vypocet integrdlu pouZijeme transformaci do sférickych soufadnic.

Dvojny integral

Trojny integral

Souhrnné testy
Y) Ulohy na procviéeni
2 2 __
x4y =2 Odkazy
test3.u3d V2
X Titulni strana
Strana 93 z 160
Prepnout reZim obrazovky
obr. 2.15 Mnozina 2 obr. 2.16 Mnozina A

Konec
e Urc¢ime primét télesa 2 do roviny xy a tim dhel ¢. Primétem A je ziejmé kruh se stredem

v pocatku, jehoZ hrani¢ni kruznice je primétem kruZnice, kterou dostaneme jako prinik
kuZelové plochy a vétsi kulové plochy. Vyloudenim proménné z z rovnic z2 = x% + y% a

© 2012 R. Plch, P. Sarmanovd, P. Sojka



x2 + y2 + z2 = 4 dostaneme, 7e x> + y2 = 2, tj. polomér kruhu A je +/2. Tento tdaj ale
neni daleZity, ur¢ili jsme jej jen pro Gplnost, podstatné je, Ze pro thel ¢ plati 0 < ¢ < 27.

e Urcime fez télesa 2 libovolnou rovinou prochazejici osou z. ProtoZe toto téleso je rotacni
s osou rotace z, bude fez libovolnou rovinou prochézejici osou z stejny. Na obr. 2.17 je
zndzornén fez rovinou yz. Z ného ur¢ime rozmezi pro thel . ProtoZe pfimka y = z je
osou prvniho kvadrantu, svird s osou z thel 7. Tedy 0 < ¢ < m/4.

obr. 2.17 Rez rovinou yz

e Uréime meze pro r. Pro proménnou r zfejmé plati 1 < r < 2.
e Transformaci do sférickych soufadnic pfejde mnoZina €2 v mnozinu M — viz obr. 2.18
(pismeno ,,p*“ znaci osu ¢, pismeno ,t* znaci osu ), kterou popiSeme takto:
1<r <2,
M: 0 § % é 27[,

0<p< .

~

Uvod

Dvojny integral
Trojny integral

Souhrnné testy

Ulohy na procviéeni

Odkazy

Titulni strana
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Prepnout reZim obrazovky

Konec
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sf1.u3d

obr. 2.18 MnozZina M Trojny integral

1=f//1/x2+y2+22dxdydz=/// r-rlsin® dr dpdd =
Q M

) 2 /4 472
_ / P @l - / dg - / sin ¢ do = |:r_i| 0 [¢]§n <[~ cos 0](7)[/4 =
1 0 0 41

15 n.( ﬁ+1>: 157((24—«/5).
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Priklad 2.7. Vypoditejte miru mnoziny 2 dané nerovnostmi

24y 42450 A xP+yP -2 L0.

Reseni: Prvni rovnici x2 + y% + z2 — 4z = 0 lze upravit na tvar x> + y2 + (z — 2)> =
= 4. Vidime, Ze se jedna o kulovou plochu. Prvni nerovnost tedy zaddva vnitfek kulové
plochy. Rovnice x? + y? — z? = 0 urcuje rota¢ni kuZelovou plochu s osou v soufadnicové
ose z. Druhd nerovnost tedy zaddva vnitfek kuzelové plochy. MnoZina €2 je tedy omezena
shora kulovou plochou se sttedem v bodé [0, 0, 2] a polomérem 2 a zdola kuZelovou plochou.
Vysledek je znazornén na obrazku 2.19. Pro vypocet integralu pouZijeme transformaci do
sférickych soufadnic.
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e Urcime primét prostorové mnoziny €2 do roviny xy a tim thel ¢. K urceni primétu do
roviny xy potfebujeme znat kfivku, v niZ se kuZel a koule protinaji. Resime tedy soustavu
rovnic:

P +y 4+ (-27%=4

x2+y2—z2=0.

Odeétenim ziskame (z — 2)? + z> = 4. Tato rovnice md dvé feseni z; = 0, z, = 2. Zajim4
nés pouze feseni zp = 2. Dosazenim do nékteré z rovnic dostivame x2 + y> = 4. KuZel a
koule se protinaji v kruZnici se sttedem v bodé [0, 0, 2] a polomérem 2, ktera leZ{ v roviné
rovnobézné s rovinou xy. Primétem télesa €2 do roviny xy je tedy kruh A — viz obr. 2.20.
Pro thel ¢ tedy plati 0 < ¢ < 27.

e Urcime fez télesa 2 libovolnou rovinou prochazejici osou z. ProtoZe toto téleso je rotacni
s osou rotace z, bude fez libovolnou rovinou prochézejici osou z stejny. Na obr. 2.21 je
znazornén fez rovinou yz. Z ného ur¢ime rozmezi pro uhel ¢. ProtoZe primka y = z je
osou prvniho kvadrantu, svird s osou z thel 7. Tedy 0 < ¢ < w/4.
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Z
==Y =y
y Uvod
Dvojny integral
Trojny integral
Souhrnné testy
obr. 2.21 Rez rovinou yz Ulohy na procvicent
o Ur¢ime meze pro . Omezeni pro r dostaneme dosazenim transformacnich rovnic do rov- Odkazy

nice kulové plochy, tj.
r2cos® g sin® ¥ + r2sin® @ sin> ¥ + r2cos’ ¥ — 4rcos =0 = Tituini strana

r2sin? 9 +r2cos?® —4rcos® =0 = r =4cosV. Strana 98 z 160

Celkem tedy pro proménnou r plati 0 < r < 4cos .

e Transformaci do sférickych soufadnic pfejde mnozina 2 v mnozinu M — viz obr. 2.22,
kterou popiSeme takto:
0=<r<4cos?,

M: 0= ¢ =2m,

Prepnout reZim obrazovky

Konec
0§ﬁ§;.

© 2012 R. Plch, P. Sarmanovd, P. Sojka



sf2.u3d

obr. 2.22 Trojny integrél

m(R) = //f dxdydz = /// r<sin® drdedy =
21 /4 4cos ¥
=f (f </ r s1nz9dr)dz9>d(p=
0 0 0

1 /4

=2Tt-—-64/ cos> ¥ sin ¥ do =
3 0

cosy =t

sin d = —dt
01, § o 3F

zmeéna poradi horni a dolni meze =
zména znaménka pred integralem

16-8 1 32 1
= b dt = TE [t4] = 8.
3 V22 V2/2
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U otazek, kde 1ze volit jen jednu odpovéd (test nedovoli zaskrtnout vice odpovédi), je
spravnd odpovéd bodovana poctem bodl uvedenych v zavorce u zadani a Spatna odpovéd je
bodovana 0 body. U otazek, kde lze volit vice spravnych odpovédi, je soucet bodl spravnych
odpovédi uveden v zavorce u zadani a za kazdou Spatnou odpoveéd bude odecten jeden bod.

Trojny integral — transformace do sférickych souradnic
1. (2b.) Vztah mezi kartézskymi a cylindrickymi souradnicemi je pfi pouZziti r, ¢ a ¥ dan
rovnicemi:

X =rcosesint, y =rsingsind, z = r cos v
Xx =rsingsind, y =rcosgsind, z = r cos v
X =rcosgsind, y =rsingsint, z =rsing
x =rsingsind, y =rcosgsint, z =rsing
2. (2b.) Absolutni hodnota jakobidnu transformace do sférickych soufadnic pfi pouZiti r, ¢

av je:
72 sin 92 7 cos 92

7 sin ¢ 2 sin ®
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3. (4b.) Jaky integral vznikne transformaci integralu / / f (x,y,2)dxdydz do sféric-
A
kych soufadnic, je-li: A = {[x, y.2)1z22x2+y2, x2 4 y2 472 < 21}

S 27 2 cos ¥
/ (/ (/ f (r cos g sin ¥, r sin ¢ sin ¥, r cos ) r? sin 9dr )dgo dd
0 0 0

Uvod
2cos ¥

f (r cos @ sin ¥, r sin ¢ sin ¥, r cos ) r?sinvdr
Trojny integral

dd Souhrnné testy

%

0

Ulohy na procviéeni

2Tt 2cos ¥

f (r sin @ sin ¥, r cos ¢ sin ¥, r cos ) r?sinvdr dv Odkazy

( ( ) do ) dd Dvojny integral
211 2cos ¥
( (/ f (r sing sin ¥, r cos ¢ sin ¥}, r cos ¥) 2 sinodr )d(p)
0

c\

O
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4. (2b.) Jaky integral vznikne transformaci / / / dxdydz do sférickych soufadnic, je-li
A

A = {[x,y,2] € R: x? + y2 +272 <1, /x%+ y* < z}. MnoZina A je zobrazena
na obrazku.

Trojny integral

tsfl.u3d

b1

LU oo [ (o
L))o [ o)
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5.(2b.) Jaky integral vznikne transformaci / / / dxdydz do sférickych soufadnic, je-li
A

A={xyzleR: 222>2x24+y21<x2+y2+22<4,22>0,x = 0}. Mno-
Zina A je zobrazena na obrazku.

Trojny integral

tsf2.u3d

[ )
[ oo

([ (f s o
([ ([ s oo

haks N:l

I
J
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6. (2b.) Jaky integral vznikne transformaci integralu / / / dxdydz do sférickych sourad-
A

nic, je-li:
A={lry g+ 42 <4242+ @ -2 S4x 20].

MnoZina A je zobrazena na obrazku na dals{ stran€.

z 7 2 Z T 2
/ (/ (/ 2 sinodr )d(p >d19+/ (/ </ r2 sindr )dgo)dﬁl
0 0 0 z \Jo 0
z 2 1
/ (/ r2sinz9dr) >d1?+ < (/ r?sin9dr )d(p )dl?
-2 \Jo 0
Z 2 4cos
/ (/ r2sinz9dr) >d1?+ ( (f r2 sin¥dr )d(p )dz?
-2\Jo 0
2n 2cos ¥
(/ (/ r2sin9dr )d(p)dﬂ
z \Jo 0
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tsf4.u3d

Trojny integral

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tGspésnosti:
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Kapitola 3

Souhrnné testy

& Test 1

& Test2

& Test4

‘ & Test3

V této kapitole jsou zafazeny Ctyfi souhrnné testy, které by mély poslouZit k procviceni pro-
blematiky dvojnych a trojnych integralti. Za¢indme otdzkami k procviceni dvojnych inte-
grald, dale ndsleduji otdzky na rozpoznavani prostorovych mnoZin a nakonec jsou zafazeny
testové otazky k trojnému integralu. Pfi vypliovani testu plati stejnd pravidla jako v testech
zafazenych k danym tématiim: U otdzek, kde 1ze volit jen jednu odpovéd (test nedovoli za-
Skrtnout vice odpovédi), je spravna odpovéd bodovdna poctem bodd uvedenych v zavorce
u zadani a Spatnd odpovéd je bodovana 0 body. U otdzek, kde 1ze volit vice spravnych od-
povédi, je soucet bodii spravnych odpoveédi uveden v zavorce u zadani a za kaZzdou Spatnou
odpovéd bude odecten jeden bod. Z kazdého testu lze ziskat 100 bodu.
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Kromeé testovych otdzek, kdy pouze vybirdme odpovéd z predem danych moZnosti, jsou
na konci testd zafazeny i otazky s tvorenymi odpovédmi. Jedna se o jednoduché vypocty
integrald, které lze provést zpaméti nebo velmi jednoduchym rozepsanim. Dalsi slozitéjsi
ulohy k procviceni pocitani jsou zafazeny v nasledujici kapitole.

Souhrnné testy
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Souhrnny test 1
1. (6b.) Prevedte dvojny integral / f f(x,y) dxdy na dvojnasobny, je-li mnoZina A zvy-
A

raznéna na obrazku.
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2. (8b.) Vyberte dvojndsobny integral, ktery vznikne zdménou poradi integrace u integralu:

foz(/mf(x,y)dy>dx,

0

f&x,y) dx)dy

1 A 1=-y2+1
/ ( Pl ) dx)dy
0 \J_/152-1

Souhrnné testy

f&x,y) dx)dy
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3. (10b.) Transformuijte integral / / f(x,y) dxdy, kde Q: x> +y> < 1,x+y = 1do
Q

polarnich soufadnic.

KO

€OS g+sin g

rf (r cos ¢, r sin @) dr)d(p

1
/ : rf (r sin @, cos ¢) dr)d(p

p1d
/ ' (
0 €Os @+sin ¢
/ % (/ |
1
0 €08 @p+sin ¢
3 1
0 1

COS @+sin ¢

rf (rcos g, r sin @) dr>d<p

Souhrnné testy

rf (rsing, cos ) dr)d(p

© 2012 R. Plch, P. Sarmanovi, P. Sojka



4. (9b.)
& (b)

©) (d)

Souhrnné testy

x2

2
Kvadrika s rovnic{ } + y? -+

S}

:
4

= 1 je na obrazku
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5.(9b.)

(a) (b)
(©) (d)
%2 2
Necht a, b > 0. Kvadrika s rovnici — + ﬁ = 1 je na obrazku
a
(2) (b) © (d

Souhrnné testy
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6. (9b.) Rozhodnéte, kterymi plochami je ohraniceno téleso na obrazku

test10.u3d

Souhrnné testy

© 2012 R. Plch, P. Sarmanovi, P. Sojka



7. (9b.) Rozhodnéte, kterd z ndsledujicich mnoZin je zobrazena na obrazku

test7.u3d

Souhrnné testy

1 1
M={[x,y,z]€]R3: 72 §x2+§y2,x2+y2+z2§3,x;0,;1;0}

M={lxy.21eR: z2x*+y* x> +y*+2223,x 20,y =0}
1, 1

M ={[x,y,z1 e R*: zzExz—zyz,x2+y2—z2§3,xEO,yEO}
1, 1

M={[x,y,z]€R3: zz§x2+§y2,x2+y2—z2§3,x;0,y§0}
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8. (10b.) Prevedte trojny integral / f f (x, ¥, 2) dxdydz na trojndsobny, je-li:
A

A={x,y,zZ1€R: x20,y20, 220, y<4—2x, z<6—x%

4 2x 6—x2
/(f (fo f(x,y,z)dx)dy)dz
4 2x
< ( f(x,y, z)dz)dy )dx
4
( ( f(x y,z)dz) )dx
0
2
( ( f(x y,z)dz) )dx
0

Souhrnné testy
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9. (10b.) Jaky integral vznikne transformaci f / / dxdydz do vélcovych souradnic, je-li
A

A={xyzle€ R: x>2+y2<9,0<y,0<z < y}. MnoZina A je zobrazena na
obrazku.

tvl.u3d

Souhrnné testy

Lo [ o)
RO el UL e
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10. (10b.) Jaky integral vznikne transformaci f / / dxdydz do vélcovych souradnic, je-li
A
A={x,y,z2] eR: 1 <x>4+y2<9,y—3<7<3—y,x = 0}. MnoZina A je

zobrazena na obrazku.

tve.u3d
Souhrnné testy

LS o) [ ) )

=3

-3
7 3 3—rsing T 9 3—rcosg
/ (/ (/ rdz)dr)dgo / (/ (/ rdz)dr)dgo
-3 \J1 rsing—3 7 1 3—rsing
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11. (10b.) Jaky integral vznikne transformaci / / / dxdydz do sférickych souradnic, je-li
A

A={x,2eR: 24+ +22-220,x2+y2+22-2250,/x2+y2 <z}
MnoZina A je zobrazena na obrazku na dals{ strané.

% 2n 2cos ¥
f (/ (/ r2sin9dr )d(p )cw
0 0 0
& 27 1
/ / (/ r?sinvdr )d(p)dl?
AV RN

Uvod

Dvojny integral

Trojny integral

Souhrnné testy

2cos ¥
/ r? sin ¥dr )d(p )dz?
cos ¥ Ulohy na procviéeni
2
/ r2 sinodr )d(p )dz? Odkazy
1
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Souhrnné testy

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tGspésnosti:
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Souhrnny test 2
1. (6b.) Prevedte dvojny integral / / f(x,y) dxdy na dvojnasobny, je-li mnoZina A zvy-
A

raznéna na obrazku.

Souhrnné testy

/oxz(/olf(x’” dy )dx (
/01</01f(x,y) dy)dx /;1<Aﬁf(x’y) . )dx
f()l(/(;_ﬁf(x’y) dx)dy /(-)1< 1

Al(f:lﬁf(x,y) : )dy ,/(‘)1< oﬁf(x,)’) dx )dy

fx,y) dx )dy

N}
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2. (6b.) Pfevedte dvojny integral / f(x,y) dxdy na dvojndsobny, je-li mnoZina A zvy-
A

raznénd na obrazku.

Souhrnné testy

A7 e ay s (7 e 4y ar
[ (/.
/()T(f £ G, y) dy)dx /0
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3. (10b.) Jaky integral vznikne transformaci integralu / / f (x,y) dxdy do polarnich sou-
Q
fadnic, je-li
Q= {[x,y] e]Rzzx2+y2§y,yzx,x§0}.

sin ¢
f rf (r sin @, cos ¢) dr)dgo
0

sin ¢
/ rf (r sin @, cos ¢) dr)dgo
0

Souhrnné testy

sin g
/ rf (r cos g, r sin @) dr)d(p
0

% sin ¢
/ f rf (r cos g, r sin @) dr)d(p
z 0

2
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1.(9b.)

(2) (b)
d
© @ Souhrnné testy
x2 2 2
Nechf a, b, ¢ > 0. Kvadrika s rovnici — + > — — = 1 je na obrazku
a? b2 2
(a) (b) © (d
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5. (9b.) Rozhodnéte, kterymi plochami je ohraniceno téleso na obrazku

test11.u3d

Souhrnné testy

2ty —x=0,24y +22=1
o=+ =2 =0
2ty —x=0x2+y -2 =1

PR g R S |
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6. (9b.) Rozhodnéte, kterd z nasledujicich mnoZin je zobrazena na obrazku

{
{
{
{

[x,y, z]l € R3:
[x,y,z] € R*:
[x,y,z] € R*:

[x, y,z] € R®:

test3.u3d

Souhrnné testy

4y =220, 1Sx?+y*+2254,220)
Ay =S L 124y 4224, 220)
Pty =<1, 15324y + 22 <4, 220}

Py S 1S4y 42224, 220}
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7. (10b.) Prevedte trojny integral / f f (x, ¥, 2) dxdydz na trojndsobny, je-li:
A

A={x,7,z]eR: 0<x<1,0<y<1, 0S5z < 22 +y3)

PO o) Jo
IATATA
IATATA
LU romnaefos o

1
(x,y,2)dz )dy )dx
1

(x,y,z)dx )dy )dz

Souhrnné testy

2+y2
f

2+y2
!
2+y2
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8. (10b.) Jaky integral vznikne transformaci f / / dxdydz do vélcovych souradnic, je-li
A

A={lx,y,z1 e R®: x*+y? <4,y —2<7=<2—y}. MnoZina A je zobrazena na
obrazku.

tv3.u3d

Souhrnné testy

LU LU )
L) e LU )
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9. (10b.) Jaky integral vznikne transformaci f / / dxdydz do vélcovych souradnic, je-li
A

A={lx,y,z1eR*: 1<x*+y? <4,-2<7<2 x <0}. MnoZina A je zobrazena
na obrazku.

tv7.u3d

Souhrnné testy

CUEs L)

LU rww)e ((Lrw)e)e

2
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10. (10b.) Jaky integral vznikne transformaci / f / dxdydz do sférickych souradnic, je-li
A

A={x,y,z1eR* 1 <x24+y>+272<4,y >0,z = 0}. MnoZina A je zobrazena
na obrazku.

tsf3.u3d

Souhrnné testy

LUy [ (o
LU ey [ o
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11. (5b.) Vypoctéte dvojndsobny integral

U e

12. (6b.) Vypoctéte dvojnasobny integral

pis

2003
/ (/ xsinydy)dx:
1 0

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tGspésnosti:

Souhrnné testy
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Souhrnny test 3
1. (6b.) Prevedte dvojny integral / / f(x,y) dxdy na dvojnasobny, je-li mnoZina A zvy-
A

raznéna na obrazku.

Souhrnné testy

/01</0xf(x,y) dy)dx /01</0%f(x,y)dy)dx

/01<f01f(x,y) dy)dx /01<01_xf(x,y) dy)dx

/01( O_yf(x,}’) dx )dy /01( Ol_yf(x,y) dx )dy
(5 (17
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2. (8b.) Prevedte dvojny integral / f f(x,y) dxdy na dvojndsobny, je-li mnoZina A zvy-
A

raznénd na obrazku.

Souhrnné testy

A%E(/\;mf(x’m dy )dx /01</x =

1 X
,y) dy |d ,y) dy |d
S y) y>x /()(/mf(x y) y)x

f(x,y) dy )dx
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3. (8b.) Vyberte dvojndsobny integral, ktery vznikne zdménou poradi integrace u integralu:

/o1 (/e:f (x, y) dy) dx.

Inx

f&x,y) dx)dy

—1
f b S,y dX>dy Souhrnné testy
1
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4. (9b.) K mnoZin€ na obrazku prifadte odpovidajici rovnici.

Souhrnné testy

2+ +22=0 z=24/x2+y2

x2+y2—zz=l x2+y2+22=1
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5.(9b.)

(a) (b)
(©) (d)
%2 yz
Necht a, b > 0. Kvadrika s rovnici — = ﬁ = 1 je na obrazku
a
(2) (b) © (d

Souhrnné testy
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6. (9b.) Rozhodnéte, kterymi plochami je ohraniceno téleso na obrazku

Souhrnné testy

24y 4 —z=0,x2 4y +22—22=0,x2+y> - 22=0
4y =024y 422 =024y -2 =0
4y —x=0,x24y2 -2 -27=0,x24y2+2=1

2ty —22=0,x2+y2+72=1
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7. (9b.) Rozhodnéte, kterd z ndsledujicich mnoZin je zobrazena na obrazku

test4.u3d

Souhrnné testy

1 1
.y, 2] € R¥: 22 —x? 4+ —y% x? + y? + 22 < 3}

M={ 2 2
M={x,y,z1e R z2x*+y% x> +y? -2 <3}
M={x,y,z1e R z <x?+y% x* +y? -2 23}
M=

1A%
=
o
|
=
s
=
o
e
=
o
e
I
[\S]
v
W
Nt

x,y,z1€R3: z
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8. (10b.) Prevedte trojny integral / f f (x, ¥, 2) dxdydz na trojndsobny, je-li:
A
A={x,y.21€R x20,y20,220, x+y+z=1}

1 1—x 1—x—y
/ (/ (f f(x,y,z)dx)dy)dz
0
1—x—y
< < f(x,y,z)dz)dy )dx
1 1
( (/ f (x, y,z)dz)dy)dx
0 0 Souhrnné testy

1 l 1 —x—y
( S (x,y,z)dx )dy )dz
0

0
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9. (10b.) Jaky integral vznikne transformaci / / / 1 dx dy dz do valcovych souradnic, je-1i
A

A={lx,yz] € R: x>+y2<4,-2<z<2,x 2 0}. MnoZina A je zobrazena na
obrazku.

tv2.u3d

Souhrnné testy
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10. (10b.) Jaky integrél vznikne transformaci integralu / / f (x,y,z)dxdydz do sféric-
A

kych soufadnic, je-li

A=[[x,y,z]:x2—|—y2+22§R2,R>0,x§O,y§0,z§O].

T/ (2/ (R .
/ / (/ f (rcosgsin®, rsingsin®, r cos ) r? sin 0dr )d(p )dz? Uvod
0 0 0
Dvojny integral

b4 R . .
/ f (r cos g sin ¥, r sin ¢ sin ¥, r cos ) r? sinodr )dgo )dz? Ml ey
0 0

Souhrnné testy

Ulohy na procviéeni

Odkazy

Titulni strana

R
( f (r sin @ sin ¥, r cos ¢ sin ¥, r cos ) r? sinodr )dgo )dz?
0

b4 2cos ¥
/ / f (r sing sin ¥, r cos ¢ sin ¥, r cos ¥) r2 sin dr )dgo )dz?
0 0
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11. (6b.) Vypoctéte dvojndsobny integral
2/ pl
f (/ (x2+y3) dy)dx=
0 \Jo

12. (6b.) Vypoctéte trojndsobny integral

/_11 (f_(); (fo & )dy )dx _

D=

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tGspésnosti:

Souhrnné testy
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Souhrnny test 4
1. (8b.) Prevedte dvojny integral / / f(x,y) dxdy na dvojnasobny, je-li mnoZina A zvy-
A

raznéna na obrazku.

Souhrnné testy

f01</()xzf(x,Y) dy)dx /01<'/02x_xzf(x,y) dy)dx

2 2

fUlareno)e (LT

f G, y) dy )dx
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2. (8b.) Vyberte dvojndsobny integral, ktery vznikne zdménou poradi integrace u integralu:

| (/ £y o,
NN
/01(
fol(

[y dx>dy

Sy dx)dy

By dx)dy
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3.(9b.)

(a) (b)
©) (d)
Souhrnné testy
%2 y2
Kvadrika s rovnici z = — — =—, kde p, ¢ > 0, je na obrazku
2p 2q
(@) (b)
© @)
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4. (9b.) K mnoziné na obrazku pfifadte odpovidajici rovnici. Pfitom nechf a, b, ¢, p,qg > 0

Souhrnné testy

2 2 2 2 2 2
x>y oz x2 ¥y oz
2tptas BrEa
2 2 2 2 2
2p  2q az b 2
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5. (9b.) Rozhodnéte, kterymi plochami je ohraniceno téleso na obrazku

testl.u3d

Souhrnné testy

x2+y2=1,z:1—x2—y2,z=4
oy =lz=1-x2—y%7=4
24yt =1,z=x*—y%z=4

x2+y2=1,z=x2+y2,z=4
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6. (9b.) Rozhodnéte, kterd z nasledujicich mnoZin je zobrazena na obrazku

test8.u3d

Souhrnné testy

M={x,y,z21eR: 15x*+3y°<4,052<3,x <0,y 20}
M={xyz21eR: 1x?2-y?<4,0<2:<3,x£0,y 20}
M

M =

{
{

={[x,y,z]€]R3: 1§x2+y2+z2§4,0§z§3,x§0,y§0}
{

b,y 2l eR: 1527 +y?—22<4,05253,x <0,y 20}
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7. (10b.) Prevedte trojny integral / / f (x,y,z)dxdydz na trojndsobny, je-li té€leso A
A
ohranic¢ené plochami: x =2,y =0,z =0, —x + 3y + 3z = 3.

2/ p5G643) / p3GHx=3y)
/ (/ (/ f(x,y,z)dz)dy )dx
= 0

3(3+x 3y)
( f(x,y,2)dz )dy )dx

2 3(3+x 3y)
2( ( f(x,y,2)dz )dy )dx Souhrnné testy

2 x+=1 5(3+x—3y)
( f(x,y,z)dZ)dy)dx
0
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8. (10b.) Jaky integral vznikne transformaci f / / dxdydz do vélcovych souradnic, je-li
A

A={x,y,z] eR* x>4+y?2<9,y—3<7z<3—y,x = 0}. MnoZina A je zobrazena

na obrazku.

tv4.u3d
Souhrnné testy

[ S ree)e [T ) a)e

— -3
7 3 3—rsing 27 3 3—rcosg
/ (/ (/ rdz) dr) do / (/ ( rdz) dr) do
—% 0 rsinp—3 0 0 3 —rsing
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9. (10b.) Jaky integral vznikne transformaci integralu / / / dxdydz do sférickych sourad-
A

nic, je-li

A={lry 2P+ + 2SR+ + @ - P S R R > 0}

2w R .
/ (/ ( r2 sindr )d(p >dz9 ( (/ r2 sindr )d(p )dz? Uvod
0 0 0 Dvojny integral
2w R R . .
Tr /
/ ( / ( / r2 sin dr )d(p >dz9 ( ( / r? sin9dr )dgo )dz? e
0 0 0 Souhrnné testy
21 / rR 2R cos ¥ Ulohy na procviéeni
/ (/ (/ r2 sindr )d(p)dz?+ ( (/ r?sin9dr )dgo )dﬁ
0o \Jo 0 0 Odkazy
2n Rcos? z 2n 2R cos ¥
/ (/ (/ r dr )d(p )di? e / (/ (/ r2 sin 9dr )d(p )dﬁ Titulni strana
0 \Jo 0 £ \Jo 0
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10. (9b.) Vypoctéte dvojndsobny integral

T/
/ (/ sinx cos y dy )dx=
0 =

E
2

11. (9b.) Vypoctéte dvojndsobny integral

(it

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento dspésnosti:

Souhrnné testy
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Kapitola 4

Uvod

Dvojny integral

Ulohy na procviceni ——

Souhrnné testy

Ulohy na procviéeni

Odkazy

Ulohy k procvi¢eni vypoétii
Titulni strana

1
1. (3b.) Nechf je mnozina Q ur€ena kfivkami: x +y =1, x+y =2,y = Ex, y = 2x. Pak

[ axar-

2. (3b.) Nechf je mnozina €2 uréena kfivkami: y = x2, y=4-— x2. Pak

Strana 152 z 160

Zpét Vpred

dxdy = Prepnout reim obrazovky
Q

Konec
3. (3b.) Necht je mnoZina €2 uréena kfivkami: y = x2, y? = x. Pak

// (x> + y)dxdy =
Q
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4. (3b.) Nechf je mnozina €2 urena kfivkami: y =0, y = x, x + y = 2. Pak
// (x —y)dxdy =
Q

5. (3b.) Necht je mnozina 2 uréena kiivkami: x =2, x =4,y = x, y = 2x. Pak
JE oo~
Q\X

6.(3b)Nechf @ = {[x,y]: 0 < x <4, 0 <y < /x}. Pak
f/ dxdy =
Q

1
7. (3b.) Necht 2 = {[x,y]:1§x§4, = §y§ﬁ}.Pak
x

f/ xy dxdy =
Q

8. (4b.) Vypocitejte integral pomoci transformace do polarnich soufadnic. Pfitom €2: x4
2 x
+y " S4,y=2—,x20.
ST =

f/ 15x2y dxdy =
Q

9. (4b.) Vypocitejte integrdl pomoci transformace do polarnich soufadnic. Pfitom €: 0 <
Sy<xx?+y? 23,27 +y* <5

f f (2 — y)dxdy =
Q

Uvod

Dvojny integral

Trojny integral

Souhrnné testy

Ulohy na procviéeni

Odkazy

Titulni strana
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10. (4b.) Vypocitejte integral pomoci transformace do polarnich soufadnic: Pritom €2: 7 -
+32 24,2 +y*< 16,250,y 20.

// xy dxdy =
Q

11. (4b.) Vypocitejte integrdl pomoci transformace do poldrnich souradnic. Pfitom €2: s
+y*<ax,y20,a>0

/fydxdy=
Q

1 VY 4—x—y
15. (2b) (/ (/ dz )dy )dx=
o \J-y5\Jo
16.(3b.)Nechf Q: y>? < x <2—-y,0<y<1,0<z<2—x —y.

fljwos

Uvod

Dvojny integral

Trojny integral

Souhrnné testy

Ulohy na procviéeni

Odkazy

Titulni strana
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17.3b) Nechf 2: 0 < x < 1,x2 <y <1,0 < 2 < x2 +y2%

[ :

18.(3b.) Necht Q2: x 20,y 20,220,z <1—x —2y.

/// dxdydz =
Q
1 X X
19. (2b.)/ (/ (/
0 0 0
1 1 x24y?
20. (2b.)/ (/ (/ xzydz)dy )dx=
0 0 0
1 2 2
21. (2b.) / ( / < / (3x2y+z)dz)dy )dx=
0 1 0

22.(3b)Nechf Q: 0<x <2, 1<y<3,1<7<2.

/// xy*z dxdydz =
Q

23.(3b)Nech{ Q: 0 x < 1,2<y<5,2< 754,

f/ (2 + y2) dxdydz =
Q

24. (4b.) Necht Q: X2+ y2 <z£2- ()c2 i yz). Vypoctéte integral pomoci transformace
do vélcovych soufadnic.

f// 372 dxdydz =
Q

y
x3y?zdz >dy )dx =

Uvod

Dvojny integral

Trojny integral

Souhrnné testy

Ulohy na procviéeni

Odkazy

Titulni strana
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

(4b.) Necht 2 x4 y2 <9,y 20,0 < z £ 2. Vypodtéte integrdl pomoci transformace
do vélcovych soufadnic.

f// zy/x2 + y? dxdydz =
Q

(4b)Necht Q: 0 < x < 1,0 £ y £ V1 —x2,0 £ z £ /1 —x2 — y2. Vypoltéte

integrdl pomoci transformace do valcovych soufadnic.

f / / z(x% + y?) dxdydz =
Q

(4b.)Necht Q: x%+y? < 4z < 16. Vypoltéte integral pomoci transformace do valcovych
soufadnic.
Xy
dxdydz =
Q@to2

(4b.) Necht Q: x> 4+ > +2z2 < 1,x 2 0,y = 0,z = 0. Vypo&tdte integrdl pomoci
transformace do vélcovych souradnic.

f// xyz dxdydz =
Q

x2+y2

(4b.) Necht
souradnic.
// (1 —=2x —y) dxdydz =
Q

< z £ 2. Vypocététe integrdl pomoci transformace do vélcovych

(4b.) Necht Q: x> + y? <27,z £ 2. Vypoctéte integrdl pomoci transformace do vélco-
vych soufadnic.

/:/ (2 + yz) dxdydz =
Q

Uvod

Dvojny integral

Trojny integral

Souhrnné testy

Ulohy na procviéeni

Odkazy

Titulni strana
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31. (4b.) Necht : x> + y2 +272 < 4, y 2 0, z = 0. Vypoctéte integral pomoci transformace
do sférickych soufadnic.

f//(x+y+z)dxdydz=
Q

32.(4b.) Necht Q: x4+ y> + 22 < a*v prvnim oktantu, a > 0. Vypoctéte integral pomoci
transformace do sférickych soufadnic.

e

33.(4b) Necht Q: x4+ y? + 722 < a%,a > 0,z < —/x2 + y2. Vypoctéte integral pomoci
transformace do sférickych souradnic.

/// 15«/§yz dxdydz =
Q

34. (4b.) Nechf ©: x2 + y2 +z2 <z Vypoctéte integral pomoci transformace do sférickych
souradnic.

/ W x2 + y2 + 72 dxdydz =

Q

35. (4b.) Necht Q: x2+ y2 +22 <22, 22 2 2+ y2. Vypoctéte integral pomoci transformace
do sférickych soutadnic.

JJ[ axavaz -

36. (4b.) Necht : x% + y? + (z —2)> < 4,7 = /x2 + y2. Vypoitéte integrl pomoci
transformace do sférickych soufadnic.

/// xy dxdydz =
Q

Uvod

Dvojny integral

Trojny integral

Souhrnné testy

Ulohy na procviéeni

Odkazy

Titulni strana
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37. (4b.) Necht Q: 22 > x? + y2, 1 < x? + y% 4 72 < 4,7 > 0. Vypoctéte integral pomoci
transformace do sférickych soufadnic.

//f VX2 + y? + 22 dxdydz =
Q

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento Gspésnosti:

Ulohy na procviéent
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