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Teorema [Adams 1971]
ST C S la categoria homotdpica de espectros finitos.
H: {Sf}p — >~ Ab
I Il = H=S(-X)ls
fibracion ——— Suc. exacta larga

S(— X)lsr +S(= Y)lsr = n=35(—8)lsr con X &Y

@ Representabilidad para teorias de cohomologia [Brown 1962]:

H: S8°®® — = Ab teoria de cohomologia = H = S§(—, X)

@ Representabilidad para teorias de homologia (via dualidad Spanier—-Whitehead):

H: S —— Ab teoria de homologia = H = S(S, X A —)

@ Representabilidad de Brown para el dual [Neeman 1998]:
H:S — > Ab
[— 11 = H=S(X,-)
fibracién ——— suc. exacta larga



T satisface la a-representabilidad de Adams para objetos ENOlsJH ‘

H: {7%}°°* —— Ab  cohomolégico
= HE (- X)| g
H<a H

7 satisface la a-representabilidad de Adams para morfismos

T(= X)ge =T (= Y)7e = n=T(—8)l7e X5V

@ 7 es una categoria triangulada con coproductos (aditiva con una equivalencia

¥: 7 — Z y una familia de tridngulos exactos X — Y — Z — ¥ X ).
@ H: J°P — Ab es cohomoldgico si envia tridngulos a sucesiones exactas largas.

X—>Y —>2Z-—>535X — ---HE1Z) < H(X) <=<— H(Y) <— H(Z) <— H(EX) - - -
@ 7% C T subcategoria llena de objetos a-compactos para un cardinal regular a.

v
X—11,V

N,

1, Xi—11,Y: card(J) < a, X; a-compacto



© Motivaciones

@ Resultados
© Teoria de obstruccién




© Motivaciones

@ Resultados

© Teoria de obstruccién

Definimos una teoria de obstruccién para la representabilidad de objetos
y morfismos en la sucategoria Mod,(.7%) C Mod(.7 %) con objetos

{7°)% —~ Ab

H<a S H
@ Functor de Yoneda restringido So: 7 —— Mod, (7 %)
X+—— T (=, X)|g=

@ AObj, < Functores cohomoldgicos en Mod, (7 %) C Im(S,)

@ AMor, < S, es lleno (sobreyectivo en morfismos)



7 una categoria triangulada y « un cardinal regular.

@ Generada por un conjunto de objetos S:
T(s,X)=0V¥seS = X=0

@ a-compactamente generada: Tiene coproductos y esta
generada por un conjunto de objetos a-compactos.

@ Bien generada: a-compactamente generada para algun a.

Ejemplos

@ S = Ho(Sp) esta generada por S = Ho(Sp)™.

@ M categoria de modelos combinatoria estable = Ho(M) bien generada
[Rosicky 2005].

© D(R) esta generada por los complejos acotados de R-médulos proyectivos
finitamente generados D(R)™°.

@ A categoria de Grothendieck = D(.A) bien generada [Alonso, Jeremias y
Souto 2000].

@ D C 7 subcategoria localizante de una categoria bien generada = 7 /D
bien generada [Teorema de localizacién de Thomason, Neeman 2001].




Teorema [Neeman 1997]

T Ng-compact. generada
card. TR0 < N

= 7 satisface AObjy, y AMory,

|

Teorema [Christensen, Keller y Neeman 2001]

D(k[X, Y]) no satisface AMory, ni AObjy, si cardk > N3
D(C(X, Y)) satisface AMory, < Hipétesis del continuo

|

Teorema [Neeman 2001]

T =Ua 7%y

7 bien generada = T satisface la respresentabilidad de Brown

A\

Z bien gen. L 7 satisface AObj, y AMor,, para a suficientemente grande

Teorema [Neeman 2009]

T sat. AObj, y AMor, = 7 y Z°P satisfacen la rep. de Brown

Z bien generada < 7% satisface la representabilidad de Brown



Teorema [M. y R.]

pd(H) <2 en Mod.(.7%)
VH cohomoldgico

T fr

pd(H) <1 en Moda(7)
VH cohomoldgico

4 I

pd(g(_7X)|9a) <1
en Modo (%) VX en I

AObj,, =

AObj, y AMor, <

AMor,,

Teorema [M. y R/]

a <X,

card T < x, = sup{pd(F) | F cohomolégico en Mod.(7)} < n+1




Corolario

J a-compactamente generada . :

con o = Vo 0 Xy y card 7 < Ny = 7 satisface AObj,,

7 es Ng-compactamente gen. N 7 sat. AObjy, y AMory,
card. 7™ < N [Christensen, Keller y Neeman]

v

SENPISCTEREWREE WG asumiendo la Hipétesis del continuo -

© La categoria de homotopia estable S = Ho(Sp).

La categoria derivada D(R) de un anillo R con cardR < N;.

La categoria homotdpica de complejos de R-mdédulos inyectivos K(R-Inj)
con R noetheriano y cardR < Nj.

K(R-Proj) con cardR < .

La categoria derivada de haces sobre una variedad conexa paracompacta
D(Sh/M).

La categorfa motivica estable S#H(S), con S = | J;., Spec(R;) un esquema
noetheriano de dimensién de Krull finita y cardR; < W; par todo i € /.

(2
o
@ La caetegoria homotdépica de complejos de R-mddulos proyectivos
o
o

<




Teorema [M. y R ]

R un anillo a-coherente y o > Np.
D(R) satisface AMor, = Pgldim,(R) <1

R un anillo hereditario.
D(R) satisface AObj, < Pgldim,(R) <2

D(R) satisface AMor,, < Pgldim,(R) <1

a-coherente: R-médulos con < a generadores tienen < « relaciones.
Hereditario: Dimensién proyectiva global < 1.

Dimensién global a-pura: Pgldim,(R) < n si para todo R-module M,
existe una sucesién exacta

0O—-P,—=- - =>P —>M—=0

donde cada P; es un restracto de una suma directa de R-médulos con
< « generadores y < « relaciones y

0 — homg(Q, P,) — - -+ — homg(Q, P1) — homg(Q, M) — 0

es exacta para todo R-médulo Q con < « generadores y < « relaciones.



R a-coherente y Pgldim,(R) > 1 = D(R) no satisface AMor,,
R hereditario, Pgldim,(R) > 2y a > Xy = D(R) no satisface AObj,,

Célculos conocidos de cotas inferiores de la dimensién proyectiva a-pura:
@ o =N, [Baer y Lenzing 1982]
@ R =1Zy sélo Pgldim,(R) > 1, [Braun y Gébel 2012]

© Otros casos, [Bazzoni y St’ovitek 2013 y comunicacién personal]

Corolario
AMor,, no se satisface para los anillos R y cardinales « siguientes:
Q@ R=7Zya>N.
Q R=k[x,y]
e para k un cuerpo no numerable y « cualquiera.
@ para k un cuerpo numerable y av > Ng.
AObj,, no se satisface para los anillos R y cardinales « siguientes:
e R=7 y a > Ni.

@ R algebra de caminos para el grafo de Kronecker sobre un cuerpo
no numerable y a > Nj.




Definicién (a partir del caso o = g [Benson, Krause y Schwede 2004] )

Un sistema de Postnikov n-truncado (X<, P.), es un diagrama en &

io i1 in
Xn 1*>X

0 0 X1
:0\ P +%70 fl\ p Jr%71 ...... \ /7/7 \n+1 dpy2
0 1

Pn+1 5+1 Pn+2"'

@ los triangulos son exactos
@ fyi1ds2 = 0 (condicién de cociclo)
@ el functor de Yoneda restringido S,(X) = 7 (—, X)| . envia

qofi Gnfat1 dni2
PO i Pl Pn I Pn+1 I Pn+2

a una sucesion exacta larga de objetos proyectivos.

@ Post, la categoria de sistemas de Postnikov n-truncados.

@ Post;" la cat. de sistemas de Postnikov n-truncados salvo homotopia.
(Y<n, ps) ~ (1_15,17 Px) & Pk — Wy factoriza via fii1: Pii1— X, 0< k<n

@ Resolucién de Postnikov:(Hocolim, X,, X, Ps) con (Xs, Py) € lim, Post;".

@ PresZ la categoria de resoluciones de Postnikov.



Teorema [M. y R.]

@ Existe una sucesién de sucesiones exactas de categorias, n > 0,

Extn+3 —1—n
Tnn
— BN t . ~ _
Eth+1 1—n 2 POStn+1 runc POStrT Extn+2 1-n

@ Existe un functor esencialmente tnico
V: .7 — Presy,

aditivo, lleno y esencialmente sobreyectivo

ker W coincide con el ideal .#>° de los morfismos co-fantasma
#°° es un ideal con cuadrado zero

El functor de Yoneda restringido S, (X) = 7 (—, X)| z« factoriza

T —Y ~ Pres?, — > PostS’ ~ Moda(.7%)

X > (Hocolim, X,,X,,P,) ———> H, S, (P.)

Q@ rn(X<p, Ps) € Ext"+39_1 "(HoSa(Ps), HoSa(Ps)): Obstruccién a extender un

):
sistema de Postnikov n-truncado (X<,, P«) a uno (n+ 1)-truncado.

@ On(th<p, p+) € Extfjé_l "(HoSa(P+), HoSa(Q+)): Obstruccién a extender un

morfismo n-truncado ()<p, «) entre sistemas de Postnikov (n + 1)-truncados a
uno (n + 1)-truncado.



