COMPARACION DE LOCALIZACIONES A TRAVES DE ADJUNCIONES

ORIOL RAVENTOS

REsuMEN. Dada una adjuncién entre dos categorias, establecemos condiciones que nos
permiten comparar functores de localizacion definidos a ambos lados de la adjuncién. Estos
resultados se extienden al contexto de categorias de modelos, en términos de adjunciones
de Quillen y localizaciones de Bousfield. Los resultados expuestos forman parte de un
trabajo conjunto con C. Casacuberta y A. Tonks.

1. LOCALIZACIONES ESTRICTAS

Empezamos recordando las definiciones de par adjunto y localizacion. Un trato méas ex-
tenso puede encontrarse en [2] y [10].

Definicién 1.1. Dado un par de categorfas C y C’, un par de functores
F:Cs(C:G

define un par adjunto F - G si hay una biyeccion natural de conjuntos C'(FX,Y) =
C(X,GY) paratodo X enCeY en C'.

Los morfismos correspondientes a las identidades idpx e idgy bajo una adjuncién se
llaman unidad nx: X = GFX y counidad ey: FGY — Y.

Ejemplo 1.2. Dado un anillo con unidad R, tenemos un par adjunto
R® :Ab < R-Mod: U

entre la categoria de grupos abelianos Ab y la categoria de los R-mddulos a izquierda R-Mod,
donde U es el functor olvido, que envia cada R-médulo al grupo abeliano subyacente.

Definicion 1.3. Una localizacion L: C — C es la composicién L = G o F' de un par adjunto
F 4 G donde G es una inclusion de categorias. En este caso, la counidad es un isomorfismo
y la unidad £x = nx: X — LX se llama morfismo de localizacion de X.

Un objeto X en C es L-local si £x es un isomorfismo y un morfismo ¢ en C es una
L-equivalencia si Lg es un isomorfismo. Se cumplen las siguientes relaciones de ortogonalidad.

X es un objeto L-local < C(C(g,X) es una biyeccion para toda L-equivalencia g.

g es una L-equivalencia < C(g,X) es una biyeccién para todo objeto L-local X.
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Ejemplo 1.4. Dado un conjunto de morfismos S en una categoria localmente presentable
C, existe un functor de localizacion Lg tal que un objeto X es Lg-local si y solo si C(g, X)
es una biyeccién para todo g € S. De hecho, bajo un axioma de grandes cardinales llamado
Principio de Vopénka, toda localizacion es de este tipo y en muchos casos puede tomarse S
como un dnico morfismo, ver [1].

Teorema 1.5. Dado un diagrama
L G r L'
C—CsC —C
F
donde L y L' son localizaciones y F < G define un par adjunto, tenemos que

(i) G conserva objetos locales < F conserva equivalencias,
(ii) F y G conservan objetos locales < FL = L'F y
(i) F y G conservan equivalencias < LG = GL'.
Si L=LyyL = Lgys para f un morfismo en C, entonces
(iv) G conserva y refleja objetos locales y F' conserva equivalencias,
(v) ewiste una F f-equivalencia natural o: FLy = LpfF,
)
)

vi) existe una transformacion natural 5: LG = GLEy entre objetos f-locales y
f f

(vil) G conserva equivalencias < LG = GLpjy.

El siguiente corolario generaliza algunos resultados de [7] en el caso de la adjuncion aso-
ciada a una moénada dada por la categoria de algebras de Eilenberg-Moore.

Corolario 1.6. Dada una mdnada (T, \, ) sobre la categoria C, tenemos un par adjunto
F:csch:u

donde CT es la categoria de dlgebras de Filenberg-Moore. Suponemos que la localizacion Ly

existe para un morfismo f de C.

(i) F conserva f-equivalencias < Lpy existe y LyU = ULpy.
(ii) Si T conserva f-equivalencias y Lpy existe, entonces LyU = LpyU y Ly = Lyry <&
T conserva T f-equivalencias.

Ejemplo 1.7. Dados un R-médulo M y un morfismo de grupos abelianos f, tenemos iso-
morfismos LyUM = ULgrgsM = Ly(rgUM. En particular, las localizaciones conservan
la estructura de médulo.

2. LOCALIZACIONES HOMOTOPICAS

Empezamos recordando las definiciones de par de Quillen y localizacién homotépica de
Bousfield. Para una introduccién mas detallada ver [9].

Definicion 2.1. Un par adjunto
F-MsM:G

entre categorias de modelos se llama un par de Quillen si F' conserva cofibraciones y cofi-
braciones triviales.
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Los functores derivados de un par de Quillen F' - G existen e inducen un par adjunto entre
las categorias homotopicas. Es decir, después de invertir las equivalencias débiles tenemos
una adjuncion

F: Ho(M) = Ho(M') : G
donde F(X) = F(X¢) y G(Y) = G(Y/).

Toda categoria de modelos admite un espacio de funciones map p,(—, —) de manera que
mo(map r(—, —)) = Ho(M)(—,—) y hay un equivalencia homotépica map . (FX,Y) ~
map (X, GY) para todo X en M eY en M.

Ejemplo 2.2. El grupoide fundamental y el nervio, 7 : Space = Gpd : N, ver [5].
Ejemplo 2.3. La suspension y el espacio de lazos, 3 : Space, < Space, : Q, ver [8].
Ejemplo 2.4. Fl espectro suspension de un espacio y el espacio de lazos infinito de un
espectro, 2°° : Space, < Spec : Q%) ver [3].
Ejemplo 2.5. Dado un espectro anillo cofibrante E, E'A _ : Spec = E-Mod : U, ver [6].
Definicion 2.6. Una localizacion homotdpica de Bousfield en una categoria de modelos M
es el functor de reemplazo fibrante en una nueva estructura de modelos LM sobre la misma,
categoria M con las mismas cofibraciones y, como minimo, las mismas equivalencias débiles.
En estas condiciones, el par adjunto dado por las identidades
id: MS LM :id
es un par de Quillen y el par adjunto derivado da lugar a una localizacion estricta en Ho(M).
Un objeto X en M es L-local si es fibrante en LM y un morfismo g en M es una

L-equivalencia si Lg es una equivalencia débil. Se cumplen las siguientes relaciones de orto-
gonalidad.

X es un objeto L-local < X es fibrante en M y map (g, X) es una equivalencia
homotoépica para toda L-equivalencia g.

g es una L-equivalencia < map (g, X) es una equivalencia homot6pica para todo
objeto L-local X.

Ejemplo 2.7. La localizacién respecto a una teoria de homologia, donde las equivalencias
débiles en la categoria localizada son los morfimos que inducen isomorfismo en homologia.

Ejemplo 2.8. Si M es combinatoria y S es un conjunto de morfismos de M, existe una
localizaciéon homotopica LgM en la que las equivalencias débiles son las S-equivalencias. De
hecho, toda localizacién homotopica es de este tipo bajo ciertas hipdtesis y en muchos casos
puede tomarse S como un Gnico morfismo, ver [4].

El Teorema 1.5 admite el siguiente andlogo homtépico.

Teorema 2.9. Dado un diagrama
G
IM=2ZMsSMsLDM
F

donde L y L' son localizaciones homotdpica de Bousfield y F 4 G define un par de Quillen,
tenemos que
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(i) G conserva objetos locales < F conserva equivalencias,
(ii) F y G conservan objetos locales < FLX ~ L'FX para todo X en M y
(iii) F y G conservan equivalencias < LGY ~ GL'Y para todo Y en M'.

St L =Ly y L = Lyy para f un morfismo en C, entonces
(iv) G conserva y refleja objetos locales y F conserva equivalencias,
(v) para todo X en M eziste una Ff-equivalencia FLy X — LyFX,

(vi) para todo Y en M’ existe un morfismo LyGY — GLgsY entre objetos f-locales y
(vil) G conserva equivalencias < LfGY ~ GLgfY para todo Y en M'.

El Corolario 1.6, en cambio, no admite un anélogo homotépico inmediato, ya que la
localizacién de una T-algebra, sélo tiene estructura de T-algebra en la categoria homotépica.
De todos modos, usando resultados de [6] podemos deducir las siguientes aplicaciones.

Ejemplo 2.10. Existe una 7 f-equivalencia 7L X — Lr¢(7X), ver [5].

Ejemplo 2.11. Existe una equivalencia débil LQX ~ QLy¢X. En particular, las localiza-
ciones homtopicas conservan espacios de lazos, ver [8].

Ejemplo 2.12. Existe una equivalencia débil LQ*°X ~ Q% Ly X. En particular, las
localizaciones homtopicas conservan espacios de lazos infinitos, ver [3].

Ejemplo 2.13. Dado E un espectro anillo cofibrante conectivo, es decir m;(E) = 0 Vi < 0,
existen equivalencias débiles LyUM ~ ULgasM =~ LypapUM. En particular, las locali-
zaciones homotopicas conservan espectros modulo (sobre estos anillos espectro).
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