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Resumen. Dada una adjunción entre dos categorías, establecemos condiciones que nos
permiten comparar functores de localización de�nidos a ambos lados de la adjunción. Estos
resultados se extienden al contexto de categorías de modelos, en términos de adjunciones
de Quillen y localizaciones de Bous�eld. Los resultados expuestos forman parte de un
trabajo conjunto con C. Casacuberta y A. Tonks.

1. Localizaciones estrictas

Empezamos recordando las de�niciones de par adjunto y localización. Un trato más ex-
tenso puede encontrarse en [2] y [10].

De�nición 1.1. Dado un par de categorías C y C′, un par de functores

F : C � C′ : G

de�ne un par adjunto F a G si hay una biyección natural de conjuntos C′(FX, Y ) ∼=
C(X,GY ) para todo X en C e Y en C′.

Los mor�smos correspondientes a las identidades idFX e idGY bajo una adjunción se
llaman unidad ηX : X → GFX y counidad εY : FGY → Y .

Ejemplo 1.2. Dado un anillo con unidad R, tenemos un par adjunto

R⊗_ : Ab � R-Mod : U

entre la categoría de grupos abelianos Ab y la categoría de los R-módulos a izquierda R-Mod,
donde U es el functor olvido, que envía cada R-módulo al grupo abeliano subyacente.

De�nición 1.3. Una localización L : C → C es la composición L = G ◦F de un par adjunto
F a G donde G es una inclusión de categorías. En este caso, la counidad es un isomor�smo
y la unidad `X = ηX : X → LX se llama mor�smo de localización de X.

Un objeto X en C es L-local si `X es un isomor�smo y un mor�smo g en C es una
L-equivalencia si Lg es un isomor�smo. Se cumplen las siguientes relaciones de ortogonalidad.

X es un objeto L-local ⇔ C(g,X) es una biyección para toda L-equivalencia g.

g es una L-equivalencia ⇔ C(g,X) es una biyección para todo objeto L-local X.
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Ejemplo 1.4. Dado un conjunto de mor�smos S en una categoría localmente presentable
C, existe un functor de localización LS tal que un objeto X es LS-local si y sólo si C(g,X)
es una biyección para todo g ∈ S. De hecho, bajo un axioma de grandes cardinales llamado
Principio de Vop¥nka, toda localización es de este tipo y en muchos casos puede tomarse S
como un único mor�smo, ver [1].

Teorema 1.5. Dado un diagrama

C L−→ C
G
�
F
C′ L′
−→ C′

donde L y L′ son localizaciones y F a G de�ne un par adjunto, tenemos que

(i) G conserva objetos locales ⇔ F conserva equivalencias,

(ii) F y G conservan objetos locales ⇔ FL ∼= L′F y

(iii) F y G conservan equivalencias ⇔ LG ∼= GL′.

Si L = Lf y L′ = LFf para f un mor�smo en C, entonces
(iv) G conserva y re�eja objetos locales y F conserva equivalencias,

(v) existe una Ff -equivalencia natural α : FLf ⇒ LFfF ,

(vi) existe una transformación natural β : LfG⇒ GLFf entre objetos f -locales y

(vii) G conserva equivalencias ⇔ LfG ∼= GLFf .

El siguiente corolario generaliza algunos resultados de [7] en el caso de la adjunción aso-
ciada a una mónada dada por la categoría de álgebras de Eilenberg-Moore.

Corolario 1.6. Dada una mónada (T, λ, µ) sobre la categoría C, tenemos un par adjunto

F : C � CT : U

donde CT es la categoría de álgebras de Eilenberg-Moore. Suponemos que la localización Lf
existe para un mor�smo f de C.

(i) F conserva f -equivalencias ⇔ LFf existe y LfU ∼= ULFf .
(ii) Si T conserva f -equivalencias y LFf existe, entonces LfU ∼= LTfU y LTf ∼= LTTf ⇔

T conserva Tf -equivalencias.

Ejemplo 1.7. Dados un R-módulo M y un mor�smo de grupos abelianos f , tenemos iso-
mor�smos LfUM ∼= ULR⊗fM ∼= LU(R⊗f)UM . En particular, las localizaciones conservan
la estructura de módulo.

2. Localizaciones homotópicas

Empezamos recordando las de�niciones de par de Quillen y localización homotópica de
Bous�eld. Para una introducción más detallada ver [9].

De�nición 2.1. Un par adjunto

F :M�M′ : G

entre categorías de modelos se llama un par de Quillen si F conserva co�braciones y co�-
braciones triviales.
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Los functores derivados de un par de Quillen F a G existen e inducen un par adjunto entre
las categorías homotópicas. Es decir, después de invertir las equivalencias débiles tenemos
una adjunción

F : Ho(M) � Ho(M′) : G
donde F(X) = F (Xc) y G(Y ) = G(Y f ).

Toda categoría de modelos admite un espacio de funciones mapM(−,−) de manera que
π0(mapM(−,−)) = Ho(M)(−,−) y hay un equivalencia homotópica mapM′(FX,Y ) '
mapM(X,GY ) para todo X enM e Y enM′.

Ejemplo 2.2. El grupoide fundamental y el nervio, π : Space � Gpd : N , ver [5].

Ejemplo 2.3. La suspensión y el espacio de lazos, Σ : Space∗ � Space∗ : Ω, ver [8].

Ejemplo 2.4. El espectro suspensión de un espacio y el espacio de lazos in�nito de un
espectro, Σ∞ : Space∗ � Spec : Ω∞, ver [3].

Ejemplo 2.5. Dado un espectro anillo co�brante E, E ∧_ : Spec � E-Mod : U , ver [6].

De�nición 2.6. Una localización homotópica de Bous�eld en una categoría de modelosM
es el functor de reemplazo �brante en una nueva estructura de modelos LM sobre la misma
categoríaM con las mismas co�braciones y, como mínimo, las mismas equivalencias débiles.

En estas condiciones, el par adjunto dado por las identidades

id :M� LM : id

es un par de Quillen y el par adjunto derivado da lugar a una localización estricta en Ho(M).
Un objeto X en M es L-local si es �brante en LM y un mor�smo g en M es una

L-equivalencia si Lg es una equivalencia débil. Se cumplen las siguientes relaciones de orto-
gonalidad.

X es un objeto L-local ⇔ X es �brante enM y mapM(g,X) es una equivalencia
homotópica para toda L-equivalencia g.

g es una L-equivalencia ⇔ mapM(g,X) es una equivalencia homotópica para todo
objeto L-local X.

Ejemplo 2.7. La localización respecto a una teoría de homología, donde las equivalencias
débiles en la categoría localizada son los mor�mos que inducen isomor�smo en homología.

Ejemplo 2.8. Si M es combinatoria y S es un conjunto de mor�smos de M, existe una
localización homotópica LSM en la que las equivalencias débiles son las S-equivalencias. De
hecho, toda localización homotópica es de este tipo bajo ciertas hipótesis y en muchos casos
puede tomarse S como un único mor�smo, ver [4].

El Teorema 1.5 admite el siguiente análogo homtópico.

Teorema 2.9. Dado un diagrama

LM�M
G
�
F
M′ � L′M′

donde L y L′ son localizaciones homotópica de Bous�eld y F a G de�ne un par de Quillen,

tenemos que
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(i) G conserva objetos locales ⇔ F conserva equivalencias,

(ii) F y G conservan objetos locales ⇔ FLX ' L′FX para todo X enM y

(iii) F y G conservan equivalencias ⇔ LGY ' GL′Y para todo Y enM′.
Si L = Lf y L′ = LFf para f un mor�smo en C, entonces
(iv) G conserva y re�eja objetos locales y F conserva equivalencias,

(v) para todo X enM existe una Ff -equivalencia FLfX → LFfFX,

(vi) para todo Y enM′ existe un mor�smo LfGY → GLFfY entre objetos f -locales y

(vii) G conserva equivalencias ⇔ LfGY ' GLFfY para todo Y enM′.

El Corolario 1.6, en cambio, no admite un análogo homotópico inmediato, ya que la
localización de una T -álgebra, sólo tiene estructura de T -álgebra en la categoría homotópica.
De todos modos, usando resultados de [6] podemos deducir las siguientes aplicaciones.

Ejemplo 2.10. Existe una πf -equivalencia πLfX → Lπf (πX), ver [5].

Ejemplo 2.11. Existe una equivalencia débil LfΩX ' ΩLΣfX. En particular, las localiza-
ciones homtópicas conservan espacios de lazos, ver [8].

Ejemplo 2.12. Existe una equivalencia débil LfΩ∞X ' Ω∞LΣ∞fX. En particular, las
localizaciones homtópicas conservan espacios de lazos in�nitos, ver [3].

Ejemplo 2.13. Dado E un espectro anillo co�brante conectivo, es decir πi(E) = 0 ∀i < 0,
existen equivalencias débiles LfUM ' ULE∧fM ' LU(E∧f)UM . En particular, las locali-
zaciones homotópicas conservan espectros módulo (sobre estos anillos espectro).
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