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Školitelka: Doc. RNDr. Zuzana Došlá, CSc.
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2 Publikace O. Borůvky týkajı́cı́ se teorie fázı́, dispersı́ a transformacı́ 148

3 Charakteristika publikacı́ 150
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Cı́le a obsah disertačnı́ práce
Významný český matematik Otakar Borůvka za svého života výrazně zasáhl do několika mate-
matických disciplı́n – do matematické analýzy, teorie grafů, diferenciálnı́ geometrie, algebry a
diferenciálnı́ch rovnic. Přitom nejdelšı́ část svého života a nejvı́ce publikacı́ věnoval poslednı́ ze
jmenovaných disciplı́n – diferenciálnı́m rovnicı́m.

Tato disertačnı́ práce je věnována činnosti O. Borůvky v teorii obyčejných diferenciálnı́ch rov-
nic. Jejı́m cı́lem je zmapovat obdobı́, jež začı́ná rozhodnutı́m O. Borůvky věnovat se diferenciálnı́m
rovnicı́m (1943 – 1944) a končı́ vydánı́m německé monografie Lineare Differentialtransformatio-
nen 2. Ordnung [16]1 roku 1967, ukázat jeho pedagogickou a vědeckou činnost v této době a podat
matematický výklad jeho transformačnı́ teorie.

Přı́nos O. Borůvky v uvedeném obdobı́ lze shrnout do třı́ hlavnı́ch bodů:

1. Vytvořenı́ ucelené teorie globálnı́ch transformacı́ obyčejných lineárnı́ch diferenciálnı́ch rov-
nic druhého řádu.

2. Založenı́ semináře pro studium diferenciálnı́ch rovnic, jenž je v jisté formě činný dodnes.
3. Vliv na vědeckou činnost řady brněnských i mimobrněnských matematiků, z nichž mnozı́

jsou dnes světovými odbornı́ky v oblasti obyčejných diferenciálnı́ch rovnic.

Práce obsahuje pět hlavnı́ch částı́, ty jsou dále členěny na kapitoly a odstavce. Cı́lem Úvodnı́
části je stručně vyložit základnı́ meznı́ky života a dı́la O. Borůvky a ukázat souvislosti, které vedly
k rozhodnutı́ O. Borůvky věnovat se diferenciálnı́m rovnicı́m.

Druhá část s názvem Pedagogická činnost podává přehled o pedagogické činnosti O. Borůvky
do roku 1950. Největšı́ pozornost je věnována přednáškové činnosti O. Borůvky na Přı́rodově-
decké fakultě Masarykovy univerzity v obdobı́ poválečném, obzvláště seminářům o diferenciálnı́ch
rovnicı́ch.

Třetı́ část, jež nese název Teorie fázı́, dispersı́ a transformacı́, má poněkud odlišný charakter než
ostatnı́ části práce. Jejı́m cı́lem je vyložit stručně zmı́něnou teorii s důrazem na hlavnı́ Borůvkovy
výsledky zpracované v monografii [16]. Výklad je veden v dnes použı́vaném matematickém stylu,
tj. základnı́ pojmy jsou uvedeny v definicı́ch, základnı́ výsledky ve větách. Nejdůležitějšı́ věty jsou
dokázány, přičemž jejich důkaz je mnohdy odlišný od Borůvkova důkazu.

Čtvrtá část s názvem Vědecká činnost je věnována vědecké činnosti O. Borůvky v letech 1940
– 1966. Hlavnı́ pozornost je zaměřena na vznik a činnost semináře pro studium diferenciálnı́ch
rovnic. Jsou zde podrobně zaznamenána témata probı́raná v tomto semináři, čı́mž je možno sledovat
postupný vznik a vývoj Borůvkovy teorie globálnı́ch transformacı́ a také vliv na ostatnı́ matematiky
a jejich vědeckou a publikačnı́ činnost. Tato část také zahrnuje podrobný přehled zahraničnı́ch cest
a mezinárodnı́ch konferencı́ do roku 1966, na nichž O. Borůvka proslovil přednášku týkajı́cı́ se
diferenciálnı́ch rovnic.

V páté části s názvem Publikace a jejich charakteristika je uveden seznam a charakteristika
pracı́ O. Borůvky, jež se týkajı́ teorie fázı́, dispersı́ a transformacı́. Tato charakteristika vycházı́
ze dvou základnı́ch zdrojů. V přı́padě, že byla daná práce recenzována v Mathematical Reviews
nebo v Zentralblatt für Mathematik, jsou uvedeny přesné citace těchto recenzı́ v jazyce, v němž
byly recenze zveřejněny. V ostatnı́ch přı́padech je uvedena stručná charakteristika česky. Kromě

1Odkaz na seznam pracı́ O. Borůvky, jež se týkajı́ teorie fázı́, dispersı́ a transformacı́, jak je uveden v V. části práce.
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zmı́něné charakteristiky publikacı́ obsahuje tato část historicky zajı́mavé poznámky ke vzniku a
osudu některých Borůvkových pracı́. Všimneme si zde recenze prvnı́ Borůvkovy práce z teorie
dispersı́ [1], jež vyšla v Referativnı́m Žurnálu a následné reakce O. Borůvky na tuto recenzi v práci
[2], nahlédneme do zákulisı́ vzniku a vydánı́ monografie [16] a budeme se snažit odpovědět na
otázku, proč nikdy nebyla vydána učebnice o diferenciálnı́ch rovnicı́ch, na které O. Borůvka začal
pracovat již ve čtyřicátých letech a znovu se pak k nı́ vrátil v letech šedesátých.

Následujı́ přı́lohy a soupis literatury a archivnı́ch pramenů použitých ke zpracovánı́ práce.
Přı́loha 1 přinášı́ přehledně zpracované údaje týkajı́cı́ se vzdělánı́ a zaměstnánı́ O. Borůvky,
Přı́loha 2 seznam profesorů a docentů matematiky na Masarykově univerzitě v letech 1920 – 1967
a Přı́loha 3 soupisy disertačnı́ch pracı́ z diferenciálnı́ch rovnic, jež vedly k udělenı́ hodnosti doktora
přı́rodnı́ch věd, hodnosti kandidáta věd a hodnosti doktora věd na brněnské univerzitě v rozmezı́
let 1920 – 1967. Použitá literatura je rozdělena na tři části. Prvnı́ z nich je uceleným přehledem
publikacı́ o O. Borůvkovi, druhá obsahuje použité materiály z archivu O. Borůvky2, které byly
stěžejnı́m pramenem při zpracovánı́ práce, a třetı́ ostatnı́ publikace a prameny.

V celé práci se budeme snažit o zařazenı́ činnosti O. Borůvky do širšı́ch dobových souvislostı́,
zejména přiblı́žı́me situaci na brněnské univerzitě po roce 1945 a složité organizačnı́ změny
v padesátých letech.

K jazykovému stylu práce poznamenejme, že v celé práci kromě části III, jsou citované části
dopisů a dokumentů uváděny italikou a je v nich zachován původnı́ jazykový styl i gramatika.
Nebyly v nich provedeny žádné jazykové korektury.

Práce vznikla během let 1994 – 1998 v rámci postgraduálnı́ho doktorandského studia na katedře
matematiky Přı́rodovědecké fakulty MU v Brně. Některé výsledky této práce byly publikovány
v roce 1997 v časopise Archivum mathematicum v přı́spěvku s názvem From the recollections
of Otakar Borůvka – the founder of the Brno school of differential equations. Kromě toho bylo
část výsledků práce prezentováno formou panelu na mezinárodnı́ konferenci Equadiff 9 v Brně
roku 1997 a formou přednášky v semináři prof. J. Mawhina na Universite Catholique de Louvain
v Louvain-la-Neuve v Belgii.

Předložená práce zachycuje vznik a vývoj Borůvkovy teorie globálnı́ch transformacı́ v rámci
činnosti semináře pro studium diferenciálnı́ch rovnic a v souvislosti s tı́m počátky tzv. brněnské
školy diferenciálnı́ch rovnic. Tento vývoj je zachycen z pohledu matematiky v tehdejšı́m Česko-
slovensku. Práce se nezabývá zařazenı́m Borůvkovy teorie do tehdejšı́ světové matematiky. Za
jedno ze zajı́mavých témat pro dalšı́ zpracovánı́ bude proto jistě považováno zhodnocenı́ přı́nosu
O. Borůvky z hlediska světové matematiky, přı́padně zmapovánı́ odkazů na Borůvkovu teorii.
Zmı́nku o této teorii lze napřı́klad najı́t v knize W. T. Reid Sturmian Theory for Ordinary Dif-
ferential Equations (Springer 1980), kde je stručně připomenuta monografie [16], nebo v knize
L. Cesari Asymptotic behavior and Stability problems in ordinary differential equations (Springer
1959), kde je zmı́nka o Borůvkově práci [1] z roku 1953.

Dalšı́m zajı́mavým tématem navazujı́cı́m na tuto disertačnı́ práci by mohlo být zmapovánı́
„stromu žáků a následovnı́ků“ O. Borůvky, nebot’mnoho z jeho přı́mých žáků se stalo světovými
osobnostmi v oblasti obyčejných diferenciálnı́ch rovnic, založili vlastnı́ semináře a vychovali řadu
dalšı́ch významných matematiků v tomto oboru. Jmenujme napřı́klad M. Bartuška, J. Chrastinu,
F. Neumana, M. Rába a J. Vosmanského z Brna, M. Greguše, V. Šedu a M. Švece z Bratislavy
nebo M. Laitocha z Olomouce.

2Archiv je uložen v bývalé pracovně O. Borůvky v Brně na Janáčkově náměstı́ 2a.
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I Úvodnı́ část
1 Život a dı́lo O. Borůvky

Brněnský matematik Otakar Borůvka byl po dlouhá desetiletı́ jednou z vůdčı́ch osobnostı́ mate-
matického života nejen na Přı́rodovědecké fakultě Masarykovy univerzity v Brně, ale v celém
Československu. Byl vynikajı́cı́m reprezentantem české vědy v zahraničı́ a skvělým učitelem a
organizátorem vědeckého života.

O. Borůvka se narodil 10. května 1899 v Uherském Ostrohu, kde byl jeho otec ředitelem
obecné a měšt’anské školy. Zde také vychodil obecnou školu a 1. třı́du školy měšt’anské. V zářı́
1911 byl přijat do 2. třı́dy gymnázia v Uherském Hradišti, kde setrval až do prázdnin roku 1916,
kdy ukončil 6. třı́du. Pod tlakem událostı́ prvnı́ světové války pak přešel do poslednı́ho ročnı́ku
vojenské vyššı́ reálky v Hranicı́ch na Moravě a později, v roce 1917, do vojenské technické
akademie v Mödlingu u Vı́dně, kde zůstal do konce prvnı́ světové války v roce 1918. Na vojenské
akademii přednášel matematiku prof. Hartmann z vı́deňské techniky a později prof. Weitzenböck,
který po válce působil na univerzitě v Amsterdamu. Od nich se O. Borůvka naučil prvnı́m základům
vyššı́ matematiky. V roce 1917 složil maturitu na německé I. státnı́ reálce ve Vı́dni a brzy potom,
začátkem roku 1918, doplňovacı́ zkoušku na gymnáziu v Uherském Hradišti.

V listopadu 1918, již v nové Československé republice, vstoupil do 1. ročnı́ku České vy-
soké školy technické v Brně jako posluchač stavebnı́ho inženýrstvı́. Na této škole reprezentovali
matematiku profesoři Matyáš Lerch a Jan Vojtěch, kteřı́ střı́davě přednášeli v prvnı́m a druhém
ročnı́ku. V roce 1918, kdy O. Borůvka vstoupil na techniku, přišla v prvnı́m ročnı́ku řada na
prof. Lercha a tato náhodná okolnost rozhodla o dalšı́m životnı́m zaměřenı́ O. Borůvky. Na tuto
rozhodujı́cı́ životnı́ etapu vzpomı́ná sám O. Borůvka. Citujme z [B16]: Lerchovy přednášky byly
pro mne pravým opakem všech jiných přednášek, jimž jsem dokonale rozuměl. Tak se stalo, že
chtěje porozumět přednáškám Lerchovým, studoval jsem hlavně matematiku, která mne nakonec
tak upoutala, že jsem jı́ věnoval celý život. Řı́kávám, že jsem se stal matematikem proto, že jsem ji
neuměl. Vzpomı́nám si, že jsem při studiu Lerchových přednášek v II. ročnı́ku samostatně odvodil
vzorec

ξ(s)Γ(s) =
∫ ∞

0

xs−1

ex − 1
dx (s > 1)

ovšem dávno známý, který byl mým prvnı́m matematickým „objevem“.
Zkoušky u prof. Lercha O. Borůvka složil vždy s výborným prospěchem a to zajisté přispělo

k tomu, že když M. Lerch přešel v roce 1920 na Masarykovu univerzitu, nabı́dl O. Borůvkovi
mı́sto asistenta při matematickém ústavu Přı́rodovědecké fakulty MU3. Od prosince 1920 do zářı́
1921 byl O. Borůvka, jako posluchač 3. ročnı́ku techniky, asistentem u prof. Vladimı́ra Nováka při
fyzikálnı́m ústavu České vysoké školy technické v Brně a od zářı́ 1921 asistentem u M. Lercha.
V letech 1920 – 1922 byl posluchačem techniky a současně mimořádným posluchačem Přı́ro-
dovědecké fakulty MU. Původně zamýšlel ukončit studia na obou školách, avšak v poslednı́ch
ročnı́cı́ch studia nestačil plnit všechny úkoly zadané na technice, předevšı́m z rýsovánı́, a tak se
rozhodl ukončit státnı́mi zkouškami jenom studium univerzitnı́. Státnı́ zkoušky z matematiky a
fyziky složil v prosinci 1922. V červnu 1923 dosáhl doktorátu přı́rodnı́ch věd na Přı́rodovědecké

3Masarykova univerzita (MU) byla založena roku 1919 a matematický ústav byl na jejı́ přı́rodovědecké fakultě
zřı́zen roku 1920.
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fakultě MU na základě disertace O pomyslných kořenech rovnice Γ(z) = a, kteréžto téma mu
předložil M. Lerch nedlouho před svou smrtı́ v roce 1922. V této práci vyšetřuje, jakých hodnot
nabývá funkce gamma pro komplexnı́ argument v okolı́ bodu z = 0, a výsledků využı́vá k nalezenı́
komplexnı́ch kořenů rovnice Γ(z) = a.

Studium na školách technického směru způsobilo, že měl O. Borůvka vždy plné porozuměnı́
pro technické a jiné aplikace matematiky. Brzy po ukončenı́ prvnı́ světové války byl v souvislosti
s elektrifikacı́ jižnı́ Moravy požádán, aby z matematického hlediska řešil otázku co nejúspornějšı́ho
provedenı́ elektrovodné sı́tě. Tento úkol úspěšně rozřešil a našel – dnes bychom řekli – minimálnı́
kostru konečného ohodnoceného grafu. Své výsledky, které spadajı́ do v té době ještě neexistujı́cı́
teorie grafů, uveřejnil v roce 1926 a zajistil si tak světovou prioritu v řešenı́ základnı́ho typu
dopravnı́ho problému. Podrobnosti o Borůvkově práci v teorii grafů lze nalézt v monografii
P. Šišmy Teorie grafů 1736 – 1963 (Dějiny matematiky, sv. 8, Prometheus, Praha 1997).

Na uprázdněné mı́sto po prof. M. Lerchovi nastoupil v roce 1923 prof. Eduard Čech, tehdy
mladý, průbojný a ambicióznı́ vědec pracujı́cı́ v oboru projektivnı́ diferenciálnı́ geometrie. E. Čech
byl pracovitý a nadšený matematik, který vnesl do brněnského matematického života vzruch.
O. Borůvku, který se do té doby věnoval klasické analýze, přivedl ke studiu diferenciálnı́ geometrie.
V nı́ pak O. Borůvka aktivně pracoval asi deset let. Na radu E. Čecha se věnoval zejména studiu
metod pařı́žského matematika E. Cartana, které byly tehdy zcela nové, a stal se jednı́m z mála
geometrů, kteřı́ již v té době Cartanovy metody ovládali a užı́vali je ve svých pracı́ch. Ve školnı́ch
letech 1926/27 a 1929/30 studoval O. Borůvka přı́mo u E. Cartana v Pařı́ži. Zde měl přı́ležitost
seznámit se s mnoha matematiky světového jména jako jsou J. Hadamard, M. Fréchet, H. Cartan,
A. Weil nebo J. Douglas. Po studiı́ch v Pařı́ži strávil O. Borůvka dalšı́ semestr v Hamburku
u W. Blaschkeho, kde bylo tehdy významné středisko diferenciálnı́ geometrie. Působili zde také
jinı́ vynikajı́cı́ odbornı́ci jako prof. E. Artin, E. Kähler nebo H. Zassenhaus.

Ve svých nejvýznačnějšı́ch pojednánı́ch z projektivnı́ diferenciálnı́ geometrie, které vznikly
v letech 1924 – 1935, O. Borůvka poprvé studoval analytické korespondence mezi dvěma pro-
jektivnı́mi rovinami a odvodil jejich vlastnosti invariantnı́ vzhledem ke dvojicı́m transformacı́
projektivnı́ grupy. Vypracoval obecnou teorii normálnı́ křivosti plochy v n-rozměrném prostoru
s konstantnı́ křivostı́ a podal rozšı́řenı́ Frenetových vzorců pro analytické křivky vı́cerozměrného
parabolického hermitovského prostoru.

Ve svých pracı́ch Borůvka použı́val převážně metod E. Cartana, které v té době byly naprosto
nové, a tı́m přispěl k jejich rozšı́řenı́. S tı́m souvisı́ i to, že byl v roce 1952 zvolen v Pařı́ži do
čestného výboru složeného asi z padesáti světových matematiků, který převzal péči o vydánı́
úplného vědeckého dı́la E. Cartana.

V souvislosti s pracemi z projektivnı́ diferenciálnı́ geometrie ještě poznamenejme, že na Borův-
kovy práce o analytických korespondencı́ch navázala geometrická škola v Bologni a že S. Chern
v práci o minimálnı́ch varietách vnořených do nadkoulı́ nazývá diferenciálnı́ rovnice těchto ploch
„Frenetovy-Borůvkovy vzorce“.

Na základě svých pracı́ z diferenciálnı́ geometrie se O. Borůvka roku 1928 habilitoval z mate-
matiky na Přı́rodovědecké fakultě MU a v roce 1934 byl na této fakultě jmenován mimořádným
profesorem matematiky. Tehdy byli na brněnské univerzitě jen tři profesoři matematiky. Kromě
O. Borůvky a E. Čecha ještě Ladislav Seifert, který se staral o výuku geometrie a deskriptivnı́
geometrie. Ostatnı́ přednášky museli zajistit E. Čech a O. Borůvka. To je také jeden z důvodů, proč
se O. Borůvka tehdy začal hlouběji zabývat modernı́ algebrou, v nı́ž pak řadu let vědecky pracoval.
Dalšı́m nezanedbatelným důvodem hledánı́ nové problematiky bylo, že diferenciálnı́ geometrie
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v té době zabı́hala již do značných podrobnostı́, a to O. Borůvku nelákalo.
Začal se zabývat analýzou pojmu grupy; zejména ho zajı́mala otázka, jak závisı́ vlastnosti

grupy na jejı́ch axiomech. Ukázal, že základnı́ pojmy teorie grup (podgrupa, homomorfismus,
kongruence) lze přenést i na obecnějšı́ algebraickou strukturu, tzv. grupoid. Ten vznikne, když
vynecháme všechny axiomy kladené na grupovou operaci. Svou teorii grupoidů O. Borůvka vy-
budoval stupňovitě. Na nejnižšı́m stupni prováděl úvahy s množinami bez jakékoliv algebraické
struktury, na střednı́m stupni úvahy specializoval na grupoidy a na nejvyššı́m je ještě dále specia-
lizoval na grupy. Přitom si na nejnižšı́m stupni vybudoval teorii rozkladů na množině a v množině,
kterou pak vydatně využil v teorii grupoidů a grup.

Teorie grupoidů byla důležitou etapou na cestě vedoucı́ od speciálnı́ch algebraických struktur
(jako jsou grupy, okruhy, tělesa, vektorové prostory, svazy) k pojmu obecné nebo univerzálnı́
algebry. Ukázalo se, že základnı́ pojmy teorie grupoidů je možno přenést až na tyto univerzálnı́
algebry a protože je grupoid struktura velmi jednoduchá, majı́ úvahy o grupoidech velkou cenu
metodickou.

A tak O. Borůvka vytvořil na množinovém základě pojmový aparát obecné algebry, vybudoval
teorii grupoidů, jako jeden z prvnı́ch studoval rozklady množin a položil základy teorie vědeckých
klasifikacı́. Své výsledky z teorie grupoidů shrnul v monografii Základy teorie grupoidů a grup,
která vyšla několikrát česky a byla vydána také německy (1960) a anglicky (1974). Z lineárnı́
algebry vydal O. Borůvka knihu Základy teorie matic (1971), v nı́ž zejména poprvé knižně zpra-
coval výsledky českého matematika Eduarda Weyra, které jsou v úzkém vztahu s tzv. Jordanovým
kanonickým tvarem matic. Vı́ce o pracı́ch O. Borůvky z algebry i diferenciálnı́ geometrie lze nalézt
v obsáhlém článku [A1] nebo v monografii [A43].

Německá okupace a druhá světová válka násilně přerušila přı́znivý vývoj matematiky v Brně
ve třicátých letech. V roce 1939 byly vysoké školy uzavřeny a profesoři posláni na tzv. dovolenou
s čekatelným. Nucené přestávky v pedagogické práci využil O. Borůvka k tomu, že v knižnı́ formě
zformuloval své hlavnı́ výsledky z teorie grupoidů.

Po ukončenı́ druhé světové války byl O. Borůvka jmenován, s platnostı́ od roku 1940, řádným
profesorem matematiky na Přı́rodovědecké fakultě MU.

V prvnı́ch několika letech po válce přednášel nejenom na Přı́rodovědecké fakultě MU, ale i na
Pedagogické fakultě MU, na brněnské technice a také na Přı́rodovědecké fakultě Komenského
univerzity v Bratislavě. V Bratislavě vypomáhal s výukou až do roku 1958, celkem 23 semestrů.
Setkal se zde s mnoha nadanými a pilnými žáky, kteřı́ se později stali vedoucı́mi osobnostmi
matematiky na Slovensku.

V padesátých letech se O. Borůvka začal cı́levědomě věnovat studiu diferenciálnı́ch rovnic,
disciplı́ně v té době v Československu málo pěstované. Ve školnı́m roce 1946/47 začal vést
seminář pro studium diferenciálnı́ch rovnic, jehož činnost se počátkem padesátých let zaměřila na
studium globálnı́ch vlastnostı́ lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic n-tého řádu, speciálně na rovnice
řádu druhého. Výsledkem je kvalitativnı́ teorie globálnı́ho charakteru, vyznačujı́cı́ se vysokým
stupněm geometrizace a algebraizace. Základnı́ principy a výsledky této modernı́ teorie shrnul
O. Borůvka v monografii Lineare Differentialtransformationen 2. Ordnung [16], která vyšla v roce
1967 německy a roce 1971 anglicky. Řada českých i zahraničnı́ch matematiků využı́vá dodnes
výsledků a metod této teorie k řešenı́ problémů týkajı́cı́ch se nejen rovnic druhého řádu, ale i řádů
vyššı́ch.

Poznamenejme ještě, že v roce 1953 byl O. Borůvka zvolen členem korespondentem a v roce
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1965 řádným členem ČSAV4. Významně se zasloužil o založenı́ nového brněnského matematic-
kého časopisu Archivum mathematicum v roce 1965 a o založenı́ Matematického ústavu ČSAV
v Brně v roce 1969, kde také od tohoto roku až do své smrti 22. července 1995 pracoval. Přehledná
data o dosaženém vzdělánı́ a zaměstnánı́ O. Borůvky jsou uvedena v Přı́loze 1.

Během své vědecké i učitelské činnosti vychoval O. Borůvka řadu vědecky aktivnı́ch matema-
tiků. Lze řı́ci, že většina matematiků působı́cı́ch na vysokých školách na Moravě i na Slovensku
jsou jeho žáci nebo žáci jeho žáků.

Životu a dı́lu tohoto brněnského matematika byla věnována řada drobnějšı́ch i obsáhlejšı́ch
článků, které vycházely k významným přı́ležitostem a jeho životnı́m jubileı́m. Jejich seznam je
uveden v části Literatura, oddı́l A. Významnějšı́ pracı́ o životě O. Borůvky je rozsáhlá mono-
grafie Otakar Borůvka [A43] z roku 1996, jež byla vytvořena na základě osobnı́ho vypravovánı́
O. Borůvky zaznamenaného na magnetofonové pásky při přı́ležitosti jeho 90. narozenin.

Ukončeme tento stručný průřez životem O. Borůvky citacı́ z jednoho z poslednı́ch rozhovorů
s tı́mto matematikem, jež byl ještě ve svých 96-ti letech duševně svěžı́ a plný zájmu o matematické
děnı́:

Letos v květnu jsem oslavil své šestadevadesáté narozeniny, což je hodně, ale ne nejvı́c, a
já nechci, aby moje vzpomı́nánı́ vyznı́valo jako nějaký nekrolog nad léty minulými, nad jednı́m
z životů kterékoholiv z nás. A možná právě proto, že nikdo z nás nevı́, který den bude jeho dnem
poslednı́m, jsem se snažil vědomě a podle svých sil v každém z nich naplno žı́t a pracovat. Tak
jako žili moji učitelé – Matyáš Lerch, Ladislav Seifert a Eduard Čech. Dali mi mnoho, a tak
i já cı́tı́m povinnost co nejvı́c z toho předat mladé nadané generaci. Oni vždycky stranili nada-
ným a pilným, to bylo jejich a posléze i moje krédo: na koně vás posadı́m, ale jet musı́te sami! [A43]

2 O. Borůvka a diferenciálnı́ rovnice

Z předchozı́ kapitoly vı́me, že se O. Borůvka v padesátých letech začal cı́levědomě věnovat studiu
diferenciálnı́ch rovnic a toto téma neopustil až do konce svého života.

Vzniku každé teorie však vždy předcházı́ obdobı́ přı́pravné práce a systematického studia dané
problematiky. Nejinak tomu bylo v přı́padě Borůvkovy teorie globálnı́ch transformacı́ diferenci-
álnı́ch rovnic 2. řádu, jež byla souhrnně vyložena roku 1967 v monografii Lineare Differential-
transformationen 2. Ordnung [16]. Přı́pravné práce k vytvořenı́ této teorie O. Borůvka započal
již ve čtyřicátých letech. V následujı́cı́m odstavci se pokusme ukázat souvislosti, za kterých došel
O. Borůvka k rozhodnutı́ věnovat se v budoucı́ch letech diferenciálnı́m rovnicı́m.

Rozhodnutı́ věnovat se diferenciálnı́m rovnicı́m

Ke konci druhé světové války se začı́naly vést diskuse o budoucı́ch potřebách našı́ matematiky se
zřetelem k výchově studentů a k rozvoji vědecké a technické práce. Do těchto diskusı́ se zapojil také
O. Borůvka, který celou situaci probı́ral předevšı́m s profesorem Františkem Vyčichlem z Prahy.
A z těchto rozhovorů s F. Vyčichlem vzešlo rozhodnutı́ O. Borůvky věnovat se v budoucı́ch letech
aktivnı́ práci v oboru diferenciálnı́ch rovnic.

4Československá akademie věd (ČSAV); dnes Akademie věd České republiky (AV ČR).
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A jak na toto obdobı́ vzpomı́ná sám O. Borůvka? Citujme ze vzpomı́nek, jež s O. Borůvkou
natočil u přı́ležitosti jeho 90. narozenin dr. Halama z oddělenı́ nových dějin Moravského muzea
v Brně. Vzpomı́nky jsou zapsány i s vypravěčským koloritem, jak je zaznamenal magnetofonový
pásek:

Již v roce 1944, kdy už bylo jasné, že válka brzy skončı́ a že vı́tězstvı́ spojenců je jisté, bylo
třeba, a to mě dost zabývalo, uvažovat o, abych uvažoval o své budoucı́ činnosti konkrétně, to jest
jednak o své činnosti pedagogické a ovšem také vědecké.

Pokud jde o činnost pedagogickou, bylo třeba, aby studenti, kteřı́ začali studovat před válkou,
mohli ukončit svá studia, nově přı́chozı́ aby mohli začı́t studovat ... Bylo třeba zařı́dit přednášky
tak, aby se všem těmto studentům vyhovělo.

V tomto směru jsem si nedělal žádné starosti ... spı́še mi vrtalo hlavou jaký trend, pokud
jde o vědeckou práci, jest třeba zahájit. Tehdy vědecká práce nebyla žádným způsobem řı́zena a
odpovědnost za svou činnost nesli profesoři každý osobně a zde jsem neměl dobrý přehled o tom,
jak to vcelku u nás vypadá a v jakém směru by měla vědecká práce v matematice u nás pokračovat.

Rozjel jsem se do Prahy, to bylo koncem roku 1944, abych se poradil se svými kolegy. Mluvil
jsem zejména s Františkem Vyčichlem, kterého jsem si velmi vážil. Věc jsme velmi dokonale probrali
a přišli jsme zejména k tomu, že je naprosto nutné, aby se u nás začali pěstovat, rozvı́jet, teorie
diferenciálnı́ch rovnic, která jest po stránce aplikacı́ nesmı́rně důležitá a která u nás před válkou
byla dost zanedbávána a v podstatě nebyla vůbec rozvı́jena.

...
A protože nebylo nikoho, neviděli jsme nikoho, kdo by se této práce ujal, tak jsem prohlásil, že

se toho ujmu sám, ačkoliv to nebylo lehké rozhodnutı́, poněvadž to znamenalo znovu změnit obor
svého, své vědecké práce.

Připomeňme, že O. Borůvka poprvé změnil téma své vědecké práce, když přešel od analýzy, od
studia Lerchových pracı́, k diferenciálnı́ geometrii. Po úspěšném exkurzu do oblasti teorie grafů se
v pozdějšı́ch letech přeorientoval na algebru. A nynı́ ho čekala problematika diferenciálnı́ch rovnic.

No ale dal jsem se s chutı́ do práce a brzy jsem našel problém, a myslı́m že to byl největšı́
úspěch, který jsem jaksi aspoň v tomto oboru dosáhl, že jsem našel problém široký a velmi, velmi
nadějný a užitečný.

Název tohoto problému byl Studium globálnı́ch vlastnostı́ lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic
n-tého řádu.

Velmi brzy jsem poznal, že jde o úkol nesmı́rně obtı́žný, dlouhodobý, který bych sám, vlastnı́mi
silami v dohledné době nemohl zvládnout. Problém byl v tom, ten hlavnı́ problém a nesnáz byla
v tom, že zde se vyskytovaly otázky naprosto nové, pro něž nebylo žádných vzorů, nebyly známy
základnı́ pojmy, neřkuli nějaké metody, které by umožňovaly nějaké soustavné studium a podobně.
A proto jsem přišel, že řešenı́ tohoto problému jest možné jenom tı́m, že se v prvnı́m obdobı́ zı́skajı́
nějaké zkušenosti v těch nejjednoduššı́ch přı́padech a teprve v druhém obdobı́ na základě naleze-
ných pojmů a zı́skaných zkušenostı́ se přikročı́ k rozšı́řenı́ těch výsledků na nejobecnějšı́ přı́pad.
Tak jsem to také učinil.

A tak O. Borůvka začal se studiem diferenciálnı́ch rovnic 2. řádu, nebot’ty jsou nejjednoduššı́m
přı́padem diferenciálnı́ch rovnic n-tého řádu. Tenkrát ovšem nebylo vůbec jisté, zda se rovnice
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vyššı́ch řádů nebudou chovat jinak, než by se dalo očekávat z toho, co se zı́ská studiem rovnic
řádu druhého. Nebylo zřejmé ani to, zda v budoucnu vybudovaná obecná teorie pro rovnice n-tého
řádu nepohltı́ teorii rovnic řádu druhého coby svůj nezajı́mavý speciálnı́ přı́pad. O. Borůvka věděl
o všech těchto úskalı́ch, nicméně do práce se pustil s velkým elánem.

Těžce jsem se probı́jel ze začátku, ale nakonec úspěšně jsem zı́skal řadu výborných spolu-
pracovnı́ků, rozdával jsem jim prostě témata, která se mně během mé práce vyskytla, přidali se
studenti, kteřı́ pracovali prostě na doktorských disertacı́ch, a tak se stalo, že do patnácti let vyšla
moje monografie, nejprve německy ....

Uvedené vzpomı́nky časově ohraničujı́ obdobı́, jemuž se budeme věnovat v této práci. Shrňme
nynı́ v bodech nejdůležitějšı́ události tohoto obdobı́:

1943 – 1944 Z diskusı́ s F. Vyčichlem vzešlo rozhodnutı́ O. Borůvky věnovat se v budoucı́ch
letech problematice diferenciálnı́ch rovnic. V této době začı́ná také O. Borůvka pracovat na
učebnici z diferenciálnı́ch rovnic, která se však svého vydánı́ nikdy nedočkala.

1945 V prvnı́ch poválečných letech se O. Borůvka věnoval předevšı́m činnosti pedagogické.
Přednášel nejenom na Přı́rodovědecké fakultě MU, ale i na Pedagogické fakultě MU, na
technice v Brně a pravidelně dojı́žděl přednášet na univerzitu do Bratislavy.

1946/47 O. Borůvka začal vést matematický seminář pro studenty věnovaný problematice dife-
renciálnı́ch rovnic, který se stal počátkem pozdějšı́ho „vědeckého“ semináře pro studium
diferenciálnı́ch rovnic. V prvnı́ch letech byly v semináři studovány problémy existence a
jednoznačnosti, metoda postupných aproximacı́ a chovánı́ řešenı́ v okolı́ singulárnı́ho bodu.
Později, od roku 1951, se soustředila práce semináře na lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice dru-
hého a vyššı́ch řádů. Tuto práci O. Borůvka zahájil tı́m, že přednesl referát o své nové teorii
dispersı́ a vyslovil řadu problémů, které se týkaly pojmů, jež zde zavedl. Jeho spolupra-
covnı́ci se pak snažili metody, kterými O. Borůvka studoval lineárnı́ diferenciálnı́ rovnici
2. řádu, přenést i na rovnice vyššı́ch řádů. Tı́m postupně připravovali půdu k vytvořenı́ teorie,
která by popsala chovánı́ řešenı́ lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice n-tého řádu.

1953 Byla vydána prvnı́ publikace O. Borůvky věnovaná problematice dispersı́. Do roku 1960
vyšly dalšı́ 3 práce věnované nové teorii dispersı́ a transformacı́, v roce 1970 to již bylo 24
pracı́ a celkem O. Borůvka této problematice věnoval 39 vědeckých publikacı́.

1953 O. Borůvka poprvé přednášel o své nové teorii v zahraničı́ – na 8. sjezdu polských matematiků
ve Varšavě. Do roku 1966 vykonal O. Borůvka dalšı́ch 19 zahraničnı́ch cest, z nichž většina
byla věnována jeho nové teorii transformacı́. Významné mı́sto mezi nimi zaujı́má prvnı́
mezinárodnı́ konference o diferenciálnı́ch rovnicı́ch Equadiff v roce 1962, kterou O. Borůvka
zahájil přednáškou s názvem Transformace diferenciálnı́ch lineárnı́ch rovnic obyčejných
druhého řádu a byl následován referáty mnoha svých žáků, členů semináře.

1967 V tomto roce byla vydána Borůvkova německá monografie Lineare Differentialtransfor-
mationen 2. Ordnung [16], jež shrnuje všechny dosavadnı́ výsledky z teorie fázı́, dispersı́ a
transformacı́.
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II Pedagogická činnost
Prvnı́ kapitola této části je věnována přednáškové činnosti O. Borůvky od roku 1928, kdy se stal
soukromým docentem na Přı́rodovědecké fakultě MU, do roku 1940.

V druhé kapitole si všimneme pedagogické činnosti O. Borůvky v letech 1945 – 1950. Podrobně
se zaměřı́me předevšı́m na matematický seminář, v němž byly probı́rány vybrané kapitoly z teo-
rie diferenciálnı́ch rovnic. Jak uvidı́me později, tento seminář lze považovat za počátek činnosti
semináře pro studium diferenciálnı́ch rovnic, jemuž se budeme podrobně věnovat ve IV. části práce.

1 Přednášková činnost O. Borůvky do roku 1940

V červenci roku 1927 se O. Borůvka vrátil ze svého prvnı́ho ročnı́ho pobytu u prof. E. Cartana
v Pařı́ži zpět do Brna. Povzbuzen bohatými matematickými zkušenostmi a znalostmi, jež si s sebou
přivážel z Pařı́že, si ještě téhož roku podal žádost o habilitaci z matematiky na Přı́rodovědecké
fakultě MU. Jako habilitačnı́ práci předložil svou studii o analytických korespondencı́ch. Pozna-
menejme, že podmı́nkou pro úspěšné splněnı́ habilitačnı́ho řı́zenı́ bylo nejen předloženı́ habilitačnı́
práce, ale dále habilitačnı́ zkouška před profesorským sborem a habilitačnı́ přednáška. Nakonec
bylo vše podmı́něno schválenı́m ministerstva školstvı́. Úspěšná habilitace O. Borůvky byla po-
tvrzena v květnu 1928. Od té doby se stal soukromým docentem na Přı́rodovědecké fakultě MU,
měl tedy právo vypisovat a konat přednášky. Žádné finančnı́ výhody však z toho neplynuly, nadále
zůstával zaměstnán jako asistent.

A nastaly nové starosti – docentské starosti, s docentskými přednáškami. Dodnes si pamatuji,
jak jsem váhal nad tématem prvnı́ přednášky a nakonec, opět po poradě s profesorem Čechem,
jsem zvolil přednášku z teorie čı́sel. Byl to sice obor, který jsem nikdy speciálně nerozpracovával,
ale je to téma ne nedůležité a nezajı́mavé. [A43]

Následujı́cı́ tabulka udává přehled přednáškové činnosti O. Borůvky od zmı́něného roku 1928
do roku 1940. Pozdějšı́m obdobı́m se budeme zabývat v dalšı́ kapitole. Podkladem pro následujı́cı́
tabulku se staly seznamy přednášek Přı́rodovědecké fakulty MU v jednotlivých letech.

Rok (semestr) Název přednášky, semináře (počet hodin týdně)

1928/29 (Z) – Úvod do teorie čı́sel (2)
– Úvod do diferenciálnı́ho a integrálnı́ho počtu (5)

1928/29 (L) – Teorie čı́sel (2)
– Úvod do diferenciálnı́ho a integrálnı́ho počtu (5)

1929/30 (Z)
1929/30 (L)
1930/31 (Z) – Nekonečné řady (2)

– Úvod do diferenciálnı́ho a integrálnı́ho počtu (5)
1930/31 (L) – Determinanty (3)
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Rok (semestr) Název přednášky, semináře (počet hodin týdně)

1931/32 (Z) – Numerické řešenı́ algebraických rovnic (3)
– Integrálnı́ počet (2)
– Proseminář (2)

1931/32 (L) – Irracionálnı́ čı́sla (1)
– Integrálnı́ počet (4)
– Proseminář (2)

1932/33 (Z) – Úvod do diferenciálnı́ho a integrálnı́ho počtu II (2)
– Nekonečné řady (5)
– Proseminář (2)

1932/33 (L) – Úvod do diferenciálnı́ho a integrálnı́ho počtu II (2)
– Diferenciálnı́ rovnice (5)
– Matematický proseminář (2)

1933/34 (Z) – Integrálnı́ počet (5)
– Matematický proseminář (2)

1933/34 (L) – Integrálnı́ počet (5)
– Matematický proseminář (2)

1934/35 (Z) – Lineárnı́ substituce a bilineárnı́ formy (5)
– Matematický proseminář (2)

1934/35 (L) – Nekonečné řady (2)
– Diferenciálnı́ rovnice (3)
– Matematický proseminář (2)

1935/36 (Z) – Integrálnı́ počet (5)
– Matematický proseminář (odděl. algebraické) (2)
– Matematický proseminář (odděl. geometrické) (2)

1935/36 (L) – Analytické funkce (5)
– Matematický proseminář (2)

1936/37 (Z) – Diferenciálnı́ rovnice (5)
– Úvod do diferenciálnı́ho a integrálnı́ho počtu (2)
– Matematický proseminář (2)

1936/37 (L) – Diferenciálnı́ rovnice (5)
– Úvod do diferenciálnı́ho a integrálnı́ho počtu II (2)
– Matematický proseminář (2)

1937/38 (Z) – Algebra (4)
– Integrálnı́ počet (2)
– Matematický proseminář (2)

1937/38 (L) – Integrálnı́ počet (5)
– Matematický proseminář (2)

1938/39 (Z) – Grupy (5)
– Matematický proseminář (2)

1938/39 (L) – Grupy (5)
– Matematický proseminář (2)

1939/40 (Z) – Integrálnı́ počet (3)
– Diferenciálnı́ rovnice (2)
– Úvod do diferenciálnı́ho a integrálnı́ho počtu II (2)
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Důvodem přerušenı́ přednášek ve školnı́m roce 1929/30 byl druhý studijnı́ pobyt O. Borůvky
v Pařı́ži u prof. E. Cartana na základě Rockefellerova stipendia. Ihned po ukončenı́ tohoto pobytu
požádal O. Borůvka Rockefellerovu nadaci o dalšı́ stipendium na studium v Německu. Toto
stipendium zı́skal, a tak v řı́jnu 1930 odejel přı́mo z Pařı́že do Hamburku, kde strávil u prof.
W. Blaschkeho dalšı́ semestr. Zřejmě tento pobyt nebyl dopředu naplánován, nebot’ v seznamu
přednášek má O. Borůvka na zimnı́ semestr 1930/31 vypsány řádné přednášky.

Již koncem roku 1929 byl O. Borůvka navržen na mı́sto mimořádného profesora na Přı́rodo-
vědecké fakultě MU. Poznamenejme, že mimořádný profesor byl profesor, který byl ve statutu
úřednı́ků veden jako mladšı́ – měl plat, ale protože byl mladý, nemohl vykonávat všechny funkce,
nemohl být napřı́klad promotorem. Byly to tedy věci spı́še formálnı́ a praxe byla taková, že po
třech letech bývali tito „mimořádnı́ “ jmenováni profesory řádnými. Z důvodu hospodářské krize,
která vedla až k návrhu na zrušenı́ Přı́rodovědecké fakulty MU, bylo jednánı́ o profesorském
mı́stě O. Borůvky pozdrženo. Nakonec byl O. Borůvka jmenován mimořádným profesorem na
Přı́rodovědecké fakultě MU od 1. zářı́ 1934.

O situaci na ústavu matematiky se dovı́dáme z „Návrhu na jmenovánı́ O. Borůvky mimořád-
ným profesorem matematiky“, jenž byl sepsán E. Čechem, L. Seifertem a B. Hostinským 30. 11.
1929. (Osobnı́ spis O. Borůvky – archiv AV ČR):

Od počátku fakulty počı́talo se se zřı́zenı́m čtyř stolic pro matematické vědy. Avšak pro ne-
dostatek vhodných kandidátů byly zatı́m zřı́zeny pouze stolice dvě: jedna pro mat. analysu (prof.
Lerch a po jeho smrti prof. Čech), jedna pro geometrii a deskriptivnı́ geometrii (prof. Seifert). Na
tomto zcela neutěšeném stavu změnilo se za 10 let trvánı́ fakulty pouze tolik, že v roce 1924 zřı́zena
byla dvouhodinová (od roku 1928 třı́hodinová) úvodnı́ přednáška z diferenciálnı́ho a integrálnı́ho
počtu, a že v roce 1928 habilitovali se z matematiky dva soukromı́ docenti: pan PHDr. Josef Kaucký
a RNDr. Otakar Borůvka.

I kdyby úkolem profesorů přı́rodovědecké fakulty byla pouze přı́prava kandidátů ke státnı́
zkoušce pro učitelstvı́ na střednı́ch školách, nemohlo by dosavadnı́ obsazenı́ nikterak postačiti.
Prof. Čech je dnes nucen valnou většinu své učitelské činnosti věnovati mat. analyse, jež je disci-
plinou daleko nejdůležitějšı́, zejména se zřetelem na aplikace matematiky v jiných vědách. Avšak
středoškolský profesor může ve škole věnovati mat. analyse nejvýše několik hodin v poslednı́ třı́dě;
naproti tomu je pro něj zcela nezbytná důkladná znalost algebry, která spolu s geometriı́ tvořı́
jeho vlastnı́ učebnı́ úkol na střednı́ škole. Je tedy naléhavá potřeba, aby algebře bylo na universitě
věnováno mnohem vı́ce času, než je to možné, při dnešnı́m obsazenı́.

Podrobněji je o profesorském sboru na ústavu matematiky v letech 1920 – 1940 pojednáno
v Přı́loze 2.

V polovině třicátých let se O. Borůvka v souvislosti s celkovou situacı́ na ústavu matematiky
začal orientovat na modernı́ algebru.

V pedagogické činnosti jsem ovšem musel dávat přednost potřebám studentů. Snažil jsem se
tedy přednášet předevšı́m o věcech, které studenti potřebovali pro státnı́ zkoušky. A také v zájmu
jejich dalšı́ho uplatněnı́, většinou jako středoškolských profesorů.

A protože, jak jsem sám poznal, na střednı́ch školách bylo třeba mı́t velmi široký rozhled, úmy-
slně jsem střı́dal přednášky z nejrůznějšı́ch matematických oborů. Předevšı́m to byl diferenciálnı́ a
integrálnı́ počet, což je základ matematické analýzy, dále diferenciálnı́ rovnice, integrálnı́ rovnice,
nekonečné řady ..., a tyto přednášky jsem opakoval, ovšem nikdy ve stejném zněnı́. [A43]
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Ve studijnı́m roce 1938/39 se na univerzitě začal projevovat neklid ze zvýšené útočnosti
nacistického Německa. Přesto provoz na univerzitě pokračoval i v letnı́m semestru kupodivu
běžným způsobem, bez vážnějšı́ch zásahů německých úřadů. Situace se však vyhrotila na podzim
1939, obzvláště po pražské demonstraci 28. řı́jna, kde bylo mnoho demonstrantů zraněno a zatčeno.
Po pohřbu Jana Opletala, studenta medicı́ny, jenž zraněnı́m z demonstrace podlehl, došlo ke srocenı́
českého studenstva a ke srážkám s německou policiı́. Toho využily německé orgány k drastickému
útoku proti celému českému vysokému školstvı́. Ačkoliv v Brně nedošlo k žádným demonstracı́m,
byly 17. listopadu obsazeny všechny studentské koleje, vysoké školy a uzavřeny vědecké knihovny.
Univerzitnı́ profesoři byli posláni na tzv. dovolenou s čekatelným, což byla nucená dovolená s mı́rně
snı́ženým platem.

O. Borůvka byl dán na dovolenou s čekatelným 1. 8. 1940. Během okupace nebyl nikde
zaměstnán, soukromě se věnoval své teorii grupoidů a grup. Za prvnı́ho stanného práva byl
gestapem z politických důvodů vězněn a vyslýchán (od 17. 12. 1941 do 8. 1. 1942).

2 Přednášková činnost O. Borůvky v letech 1945 – 1950

Jaro 1945 přineslo dlouho očekávané osvobozenı́. Ihned v prvnı́ch svobodných dnech začali učitelé,
studenti i ostatnı́ zaměstnanci pracovat na znovuvybudovánı́ vysokých škol. Přestože situace nebyla
snadná, nebot’většina budov byla poničena, bylo zničené nebo vykradené vybavenı́ škol i knihoven,
do června se podařilo obnovit chod všech čtyř fakult univerzity.

Mnohem bolestnějšı́ než materiálnı́ ztráty však byly ztráty na životech studentů a učitelů.
Na Přı́rodovědecké fakultě MU, která ztratila za války osm profesorů, zbývalo jedenáct řádných
profesorů a čtyři mimořádnı́. Z toho byli tři profesoři matematiky: L. Seifert, E. Čech a O. Borůvka.
K 1. řı́jnu 1945 byli jmenováni dalšı́ dva mimořádnı́ profesoři matematiky, a to Vladimı́r Knichal
a Josef Novák. Již v roce 1946 došlo k oslabenı́ odchodem E. Čecha do Prahy.

Struktura pracovišt’ zůstala v prvnı́ch poválečných letech stejná jako před válkou. Pro mate-
matiku to znamenalo existenci tzv. Ústavu a semináře pro matematiku, v jehož čele stál nejprve
E. Čech a po jeho odchodu L. Seifert. Změny přineslo až obdobı́ let 1950 – 1951, kdy došlo ke
zrušenı́ ústavů a vzniku kateder.

Bezprostředně po osvobozenı́ bylo hlavnı́m úkolem vytvořit na vysokých školách základnı́
podmı́nky pro zahájenı́ výuky. Bylo mnoho studentů, kteřı́ začı́nali studovat, i mnoho těch, jež
chtěli svá studia dokončit. Proto v prvnı́ch poválečných letech byla činnost na vysokých školách
upřena převážně k práci pedagogické. U profesorů a docentů byly běžné úvazky dvaceti týdennı́ch
přednáškových hodin, současně na několika fakultách nebo vysokých školách. Ani O. Borůvka
nebyl výjimkou. Přednášel v té době nejen na Přı́rodovědecké fakultě MU, ale také na Pedagogické
fakultě MU, na technice v Brně a na Komenského univerzitě v Bratislavě. Dále se však budeme
věnovat hlavně pedagogickému působenı́ O. Borůvky na Přı́rodovědecké fakultě MU v Brně.

O. Borůvka nastoupil zpět na Přı́rodovědeckou fakultu MU 5. 5. 1945 a ihned se aktivně
zapojil do přı́pravy následujı́cı́ho studijnı́ho roku. V roce 1946 byl O. Borůvka jmenován řádným
profesorem Masarykovy univerzity s platnostı́ k 1. 5. 1940. Protože E. Čech odešel po válce
do Prahy, aby se zúčastnil organizace vědeckého života, připadl O. Borůvkovi úkol zajistit na
univerzitě přednášky z analýzy a algebry.

Pedagogická činnost O. Borůvky byla vždy promyšlená do nejmenšı́ch podrobnostı́. Před-
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nášky byly zaměřovány k modernı́m partiı́m matematiky a jejich přesná formulace nikdy nebyla
na újmu srozumitelnosti. Jak pı́še jeho žák Miroslav Novotný v článku [A14], zápisy z předná-
šek O. Borůvky mohly studentům sloužit jako skripta. Zdůrazněme, že i přes veliké pedagogické
úvazky, obzvláště v prvnı́ch poválečných letech, se O. Borůvka zaměřoval také na činnost vědec-
kou. A možná právě to mu umožňovalo obohacovat své přednášky a vysvětlovat látku v širšı́ch
souvislostech. Citujme z vlastnı́ch vzpomı́nek O. Borůvky, jak jsou zaznamenány v [B17]:

Pokud to mohu posoudit, neměl jsem nikdy nouzi o posluchače a dokonce jsem se po mnoha
letech o jednom bývalém žáku dozvěděl, že ten někde prohlásil: „Na Borůvkovy přednášky půjdu,
i když budou o půlnoci.“ Takže z toho vyvozuji závěr, že je třeba anebo je alespoň užitečné, aby se
učitelé na vysokých školách pokud možno intenzı́vně věnovali vlastnı́ práci. Je totiž velký rozdı́l,
jestli nějakou věc znám z literatury, jestli jsem se jı́ naučil, či jestli ji znám z vlastnı́ho prožitı́. Člověk
opravdu prožı́vá tyto věci, o nichž potom může mluvit volněji nebo otevřeněji v přednáškách, než
když je zná jen z literatury. Jinak přednášky nepředstavovaly pro mne problém, vždyt’ ta látka na
vysoké škole je z hlediska matematiky celkem běžná, uved’me třeba integrálnı́ nebo diferenciálnı́
počet, kde se musı́ probrat určité základy; to jsou věci tak běžné jako dennı́ chléb. Ale jde o to,
jak poznatky podat, to je ta základnı́ otázka. Řekl jsem, že má-li člověk svoje vlastnı́ zkušenosti
a pohledy na věc, dá se všechno vyjádřit jinak než když to čtu ze skript, nebo tu a tu kapitolu
z učebnice. Samozřejmě jsem pedagogické práci vyhradil čas, který byl nutný pro přednášky a
cvičenı́, pamatoval jsem i na rozmluvy se studenty, ale všechen ostatnı́ čas šel na vědeckou práci.

O. Borůvka vždy věnoval zvláštnı́ péči výchově budoucı́ch vědeckých pracovnı́ků. Mnohem
dřı́ve, než byly zavedeny aspirantury, vychovával budoucı́ matematiky metodami, které se nijak
nelišily od aspirantského školenı́. Vždy se také snažil vést studenty k aplikacı́m teoretických
výsledků. Věděl však, že cesta od matematiky k technické praxi vede většinou přes matematickou
analýzu, zejména jejı́ klasické partie. Zájem tehdejšı́ mladé brněnské generace byl však upřen
k modernı́m partiı́m algebry a analýzy. Bylo zde reálné nebezpečı́, že mladı́ matematikové budou
klasickou analýzu podceňovat. O. Borůvka proto ihned po válce založil seminář pro studium
dı́la M. Lercha. Podrobným studiem pracı́ tohoto klasika se účastnı́ci semináře naučili oceňovat
půvaby klasické analýzy, zejména důmyslnost jejı́ch početnı́ch postupů často dovedených až
k numerickému vyjádřenı́ výsledku.

V následujı́cı́ tabulce jsou uvedeny názvy přednášek a seminářů včetně počtu vyučovaných
hodin týdně, jež O. Borůvka konal v rozmezı́ let 1945 – 1949 na Přı́rodovědecké fakultě MU.

Rok (semestr) Název přednášky, semináře (počet hodin týdně)

1945/46 (Z) – Úvod do diferenciálnı́ho a integrálnı́ho počtu II (2)
– Diferenciálnı́ rovnice (5)
– Matematický proseminář (2)
– Seminář pro studium dı́la M. Lercha (2)
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Rok (semestr) Název přednášky, semináře (počet hodin týdně)

1945/46 (L) – Úvod do diferenciálnı́ho a integrálnı́ho počtu II (2)
– Diferenciálnı́ rovnice (5)
– Matematický proseminář (2)
– Matematický seminář (2)
– Seminář pro studium dı́la M. Lercha (2)

1946/47 (Z) – Matice (5)
– Matematický proseminář (2)
– Matematický seminář (2)
– Seminář pro studium dı́la M. Lercha (2)

1946/47 (L) – Algebra (2)
– Nekonečné řady (3)
– Matematický proseminář (2)
– Matematický seminář (2)
– Seminář pro studium dı́la M. Lercha (2)

1947/48 (Z) – Diferenciálnı́ rovnice (5)
– Matematický proseminář (2)
– Matematický seminář (2)
– Seminář pro studium dı́la M. Lercha (2)

1947/48 (L) – Diferenciálnı́ rovnice (5)
– Matematický proseminář (2)
– Matematický seminář (2)
– Seminář pro studium dı́la M. Lercha (2)

1948/49 (Z) – Diferenciálnı́ rovnice vyššı́ch řádů (5)
– Matematický proseminář (2)
– Matematický seminář (2)

1948/49 (L) – Diferenciálnı́ rovnice vyššı́ch řádů (5)
– Matematický proseminář (2)
– Matematický seminář (2)

Z tabulky vidı́me, že kromě přednášek vedl O. Borůvka matematický seminář, matematický
proseminář a seminář pro studium dı́la M. Lercha.

V matematickém prosemináři byla ve školnı́ch letech 1945/46 a 1947/48 probı́rána dělitelnost
polynomů a numerické řešenı́ algebraických rovnic a ve školnı́ch letech 1946/47 a 1948/49 teorie
determinantů. V prvnı́ch poválečných semestrech se prosemináře zúčastňovalo až 130 posluchačů,
postupně se jejich počet ustálil na třiceti až čtyřiceti.

V semináři pro studium dı́la M. Lercha byly systematicky studovány Lerchovy práce. Pozna-
menejme, že seminář byl činný šest semestrů od roku 1945 do roku 1948 a později v roce 1952 byl
v jiné formě v rámci činnosti Ústřednı́ho ústavu matematického znovu obnoven. Činnost semináře
byla ukončena vydánı́m obsažné publikace s názvem Dı́lo Matyáše Lercha v oboru matematické
analýzy (Práce Brněnské základny ČSAV, XXIX (1957), 417–540). Pro zajı́mavost citujme z tzv.
Vyhlášky o tomto semináři, jež byla byla 4. srpna 1945 sepsána O. Borůvkou:

Každý účastnı́k bude povinen podrobně prostudovati některou Lerchovu práci, referovati o nı́
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v semináři a napsati stručný referát. Tyto referáty budou podkladem pro konečné zhodnocenı́
Lerchova dı́la, které bude patrně ukončeno teprve po několika letech. Přı́stup do semináře majı́
posluchači ve 3. a 4. studijnı́m roce, absolventi matematiky a jinı́ vědečtı́ pracovnı́ci, pokud jsou
schopni s úspěchem se zúčastniti.

Dále se zabývejme pouze činnostı́ matematického semináře, jehož náplnı́ bylo většinou studium
diferenciálnı́ch rovnic. Poznamenejme, že někteřı́ studenti, kteřı́ se zúčastňovali těchto seminářů,
zůstali věrni problematice diferenciálnı́ch rovnic i ve své dalšı́ vědecké práci.

Seminář v zimnı́m a letnı́m semestru 1945/46:

V seznamu přednášek na zimnı́ semestr matematický seminář nenı́ uveden, o jeho činnosti
však existujı́ v archivu O. Borůvky doklady. V obou semestrech byla probı́rána teorie grup podle
knihy O. Borůvky Úvod to teorie grup (Královská česká společnost nauk, Praha, 1944, 80 str.).
Zapsáno bylo 25 posluchačů. V každém semináři referovali jeden nebo dva posluchači na zadané
téma z teorie grup.

Seminář v zimnı́m semestru 1946/47:

V semináři byly probı́rány vybrané statě z teorie diferenciálnı́ch rovnic. Zapsáno bylo 60 po-
sluchačů, z nichž referovali:

Datum Jméno Název referátu

23. 10. Z. Hustý Důkaz Ascoliovy věty o posloupnostech funkcı́
6. 11. V. Žižka O základnı́ch pojmech o dif. rovnici y′ = f(x, y)
13. 11. M. Novotný Existenčnı́ theorém o řešenı́ch systému diferenciál-

nı́ch rovnic v nekonečném oboru
20. 11., 4. 12.,
11. 12.

O. Hajkr O největšı́m a nejmenšı́m řešenı́ diferenciálnı́ rovnice
y′ = f(x, y) (podle práce: F. Montel, Sur l’intégrale
supériuere et l’intégrale inférieure d’une équation
différentielle. Bull. Sci math., (1923))

8. 1. B. Zendulka Věty o porovnánı́ řešenı́ dvou diferenciálnı́ch rovnic
(podle téže práce)

15. 1., 22. 1. B. Zendulka Věty o jednoznačnosti řešenı́ diferenciálnı́ rovnice
y′ = f(x, y) (podle téže práce)

29. 1. M. Novotný Existenčnı́ theorém o řešenı́ch systému diferenciál-
nı́ch rovnic v konečném oboru.

Pı́semné práce nebyly předloženy.
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Seminář v letnı́m semestru 1946/47:

V semináři byly probı́rány vybrané statě z teorie diferenciálnı́ch rovnic. Zapsáno bylo 55 po-
sluchačů, z nichž referovali:

Datum Jméno Název referátu

5. 3., 12. 3.,
19. 3.

M. Novotný Peanův existenčnı́ theorém o řešenı́ch systému dife-
renciálnı́ch rovnic. Lipschitzova podmı́nka pro sys-
témy diferenciálnı́ch rovnic

16. 4., 30. 4.,
7. 5., 14. 5.

I. Šantavý Referát o Kamkeově práci v Acta mathematica, sv.
52 (1929)

21. 5. V. Truneček Diskuse řešenı́ systému diferenciálnı́ch rovnic: u′ =
vw, v′ = −uw,w′ = −k2uv podle dı́la G. Sansone,
Equazioni differenziali nel campo reale. Parte prima.
(Bologna 1941)

11. 6. F. Gerža Pokračovánı́ v referátu o Kamkeově práci v Acta
mathematica, sv. 52

Mezi třemi předloženými pı́semnými pracemi se jedna týkala diferenciálnı́ch rovnic:

J. Sedláček Nová metoda k řešenı́ diferenciálnı́ rovnice y′ = f(x, y) pomocı́ po-
stupných aproximacı́ (podle W. Quadea, Math. Z. 45 (1942))

Seminář v zimnı́m semestru 1947/48:

V semináři byla probı́rána teorie grup podle knihy O. Borůvky Úvod do teorie grup. Zapsáno
bylo 84 posluchačů. Všechny ústnı́ referáty se týkaly teorie grup, mezi dvanácti předloženými
pı́semnými pracemi se dvě týkaly diferenciálnı́ch rovnic:

O. Hajkr O diferenciálnı́ rovnici y′ = k · f(x, y)
I. Šantavý O diferenciálnı́ rovnici y′ = f(x, y, t)
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Seminář v letnı́m semestru 1947/48:

V semináři bylo pokračováno ve výkladu teorie grup podle knihy O. Borůvky Úvod do teorie
grup. Zapsáno bylo 69 posluchačů. Všechny ústnı́ referáty se týkaly teorie grup, mezi pěti předlo-
ženými pı́semnými pracemi se jedna týkala diferenciálnı́ch rovnic:

J. Barnet O diferenciálnı́ch rovnicı́ch 2. řádu

Seminář v zimnı́m semestru 1948/49:

V semináři byly probı́rány otázky z teorie diferenciálnı́ch rovnic. Zapsáno bylo 54 posluchačů,
z nichž referovali:

Datum Jméno Název referátu

13. 10., 20. 10. F. Zapletal O dvojných nekonečných řadách
27. 10., 3. 11. J. Václavı́k O řešenı́ diferenciálnı́ rovnice y′ = f(x, y), když

f(x, y) je analytická funkce
10. 11, 17. 11.,
24. 11.

S. Krohová O diskusi řešenı́ diferenciálnı́ rovnice y′ = g(y)f(x)

1. 12., 15. 12.,
12. 1.

J. Polášek O řešenı́ch diferenciálnı́ rovnice y′ = f(x, y) ve
tvaru Ψ(x, y) = k

19. 1., 26. 1. L. Kosková Pokračovánı́ předešlého referátu
26. 1., 2. 2. M. Mikulı́k O největšı́m a nejmenšı́m integrálu diferenciálnı́ rov-

nice y′ = f(x, y)

Předložené pı́semné práce se netýkaly diferenciálnı́ch rovnic.
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Seminář v letnı́m semestru 1948/49:

V semináři byly probı́rány otázky z teorie diferenciálnı́ch rovnic. Zapsáno bylo 37 posluchačů,
z nichž referovali:

Datum Jméno Název referátu

2. 3., 9. 3.,
16. 3.

M. Mikulı́k O největšı́m a nejmenšı́m řešenı́ diferenciálnı́ rovnice
y′ = f(x, y) (podle Montela)

23. 3., 30. 3. M. Mikulı́k O důkaze Perronova existenčnı́ho theorému na zá-
kladě Montelovy práce

6. 4., 4. 5. O. Krobath O řešenı́ diferenciálnı́ rovnice 0 = f(x, y, y′)
11. 5. M. Černohorský O řešenı́ch diferenciálnı́ rovnice Besselovy x2y′′ +

xy′ + (x2 − n2)y = 0
25. 5. J. Široký Clairautova diferenciálnı́ rovnice

Mezi šesti pı́semnými pracemi se dvě týkaly diferenciálnı́ch rovnic:

M. Kovářová O řešenı́ diferenciálnı́ rovnice 1. řádu v okolı́ singulárnı́ho bodu
J. Polášek Řešenı́ diferenciálnı́ch rovnic v okolı́ singulárnı́ho bodu

Seminář v zimnı́m a letnı́m semestru 1949/50:

V obou semestrech byla probı́rána teorie grup podle knihy O. Borůvky Úvod do teorie grup.
Zapsáno bylo 32 posluchačů v zimnı́m a 23 v letnı́m semestru. Všechny přednesené referáty se
týkaly teorie grup.

Činnostı́ tohoto matematického semináře jsme se podrobně zabývali předevšı́m z toho důvodu,
že ho lze považovat za základ, z něhož vyrostl vědecký seminář pro studium diferenciálnı́ch rov-
nic. Také mnozı́ ze studentů matematického semináře se později stali aktivnı́mi členy vědeckého
semináře, např. Z. Hustý, M. Novotný, I. Šantavý, M. Mikulı́k nebo J. Široký. Podrobněji o činnosti
semináře pro studium diferenciálnı́ch rovnic pojednáme ve IV. části této práce.

Z předchozı́ch poznámek vı́me, že O. Borůvka začal ihned po roce 1945 vést přednášky
z diferenciálnı́ch rovnic. Navázal tı́m na své přednášky předválečné. V této době byl také jediným
přednášejı́cı́m tohoto předmětu. Přibližně od poloviny padesátých let začali diferenciálnı́ rovnice
přednášet i jeho mladšı́ kolegové, jako M. Zlámal nebo M. Ráb.

Přehled o všech přednáškách z diferenciálnı́ch rovnic a jejich přednášejı́cı́ch na Přı́rodovědecké
fakultě MU od jejı́ho založenı́ do roku 1960 dává následujı́cı́ tabulka.
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Rok Semestr Přednášejı́cı́ Název přednášky
(počet hodin
týdně)

1922/23 L(3) B. Hostinský Integrálnı́ počet a differenciálnı́ rovnice
1923/24 Z(5)+L(5) E. Čech Diferenciálnı́ rovnice
1927/28 Z(3)+L(2) E. Čech Diferenciálnı́ rovnice
1930/31 Z(2)+L(2) J. Kaucký Diferenciálnı́ rovnice
1932/33 L(5) O. Borůvka Diferenciálnı́ rovnice
1934/35 L(3) O. Borůvka Diferenciálnı́ rovnice
1936/37 Z(5)+L(5) O. Borůvka Diferenciálnı́ rovnice
1937/38 L(2) E. Čech Diferenciálnı́ rovnice
1938/39 L(3) E. Čech Diferenciálnı́ rovnice
1939/40 Z(2) O. Borůvka Diferenciálnı́ rovnice
1945/46 Z(5)+L(5) O. Borůvka Diferenciálnı́ rovnice
1947/48 Z(5)+L(5) O. Borůvka Diferenciálnı́ rovnice
1948/49 Z(5)+L(5) O. Borůvka Diferenciálnı́ rovnice vyššı́ch řádů
1950/51 O. Borůvka Diferenciálnı́ rovnice
1953/54 O. Borůvka Diferenciálnı́ rovnice

M. Zlámal, M. Ráb Parciálnı́ diferenciálnı́ rovnice
1954/55 O. Borůvka Diferenciálnı́ rovnice

L. Seifert, V. Horák Diferenciálnı́ rovnice
1955/56 O. Borůvka Diferenciálnı́ rovnice

L. Seifert, V. Horák Diferenciálnı́ rovnice
1956/57 E. Barvı́nek Obyčejné diferenciálnı́ rovnice

M. Zlámal Parciálnı́ diferenciálnı́ rovnice
1957/58 M. Zlámal, E. Barvı́nek Diferenciálnı́ rovnice

M. Ráb Diferenciálnı́ rovnice obyčejné
M. Zlámal Parciálnı́ diferenciálnı́ rovnice

1958/59 M. Ráb, M. Zlámal Diferenciálnı́ rovnice 2. řádu
O. Borůvka Diferenciálnı́ rovnice obyčejné

1959/60 M. Ráb Lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice 2. řádu

Pedagogické činnosti O. Borůvky v padesátých letech se nebudeme dále věnovat, pouze
poznamenejme, že rozvoj celé univerzity byl v padesátých letech velmi podstatně ovlivněn různými
změnami v organizaci studia a ve struktuře jednotlivých pracovišt’.

Od začátku studijnı́ho roku 1948/49 vstoupila v platnost reforma vysokoškolského studia,
která se týkala jak organizace, tak i obsahu studia. Do života všech fakult se zaváděl pevnějšı́ řád,
který znamenal potlačenı́ někdejšı́ akademické svobody. Do té doby si každý posluchač mohl zapsat
libovolné přednášky, které se právě na fakultě konaly, a bylo na něm, které si vybere. Nejdůležitějšı́
bylo, aby na konci studia složil s úspěchem předepsané zkoušky. Nynı́ byl vypracován přesný sled
jednotlivých přednášek, seminářů a cvičenı́ pro celou dobu studia. Jejich návštěva se stala povinnou,
byla omezena možnost volby přednášek a cvičenı́ a vybudován pevný systém zkoušek. Došlo
ke zrušenı́ systému dvou státnı́ch zkoušek a nahrazenı́ systémem zkoušek dı́lčı́ch, zakončených
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zkouškou závěrečnou, jejı́ž součástı́ byla pı́semná diplomová práce. K tomu přistupovalo zavedenı́
výuky společenských nauk, marxismu-leninismu a později vojenská přı́prava. Byl změněn i systém
přijı́mánı́ na vysoké školy; bylo prosazováno hledisko přednostnı́ho přijı́mánı́ studentů z dělnických
rodin, byla zavedena směrná čı́sla pro jednotlivé obory a mnoho dalšı́ch administrativnı́ch opatřenı́.

V roce 1952 bylo na přı́rodovědecké fakultě zrušeno učitelské studium a zůstalo jen studium
odborné. Záhy se však ukázala nesmyslnost tohoto rozhodnutı́ a tak bylo od roku 1956 opět
učitelské studium v dvoupředmětových kombinacı́ch zavedeno.

Organizačnı́ zásahy do struktury školy měly svůj důsledek i ve změně jejı́ho názvu. Od podzimu
1954 přestala univerzita použı́vat svého původnı́ho názvu Masarykova a nazývala se brněnskou
univerzitou. Teprve v roce 1960 dostala nový název – Universita Jana Evangelisty Purkyně.

Organizačnı́ struktura kateder, zavedená počátkem padesátých let, umožňovala početnı́ růst
učitelských sil, odborných asistentů a asistentů. Představy o nutnosti specializace vedly ke vzniku
nových specializovaných pracovišt’, docházelo k osamostatňovánı́ jednotlivých oborů, k jejich
dalšı́mu členěnı́, slučovánı́ a rozdělovánı́, tak jak to odpovı́dalo potřebám rozvoje vědecké i peda-
gogické práce.

Z ústavu matematiky byla roku 1951 vytvořena katedra matematiky vedená K. Koutským, roku
1959 vznikla katedra algebry a geometrie pod vedenı́m F. Šika, roku 1963 katedra matematické
analýzy vedená M. Novotným a téhož roku dostala původnı́ katedra matematiky název katedra
numerické matematiky.

K organizačnı́mu uklidněnı́ a celkové stabilizaci docházı́ až v prvnı́ polovině šedesátých let.
To samozřejmě přispělo k novému rozvoji vědecké i pedagogické práce.

Poznámka k pedagogickému působenı́ O. Borůvky v Bratislavě

Již jsme se zmı́nili o tom, že O. Borůvka v poválečných letech vypomáhal s přednáškami i na jiných
fakultách. Za nejvýznamnějšı́ z této pedagogické činnosti O. Borůvky mimo Přı́rodovědeckou
fakultu MU lze považovat jeho dlouhodobé působenı́ (1947 – 1958) na Přı́rodovědecké fakultě
Komenského univerzity v Bratislavě.

Co přivedlo O. Borůvku k tomu, aby po dobu jedenácti a půl roku při plném úvazku v Brně
dojı́žděl přednášet do Bratislavy? Citujme z [B12]:

Když jsem jako malý hoch chodil se svým otcem, který byl učitelem na Moravském Slovácku,
po procházkách směrem k Veselı́ nad Moravou, dovı́dal jsem se od něj, že tam za těmi horami,
kterým se řı́ká Bı́lé Karpaty, žijı́ naši bratřı́ Slováci v krutém národnı́m a kulturnı́m útisku pod
mad’arskou nadvládou. Je přirozené, že mně pod vlivem této výchovy bylo Slovensko vždycky velmi
blı́zké. Když pak v r. 1946 hledal profesor Juraj Hronec, tehdy profesor na SVŠT v Bratislavě,
na brněnské universitě sı́ly pro výpomoc v přednáškách na bratislavské přı́rodovědecké fakultě,
neváhal jsem ani chvı́li, abych se k (bezplatné) činnosti přihlásil.

Původně měl O. Borůvka zahájit přednášky v Bratislavě již v zimnı́m semestru 1946/47.
Z důvodu velkého pracovnı́ho zatı́ženı́ v Brně však zahájil svoji činnost v Bratislavě až v letnı́m
semestru 1946/47. Citujme z dopisu O. Borůvky J. Hroncovi z 5. řı́jna 1946:

Jistě jste již ráčil z děkanstvı́ obdržeti zprávu, že jsem oznámil, že zahájı́m přednášky a cvičenı́
na tamnějšı́ přı́rodovědecké fakultě až v letnı́m běhu. Musel jsem se k tomuto odkladu rozhodnouti
(a učinil jsem tak vskutku s těžkým srdcem) protože, jak jsem Vám si dovolil ve svém prvnı́m dopise
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oznámiti, bude v tomto zimnı́m běhu trvati ještě můj úvazek (6 hod. přednášek + 2 hod. cvičenı́)
na zdejšı́ technice, při čemž budu muset vyzkoušet několik set posluchačů. Kromě toho, proti oče-
kávánı́, zahájı́ se v tomto zimnı́m běhu přednášky i na pedagogické fakultě zdejšı́ university, na
nı́ž jsem slı́bil vypomoci přednáškami již asi před rokem. Jde zde sice jenom o 3 hod. týdně, ale
protože toto všechno jest vedle mé normálnı́ povinnosti na zdejšı́ přı́rodovědecké fakultě, byla by
nynı́ jakákoli dalšı́ činnost na Vašı́ universitě nad mé sı́ly. V letnı́m běhu mně však odpadne můj
úvazek na zdejšı́ technice a proto určitě počı́tám s tı́m, že u Vás budu moci zahájiti činnost.

A tak O. Borůvka, počı́naje letnı́m semestrem 1946/47, dojı́žděl pravidelně přednášet do Brati-
slavy. Během této doby vedl přednášky na různá témata. Kromě vybraných kapitol z diferenciálnı́ch
rovnic, které přednášel nejčastěji, bylo možno slyšet jeho přednášky z teorie grup, matic, iracio-
nálnı́ch čı́sel, z teorie Lebesgueova integrálu, teorie mı́ry nebo integrálnı́ch rovnic.

Nutno řı́ci, že se O. Borůvka vždy se snažil, aby češtı́ a slovenštı́ matematikové navazovali co
nejužšı́ kontakty. Již od počátku svého působenı́ na Slovensku začal organizovat tzv. matematické
výlety, jichž se zpočátku zúčastňovali hlavně studenti z Brna a Bratislavy, ale postupem času se
přidávali i studenti a pedagogové z jiných českých a slovenských škol. Jeden rok organizovalo
výlet Brno, druhý rok Bratislava, vždy na nějaké pěkné mı́sto Čech nebo Slovenska. A tak vznikala
nová přátelstvı́ a všichni zı́skávali nenahraditelné kontakty.

A jak řı́kám, jezdil jsem tam 11 a půl roku a mám na tuto dobu ty nejlepšı́ vzpomı́nky. Setkal
jsem se tam s mladými lidmi, dychtivými, nadanými, charakternı́mi, které jsem si velmi oblı́bil.
Mnozı́ z nich jsou profesory na vysokých školách a dnes už pomalu odcházejı́ do důchodu. Tito moji
žáci působı́ nejen v Bratislavě, ale i v Košicı́ch a Žilině. Velmi rád jsem měl a mám např. nynějšı́ho
děkana MFF v Bratislavě profesora a nynı́ slovenského akademika Michala Greguše, s nı́mž mě
dodnes pojı́ nejlepšı́ přátelstvı́. A těch přátelských svazků tam mám skutečně velmi mnoho a myslı́m
si, že opravdu upřı́mných. [B17]
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III Teorie fázı́, dispersı́ a transformacı́
Cı́lem této části je vyložit Borůvkovu teorii fázı́, dispersı́ a transformacı́ lineárnı́ch diferenciálnı́ch
rovnic 2. řádu. Jedná se o velmi rozsáhlou a bohatou globálnı́ kvalitativnı́ teorii s vysokým stupněm
geometrizace a algebraizace. O. Borůvka shrnul základnı́ principy a výsledky této teorie ve své
monografii Lineare Differentialtransformationen 2. Ordnung [16], vydané v Berlı́ně v roce 1967
a v rozšı́řené verzi Linear Differential Transformations of the Second Order [25] vydané v Lon-
dýně roku 1971. Na tyto výsledky navázal Borůvkův žák a později jeho nejbližšı́ spolupracovnı́k
František Neuman, který vytvořil globálnı́ teorii transformacı́ pro rovnice n-tého řádu.

Náš výklad teorie fázı́, dispersı́ a transformacı́ vycházı́ z Borůvkova analytického přı́stupu
popsaného v jeho monografii [25]. Hlavnı́m cı́lem je vyložit tuto teorii stručně a srozumitelně
s důrazem na nejdůležitějšı́ Borůvkovy výsledky. Zvolili jsme přitom vlastnı́ přı́stup, částečně
odlišný od Borůvkovy knihy. Snažı́me se o výklad v „dnes použı́vaném matematickém stylu“,
tj. základnı́ pojmy uvádı́me v definicı́ch, základnı́ výsledky ve větách. Zdůrazňujeme to zde proto,
že Borůvkova monografie je sepsána dřı́vějšı́m stylem „jednolitého“ textu bez výrazných definic
pojmů, což poněkud komplikuje orientaci v textu.

Výklad Borůvkovy teorie je rozdělen na čtyři hlavnı́ kapitoly. Prvnı́ kapitola je věnována
připomenutı́ obecnějšı́ch pojmů, které budou později použı́vány. Jedná se předevšı́m o průvodnı́
diferenciálnı́ rovnici, konjugované body a typy diferenciálnı́ch rovnic. Je zde také zařazen odstavec
věnovaný transformaci závisle a nezávisle proměnné, kterou použijeme při odvozenı́ některých
důležitých výsledků.

Dalšı́ kapitoly jsou věnovány postupně teoriı́m fázı́, dispersı́ a transformacı́. Snažı́me se přitom
o zachovánı́ podobného schématu každé kapitoly a o uvedenı́ předpokladů, za nichž je daná teorie
budována. Jak již bylo řečeno, důležité pojmy jsou uvedeny v definicı́ch, důležitá tvrzenı́ ve větách.
Důkazy budeme provádět pouze v přı́padě, že se jedná o větu velmi důležitou nebo užijeme-li jiný
způsob důkazu než použı́vá O. Borůvka. U některých vět však z důvodu přı́lišné zdlouhavosti
důkazu uvádı́me pouze odkaz na důkaz v monografii [25].

Námi užı́vaná terminologie vycházı́ z překladů anglických termı́nů z monografie [25]. Je třeba
podotknout, že některé názvy se vlivem pracı́ dalšı́ch autorů postupem času pozměnily, my se však
snažı́me zachovat Borůvkovu původnı́ terminologii.

Vzniku teorie fázı́, dispersı́ a transformacı́ v rámci činnosti semináře pro studium diferenciál-
nı́ch rovnic a vlivu této teorie na vědeckou činnost dalšı́ch matematiků je věnována IV. část práce.
Při popisu témat probı́raných v semináři budeme často využı́vat pojmy z Borůvkovy teorie, což
je také důvodem zařazenı́ matematického výkladu této teorie před historické poznámky k jejı́mu
vzniku.
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Použitá označenı́

Označenı́ použitá pro rovnici (q) : y′′ = q(t)y

q . . . nosič rovnice
u, v, y . . . řešenı́
w . . . wronskián řešenı́
j . . . definičnı́ interval
t . . . nezávisle proměnná
′ = d

dt . . . derivace
α, β . . . prvnı́ a druhá fáze
ϕn, ψn, χn, ωn . . . centrálnı́ disperse 1. až 4. druhu
X . . . obecná disperse

Označenı́ použitá pro rovnici (Q) : Ÿ = Q(T )Y

Q . . . nosič rovnice
U , V , Y . . . řešenı́
W . . . wronskián řešenı́
J . . . definičnı́ interval
T . . . nezávisle proměnná
˙ = d

dT . . . derivace
A . . . prvnı́ fáze

Dalšı́ označenı́
C0(j) . . . třı́da všech spojitých funkcı́ na intervalu j
Ck(j) . . . třı́da všech funkcı́, jež majı́ na intervalu j spojitou

derivaci až do k-tého řádu včetně (k = 1, 2, . . . )
{h, t} . . . Schwarzovská derivace funkce h v bodě t
q̂ . . . nosič průvodnı́ rovnice (q̂) k rovnici (q)
y1 . . . řešenı́ průvodnı́ rovnice (q̂)
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1 Úvodnı́ poznámky

Tato kapitola je věnována úvodu do problematiky, zavedenı́ některých dále použı́vaných pojmů a
postupů. Vycházı́me přitom ze základnı́ho kurzu diferenciálnı́ch rovnic.

Připomeňme, že diferenciálnı́ rovnicı́ rozumı́me rovnici, v nı́ž vystupuje neznámá funkce a jejı́
derivace. Je-li hledaná funkce funkcı́ jedné proměnné, mluvı́me o obyčejné diferenciálnı́ rovnici,
je-li funkcı́ vı́ce proměnných (v rovnici vystupujı́ tedy parciálnı́ derivace), mluvı́me o parciálnı́
diferenciálnı́ rovnici. Řád nejvyššı́ derivace, obsažené v dané diferenciálnı́ rovnici, nazýváme řá-
dem této rovnice.

Velký význam při popisu jevů a dějů probı́hajı́cı́ch v přı́rodě hrajı́ parciálnı́ diferenciálnı́ rovnice
2. řádu, jejichž řešenı́ vede v mnoha přı́padech na řešenı́ obyčejných diferenciálnı́ch rovnic 1. nebo
2. řádu.

Obyčejné diferenciálnı́ rovnice 2. řádu však umı́me explicitně řešit jen ve velmi speciálnı́ch
přı́padech jako jsou rovnice s konstantnı́mi koeficienty, Eulerova rovnice nebo rovnice, jejı́miž
řešenı́mi jsou tzv. speciálnı́ funkce (Besselovy funkce, Airyho funkce nebo ortogonálnı́ polynomy).
Proto má velký význam tzv. kvalitativnı́ teorie rovnic 2. řádu, kdy jsou pomocı́ koeficientů rovnice
popsány vlastnosti řešenı́ rovnice, např. rozloženı́ nulových bodů. Jednou z těchto teoriı́ je Borův-
kova teorie fázı́, dispersı́ a transformacı́ pro lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice 2. řádu.

1.1 Homogennı́ lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice 2. řádu v Jacobiho tvaru

Úvodem připomeňme, co rozumı́me pod pojmem obyčejná homogennı́ lineárnı́ diferenciálnı́ rov-
nice 2. řádu.

Obyčejnou diferenciálnı́ rovnicı́ 2. řádu rozumı́me rovnici

F (t, y, y′, y′′) = 0,

nebo, je-li rozřešena vzhledem k nejvyššı́ derivaci, rovnici

y′′ = f(t, y, y′).

Obyčejnou lineárnı́ diferenciálnı́ rovnicı́ 2. řádu rozumı́me rovnici

y′′ + p1(t)y′ + p0(t)y = f(t), p1, p0, f ∈ C0(j).

Obyčejnou homogennı́ lineárnı́ diferenciálnı́ rovnicı́ 2. řádu rozumı́me rovnici

y′′ + p1(t)y′ + p0(t)y = 0, p1, p0 ∈ C0(j). (a)

Hlavnı́m objektem zkoumánı́ v Borůvkově teorii fázı́, dispersı́ i transformacı́ je obyčejná
homogennı́ lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice 2. řádu ve speciálnı́m tzv. Jacobiho tvaru

y′′ = q(t)y, q ∈ C0(j), (q)
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kde j = (a, b), −∞ ≤ a < b ≤ ∞. Funkci q(t) budeme nazývat nosič rovnice (q).

Vidı́me, že rovnice (q) je speciálnı́m tvarem rovnice (a). Přitom platı́, že každou rovnici tvaru
(a) lze jednoduše transformovat na rovnici tvaru (q). Jednou z možnostı́, za předpokladu p1 ∈ C1,
je transformace

y(t) = e
− 1

2

R t
t0
p1(σ)dσ

z(t).

Uvedený předpoklad spojitosti koeficientů uvažovaných diferenciálnı́ch rovnic na intervalu j
je přitom garantem existence a jednoznačnosti řešenı́ každé tzv. Cauchyovy počátečnı́ úlohy.

Definice 1.1.1 Řešenı́m rovnice (q) budeme rozumět funkci y ∈ C2 definovanou na intervalu
i ⊆ j, která danou rovnici splňuje, tj. pro t ∈ i je y′′(t) = q(t)y(t).

Bod t ∈ i, pro nějž platı́ y(t) = 0, nazýváme nulovým bodem řešenı́ y.

Je zřejmé, že nulová funkce y = 0 je vždy řešenı́m rovnice (q). Toto tzv. triviálnı́ řešenı́
však v dalšı́ch úvahách nebudeme uvažovat a pod pojmem řešenı́ budeme rozumět pouze řešenı́
netriviálnı́.

Jsou-liu(t), v(t) řešenı́ rovnice (q), pak také jejich libovolná lineárnı́ kombinace y = c1u+c2v,
kde c1, c2 jsou libovolná čı́sla, je řešenı́m rovnice (q).

Definice 1.1.2 Necht’funkce u(t), v(t) majı́ v intervalu j spojité prvnı́ derivace. Pak determinant

w(t) =

∣∣∣∣
u(t) v(t)
u′(t) v′(t)

∣∣∣∣

se nazývá Wronského determinant, neboli wronskián přı́slušný k funkcı́m u, v.

Jsou-li u, v řešenı́mi rovnice (q), pak jejich wronskián w = uv′ − u′v má na intervalu j
konstantnı́ hodnotu. To plyne z toho, že w′(t) = 0 na j.

Připomeňme také, že řešenı́ u(t), v(t) jsou lineárně závislá, je-liw(t) = 0 a lineárně nezávislá,
je-li w(t) 6= 0 v libovolném bodě t ∈ j.

Definice 1.1.3 Necht’ u, v jsou lineárně nezávislá řešenı́ rovnice (q). Pak uspořádanou dvojici
(u, v) těchto řešenı́ nazýváme báze rovnice (q).

Je-li (u, v) v intervalu j báze rovnice (q), pak každé řešenı́ y této rovnice lze v intervalu j
vyjádřit ve tvaru y(t) = c1u(t) + c2v(t), kde c1, c2 jsou vhodné konstanty. Řı́káme, že y(t) je
obecným řešenı́m rovnice (q).

Přı́klad. Funkce u(t) = cos t, v(t) = sin t jsou v intervalu (−∞,∞) řešenı́mi rovnice

y′′ = −y. (?)

Snadno zjistı́me, že tato řešenı́ jsou lineárně nezávislá, nebot’w = 1, a lze je tedy považovat za
bázi rovnice (?). Obecné řešenı́ rovnice (?) je

y = c1 cos t+ c2 sin t.
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Některé vlastnosti řešenı́ rovnice (q)

• Necht’t0 ∈ j a necht’y0, y′0 jsou libovolná reálná čı́sla. Počátečnı́ problém

y′′ = q(t)y, y(t0) = y0, y′(t0) = y′0

má právě jedno řešenı́ definované na celém intervalu j.

• Je-li u řešenı́ rovnice (q), u(t) 6= 0 na i ⊆ j, pak funkce v daná vztahem

v(t) = u(t)
∫ t

t0

ds

u2(s)
,

kde t0 ∈ i, je také řešenı́m rovnice (q) na i, a to takovým, že řešenı́ u, v jsou lineárně
nezávislá a wronskián w = 1 na intervalu i.

• Všechna řešenı́ diferenciálnı́ rovnice (q) tvořı́ dvourozměrný lineárnı́ prostor r, který nazý-
váme prostorem řešenı́. Každá uspořádaná dvojice lineárně nezávislých řešenı́ u, v rovnice
(q) tvořı́ bázi (u, v) prostoru řešenı́ r a každé řešenı́ y ∈ r je pak jednoznačně určeno
konstantnı́mi souřadnicemi c1, c2 v bázi (u, v), tj. y = c1u+ c2v. A naopak, každému bodu
(c1, c2) v kartézské soustavě souřadnic odpovı́dá právě jedno řešenı́ y ∈ r se souřadnicemi
c1, c2 v bázi (u, v).

• Báze (u, v) určuje rovinnou křivku, která je dána parametricky rovnicemi x1 = u(t), x2 =
v(t), t ∈ j. Chápeme-li t jako čas, pak je tato křivka trajektoriı́ bodu P (t) = P [u(t), v(t)]
v rovině (x1, x2).

Nulové body řešenı́

Řı́káme, že nulové body t1, t2 řešenı́ u(t) jsou sousednı́, když je u(t1) = u(t2) = 0 a pro
s ∈ (t1, t2) je u(s) 6= 0.

Některé vztahy mezi nulovými body řešenı́ rovnice (q):

• Je-li nosič q 6= 0, pak mezi dvěma sousednı́mi nulovými body řešenı́ y rovnice (q) ležı́
právě jeden nulový bod derivace y′ a mezi dvěma sousednı́mi nulovými body derivace y′

ležı́ právě jeden nulový bod řešenı́ y.

• Jestliže mezi dvěma sousednı́mi nulovými body řešenı́ y rovnice (q) nebo mezi dvěma
sousednı́mi nulovými body derivace y′ nebo mezi nulovým bodem řešenı́ y a nulovým
bodem derivace y′ je nosič q 6= 0, pak musı́ být mezi těmito body záporný, tj. q < 0.

• Sturmova věta:
Necht’u, v jsou dvě lineárně nezávislá řešenı́ rovnice (q) a necht’jsou dány body t1, x1 ∈ j,
t1 < x1. Pak platı́:

1. Necht’u(t1) = u(x1) = 0, u(t) 6= 0 pro t ∈ (t1, x1). Pak řešenı́ v má v intervalu
(t1, x1) právě jeden nulový bod.

29



2. Necht’u′(t1) = u′(x1) = 0, u′(t) 6= 0 pro t ∈ (t1, x1). Pak funkce v′ má v intervalu
(t1, x1) právě jeden nulový bod.

3. Necht’u′(t1) = u(x1) = 0, u(t) 6= 0 pro t ∈ (t1, x1). Pak, je-li t2 < t1, v′(t2) = 0,
pak řešenı́ v má nulový bod x2 ∈ (t2, x1) a je-li x2 > x1, v(x2) = 0, pak funkce v′

má nulový bod t2 ∈ (t1, x2).

4. Necht’u(t1) = u′(x1) = 0, u(t) 6= 0 pro t ∈ (t1, x1). Pak, je-li t2 < t1, v(t2) = 0,
pak funkce v′ má nulový bod x2 ∈ (t2, x1) a je-li x2 > x1, v′(x2) = 0, pak funkce v
má nulový bod t2 ∈ (t1, x2).

Oscilatoričnost rovnice (q)

Definice 1.1.4 Řešenı́ y diferenciálnı́ rovnice (q) se nazývá oscilujı́cı́, má-li na intervalu j neko-
nečně mnoho nulových bodů. V opačném přı́padě mluvı́me o řešenı́ neoscilujı́cı́m.

Všimněme si, že nulové body řešenı́ y nemohou mı́t hromadný bod ξ uvnitř intervalu j.
V takovém přı́padě by totiž bylo y(ξ) = y′(ξ) = 0, takže by vzhledem k jednoznačnosti řešenı́
každého počátečnı́ho problému rovnice (q) muselo být y(t) = 0, což je triviálnı́ řešenı́ a to
jsme z našich úvah vyloučili. Má-li tedy řešenı́ y nekonečně mnoho nulových bodů, pak je jejich
hromadným bodem bud’levý nebo pravý koncový bod intervalu j.

Ze Sturmovy věty plyne, že všechna řešenı́ y rovnice (q) majı́ na intervalu j stejný oscilatorický
charakter, tj. bud’ konečný nebo nekonečný počet nulových bodů. Tedy, osciluje-li jedno řešenı́
rovnice (q), pak oscilujı́ všechna řešenı́ a rovnice se nazývá oscilatorická. V opačném přı́padě
mluvı́me o neoscilatorické diferenciálnı́ rovnici.

Oscilatoričnost rovnice (q) úzce souvisı́ s hodnotou nosiče q. Existuje velká řada kritériı́, jež
tento vztah popisujı́. Uved’me pro ukázku některá z nich:

• Diferenciálnı́ rovnice (q) je na intervalu j neoscilatorická, jestliže pro každé t ∈ j platı́
q(t) ≥ 0.

• Diferenciálnı́ rovnice (q) je oscilatorická na j, jestliže existuje vlastnı́ nebo nevlastnı́ limita
limt→∞ q(t) taková, že

lim
t→∞ q(t) < 0.

• (Kneserova věta) Necht’j =< t0,∞), t0 > 0. Diferenciálnı́ rovnice (q) je oscilatorická na
j, jestliže pro každé t ∈ j platı́

q(t) ≤ −1 + δ

4t2
, kde δ > 0

a neoscilatorická na j, jestliže pro každé t ∈ j platı́

− 1
4t2

≤ q(t) < 0.

Přı́klady.

1. Rovnice y′′ = y je na intervalu (−∞,∞) neoscilatorická, nebot’q(t) = 1 > 0.

30



2. Rovnice y′′ = −y je na intervalu (−∞,∞) oscilatorická, nebot’limt→∞ q(t) = −1 < 0.

3. Rovnice

y′′ = −(1 +
1− 4n2

t2
)y,

kde n je libovolná konstanta, je na intervalu (0,∞) oscilatorická, nebot’ limt→∞ q(t) =
−1 < 0.

4. Rovnice
y′′ =

c

t2
y,

kde c je libovolná konstanta, je na intervalu (0,∞) oscilatorická pro všechna c < −1
4 a

neoscilatorická pro všechna c ≥ −1
4 .

Na začátku jsme ukázali, že každou diferenciálnı́ rovnici (a) lze přetransformovat na diferen-
ciálnı́ rovnici tvaru (q). Tato transformace má tu vlastnost, že nulové body řešenı́ rovnice (a) jsou
nulovými body řešenı́ rovnice (q) (zachovává oscilatoričnost řešenı́ rovnic (a) a (q)). Při studiu
oscilatorických vlastnostı́ se proto stačı́ omezit na rovnice tvaru (q).

Typ a druh rovnice (q)

Pomocı́ nulových bodů jsme zavedli pojmy oscilatorické a neoscilatorické rovnice. Nynı́ toto
rozdělenı́ rovnic založené na počtu nulových bodů rozšı́řı́me o pojmy typ a druh diferenciálnı́
rovnice. S těmito pojmy, jež zavedl O. Borůvka, se budeme dále často setkávat.

Definice 1.1.5 Řekneme, že diferenciálnı́ rovnice (q) je konečného typu m (m = 1, 2, . . . ), je-li
neoscilatorická a existuje-li řešenı́ rovnice (q) sm nulovými body na intervalu j a neexistuje řešenı́
s m+ 1 nulovými body.

Dále řekneme, že rovnice (q) konečného typu m je obecného druhu, existujı́-li dvě lineárně
nezávislá řešenı́ s m − 1 nulovými body na intervalu j. V ostatnı́ch přı́padech řı́káme, že je
speciálnı́ho druhu.

Diferenciálnı́ rovnice (q) se nazývá nekonečného typu, je-li oscilatorická na intervalu j. Rov-
nice nekonečného typu dále rozdělujeme podle druhu na vlevo a vpravo oscilatorické a oboustranně
oscilatorické.

Přı́klad. Uvažujme rovnici y′′ = −y na intervalu j.
Je-li j = (0, π2 ), pak je tato rovnice konečného typu 1, obecného druhu, nebot’ na intervalu

j neexistuje řešenı́ se dvěma nulovými body, existuje řešenı́ s jednı́m nulovým bodem a zároveň
existujı́ dvě lineárně nezávislá řešenı́, která nemajı́ na tomto intervalu žádný nulový bod.

Je-li j = (0, π), pak je tato rovnice konečného typu 1, speciálnı́ho druhu, nebot’na intervalu j
neexistuje řešenı́ se dvěma nulovými body, existuje řešenı́ s jednı́m nulovým bodem a neexistujı́
dvě lineárně nezávislá řešenı́, která nemajı́ na tomto intervalu žádný nulový bod.

Je-li j = (−∞,∞), pak je tato rovnice nekonečného typu, oboustranně oscilatorického druhu,
nebot’na intervalu j majı́ všechna řešenı́ nekonečně mnoho nulových bodů.
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1.2 Transformace závisle a nezávisle proměnné

V dalšı́m textu se v mnohých důkazech a odvozenı́ch setkáme s transformacı́ závisle a nezávisle
proměnné. Věnujme se proto obecnému odvozenı́ tvaru těchto transformacı́ podrobněji.

Uvažujme diferenciálnı́ rovnici

Ÿ = Q(T )Y, Q(T ) ∈ C0(J), (Q)

kde ˙ = d/dT .
Provedeme-li transformaci závisle proměnné Y na y a nezávisle proměnné T na t, dostaneme

rovnici
y′′ = q(t)y, q(t) ∈ C0(j). (q)

Nadále budeme v celé práci použı́vat označenı́ pro derivaci podle proměnné t, resp. T

′ =
d

dt
, ˙=

d

dT
.

Ukažme nynı́, jak lze tyto transformace provést, tj. jak lze vzájemně transformovat diferenci-
álnı́ rovnice (Q) a (q). Vlastnı́ transformaci provedeme ve dvou krocı́ch, v prvnı́m transformujeme
závisle proměnnou a v druhém nezávisle proměnnou.

Transformace závisle proměnné

Necht’funkce y je řešenı́m rovnice (q) a položme y(t) = h(t)z(t) za předpokladu, že funkce
h ∈ C2, h(t) 6= 0 pro každé t ∈ j. Pak y′ = h′z + hz′ a y′′ = h′′z + 2h′z′ + hz′′. Dosazenı́m
derivacı́ do rovnice (q) dostaneme

h2z′′ + 2hh′z′ = h(−h′′ + qh)z,

tj.

(h2z′)′ = h(−h′′ + qh)z. (1.2.1)

Transformace nezávisle proměnné

Necht’z(t) je řešenı́m (1.2.1) a položme z(t) = Y (T ), T = X(t) za předpokladu, že funkce
X ∈ C2, X ′(t) 6= 0 pro každé t ∈ j. Touto transformacı́ chceme transformovat rovnici (1.2.1) na
rovnici (Q). Dosazenı́m derivacı́ vztahu z(t) = Y (X(t)), tj.

z′(t) = Ẏ (X(t))X ′(t), z′′(t) = Ÿ (X(t))X ′ 2(t) + Ẏ (X(t))X ′′(t)

do rovnice (1.2.1) dostáváme

h(t)X ′ 2(t)Ÿ (X(t)) + (2h′(t)X ′(t) + h(t)X ′′(t))Ẏ (X(t)) = (−h′′(t) + q(t)h(t))Y (X(t)).
(1.2.2)

Protože chceme dostat rovnici (Q), tj. rovnici, která má koeficient u prvnı́ derivace nulový,
položı́me

2h′(t)X ′(t) + h(t)X ′′(t) = 0.
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Substitucı́ η(t) = X ′(t) obdržı́me rovnici 1. řádu 2η(t)h′(t) + η′(t)h(t) = 0, jejı́mž řešenı́m je
funkce η(t) = X ′(t) = h−2(t). Dosazenı́m tohoto výsledku zpět do vztahu (1.2.2) dostáváme

h−3(t)Ÿ (X(t)) = (−h′′(t) + q(t)h(t))Y (X(t)),

odkud obdržı́me rovnici (Q) ve tvaru

Ÿ (X(t)) = h3(t)(−h′′(t) + q(t)h(t))Y (X(t)). (1.2.3)

Ze vztahu X ′(t) = h−2(t) plyne

X(t) =
∫ t

t0

h−2(σ)dσ.

Označı́me-li T = X(t), lze rovnici (1.2.3) psát ve tvaru

Ÿ (T ) = Q(T )Y (T ),

kde
Q(T ) = h3(t)(−h′′(t) + q(t)h(t)), t = X−1(T ).

Uvedené výsledky budeme dále využı́vat, zformulujme je proto do věty.

Věta 1.2.1 Necht’ je dána funkce h ∈ C2(j), h(t) 6= 0 pro každé t ∈ j.
(i) Funkce y(t) daná vztahem

y(t) = h(t)z(t)

je řešenı́m rovnice
y′′ = q(t)y

právě tehdy, když je funkce z(t) řešenı́m rovnice

(h2z′)′ = h(−h′′ + qh)z.

(ii) Funkce z(t) daná vztahem

z(t) = Y (T ), T = X(t) =
∫ t

t0

h−2(σ)dσ

je řešenı́m rovnice
(h2z′)′ = h(−h′′ + qh)z

právě tehdy, když je funkce Y (T ) řešenı́m rovnice

Ÿ = Q(T )Y,

kde Q(T ) = h3(t)(−h′′(t) + q(t)h(t)), t = X−1(T ).
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Důsledek 1.2.2 Necht’ je dána funkce h ∈ C2(j), h(t) 6= 0 pro každé t ∈ j. Transformace

y(t) = h(t)Y (T ), T =
∫ t

t0

h−2(σ)dσ (1.2.4)

převádı́ řešenı́ Y rovnice (Q) na intervalu J na řešenı́ y rovnice (q) na intervalu j, přičemž platı́
Q(T ) = h3(t)(−h′′(t) + q(t)h(t)).

V souvislosti s transformacemi závisle a nezávisle proměnné uved’me větu o transformaci
rovnice v tzv. recipročnı́ rovnici. Tato věta, kterou obecně pro systémy rovnic 2. řádu dokázal
J. H. Barrett [C21], dává do souvislosti řešenı́ a jeho derivaci. O jejı́ platnosti se lze přesvědčit
přı́mým derivovánı́m.

Věta 1.2.3 Necht’ jsou dány funkce r ∈ C2(j), p ∈ C2(j) a transformace

z =
y′

r
.

Funkce y je řešenı́m rovnice

(
y′

r
)′ = py (1.2.5)

právě tehdy, když funkce z je řešenı́m tzv. recipročnı́ rovnice

(
z′

p
)′ = rz. (1.2.6)

Závěrem poznamenejme, že metoda transformace proměnných se často použı́vá při odvozovánı́
oscilatorických a neoscilatorických vlastnostı́ diferenciálnı́ch rovnic druhého a vyššı́ch řádů.

1.3 Schwarzovská derivace

Uved’me základnı́ informace o tzv. Schwarzovské derivaci, s nı́ž se budeme v dalšı́m textu často
setkávat.

Bud’h : I → R, h ∈ C3(I), h′(t) 6= 0 na intervalu I . Symbolem {h, t} označme výraz

{h, t} =
1
2
h′′′(t)
h′(t)

− 3
4
h′′ 2(t)
h′ 2(t)

. (1.3.1)

Pak {h, t} nazýváme Schwarzovskou derivacı́ funkce h v bodě t ∈ I .

Věta 1.3.1 Schwarzovská derivace funkce h : I → R, h ∈ C3(I), h′ 6= 0 splňuje vztah

{h, t} = −
√
|h′(t)|

(
1√
|h′(t)|

)′′
pro každé t ∈ I (1.3.2)

a pro složenou funkci h(k(x)), k ∈ C3(J), k′ 6= 0, k(J) ⊆ I platı́

{h(k(x)), x} = {h, k(x)}k′ 2(x) + {k, x}. (1.3.3)
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1.4 Průvodnı́ diferenciálnı́ rovnice (q̂)

V tomto odstavci zavedeme pojem tzv. průvodnı́ diferenciálnı́ rovnice, která má význam pro popis
nulových bodů derivace řešenı́ y rovnice (q), jinými slovy, pro popis možných lokálnı́ch extrémů
řešenı́ y rovnice (q). Předpokládejme, že nosič q rovnice (q) je všude nenulový a q ∈ C2.

Definice 1.4.1 Mějme rovnici (q) s nosičem q 6= 0, q ∈ C2(j). Průvodnı́ diferenciálnı́ rovnicı́ (q̂)
k rovnici (q) na intervalu j rozumı́me rovnici tvaru

y′′1 = q̂(t)y1, (q̂)

kde

q̂(t) = q(t)− 1
2
q′′(t)
q(t)

+
3
4
q′ 2(t)
q2(t)

. (1.4.1)

Poznámka. Nosič průvodnı́ rovnice (q̂) může být ekvivalentně vyjádřen vztahem

q̂(t) = q(t) +
√
|q(t)|

(
1√
|q(t)|

)′′
(1.4.2)

nebo pomocı́ Schwarzovské derivace vztahem

q̂(t) = q(t)− {
∫ t

t0

q(σ)dσ, t} (t0 ∈ j).

Význam průvodnı́ rovnice spočı́vá v následujı́cı́ větě. Ta udává vztah mezi řešenı́mi rovnic (q)
a (q̂) a v důsledku toho umožňuje studovat rozloženı́ nulových bodů řešenı́ a extrémů řešenı́.

Věta 1.4.2 Funkce y1(t) daná vztahem

y1(t) =
y′(t)√
|q(t)| (1.4.3)

je řešenı́m průvodnı́ rovnice (q̂) právě tehdy, když funkce y(t) je řešenı́m rovnice (q).

Důkaz.
V důkazu využijeme Vět 1.2.1 a 1.2.3.
Necht’y je řešenı́m rovnice (q). Podle Věty 1.2.3 je y řešenı́m rovnice (q) právě tehdy, když je funkce

z = y′ řešenı́m recipročnı́ rovnice

(
z′

q
)′ = z. (1.4.4)

Chceme-li tuto rovnici převést na rovnici v Jacobiho tvaru, použijeme transformaci závisle proměnné
y1 = h(t)z, popsanou ve Větě 1.2.1.
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Podle Věty 1.2.1 (i) je funkce z řešenı́m rovnice (1.4.4) právě tehdy, když je funkce y1 = h(t)z řešenı́m
rovnice y′′1 = q̂y1. Z tvaru těchto rovnic plyne, že

h2 =
1
q

a h(−h′′ + q̂h) = 1. (1.4.5)

Tedy pro funkci y1, jež je řešenı́m rovnice (q̂), platı́

y1 = h(t)z =
z√
|q| =

y′√
|q| .

Ze vztahu (1.4.5) plyne, že pro nosič q̂ rovnice (q̂) platı́

q̂ =
1
h

(
1
h

+ h′′) =
1
h2

+
h′′

h
= q +

√
|q|h′′.

Derivacı́ funkce h dostáváme

h′ = −1
2

q′

q
√
|q| , h′′ =

3
4

q′2

q2
√
|q| −

1
2

q′′

q
√
|q| ,

odkud plyne

q̂ = q − 1
2
q′′

q
+

3
4
q′2

q2
.

1.5 Konjugované body

Na vztahu mezi nulovými body řešenı́, resp. nulovými body řešenı́ a jeho derivace, je založena
následujı́cı́ definice konjugovaných bodů.

Definice 1.5.1 Necht’t ∈ j je libovolný bod.
Je-li y takové řešenı́ rovnice (q), že y(t) = 0, pak bod x ∈ j (x 6= t), pro nějž platı́ y(x) = 0,

nazýváme 1-konjugovaný s bodem t a bod x ∈ j (x 6= t), pro nějž platı́ y′(x) = 0, nazýváme
3-konjugovaný s bodem t.

Je-li y takové řešenı́ rovnice (q), že y′(t) = 0, pak bod x ∈ j (x 6= t), pro nějž platı́ y′(x) = 0,
nazýváme 2-konjugovaný s bodem t a bod x ∈ j (x 6= t), pro nějž platı́ y(x) = 0, nazýváme
4-konjugovaný s bodem t.

t x
y

k = 1

t x
y

k = 3

t
x

y

k = 2

t
x

y

k = 4

Obr. 1 Bod x je k-konjugovaný s bodem t
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Poznámky.

• k-konjugovaný bod (k = 1, 2, 3, 4) bývá často také označován jako konjugovaný bod k-tého
druhu.

• Je-li x k-konjugovaný s bodem t a x < t, řı́káme, že x je levý k-konjugovaný bod, je-li
x > t, pravý k-konjugovaný bod, přı́padně podle počtu a pořadı́ takových bodů mluvı́me
o n-tém levém nebo n-tém pravém k-konjugovaném bodě s bodem t.

• Konjugované body jsou charakteristickou vlastnostı́ diferenciálnı́ rovnice (q) invariantnı́
ke konkrétnı́ volbě řešenı́, resp. báze u, v. Vı́me totiž, že dvě řešenı́ rovnice (q), které
majı́ společný nulový bod nebo jejichž derivace majı́ společný nulový bod, se lišı́ pouze
o konstantnı́ násobek. Z toho plyne, že všechny jejich nulové body a všechny nulové body
jejich derivacı́ jsou shodné. Proto můžeme mluvit o konjugovaných bodech rovnice (q) mı́sto
o konjugovaných bodech jednotlivých řešenı́.

• S ohledem na k-konjugované body (k = 1, 2, 3, 4) můžeme rozdělit rovnice (q) na dvě
třı́dy podle toho, jestli v intervalu j k-konjugované body existujı́ nebo neexistujı́. V prvnı́m
přı́padě řı́káme, že rovnice má k-konjugované body, v druhém přı́padě, že rovnice nemá
k-konjugované body.

Závěrem uved’me větu, jež udává vztahy mezi řešenı́mi rovnice (q) ve dvou různých bodech
intervalu j.

Věta 1.5.2 Necht’ (u, v) je libovolná báze rovnice (q). Pak pro libovolné body t, x ∈ j, t 6= x
platı́:

1) u(t)v(x)− u(x)v(t) = 0 právě tehdy, když t, x jsou 1-konjugované,
2) u′(t)v′(x)− u′(x)v′(t) = 0 právě tehdy, když t, x jsou 2-konjugované,
3) u(t)v′(x) − u′(x)v(t) = 0 právě tehdy, když x je 3-konjugovaný bod s bodem t a t je

4-konjugovaný bod s bodem x.

Důkaz.
Dokažme prvnı́ z předchozı́ch tvrzenı́.

a) Necht’ t, x jsou dva různé body intervalu j a necht’platı́ vztah u(t)v(x) − u(x)v(t) = 0. Pak lineárnı́
rovnice

c1u(t) + c2v(t) = 0, c1u(x) + c2v(x) = 0

jsou splněny pro libovolné hodnoty c1, c2, c21 + c22 6= 0 a body t, x jsou nulové body řešenı́
y = c1u+ c2v rovnice (q). Tedy t a x jsou 1-konjugované body.

b) Necht’ t a x jsou 1-konjugované body. Pak t 6= x a existuje řešenı́ y = c1u + c2v rovnice (q), které
procházı́ body t a x a c21 + c22 6= 0. Z toho plyne dokazovaný vztah.
Dalšı́ vztahy dokážeme analogicky.

Přı́klad. Uvažujme rovnici y′′ = −y na intervalu j.
Necht’ |j| značı́ délku intervalu j. Pak pro 0 < |j| ≤ π

2 rovnice nemá konjugované body, pro
π
2 < |j| ≤ π má rovnice 3-konjugované a 4-konjugované body a pro π < |j| má konjugované
body všech druhů.
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2 Teorie fázı́

V této kapitole se seznámı́me s teoriı́ jistých funkcı́ jedné proměnné, charakterizujı́cı́ch rovnici
(q), které O. Borůvka nazval fázemi. Budeme se zabývat otázkami existence a jednoznačnosti
fázı́, vztahem fázı́ a řešenı́ rovnice (q), vlastnostmi fázı́ a na základě těchto vlastnostı́ budeme
charakterizovat každý typ a druh rovnice (q).

V celé kapitole budeme uvažovat rovnici

y′′ = q(t)y, q ∈ C0(j), (q)

kde j = (a, b), −∞ ≤ a < b ≤ ∞.
Nejprve proved’me stručný úvod do celé problematiky na základě již známých skutečnostı́.
Necht’(u, v) je báze řešenı́ rovnice (q) a K křivka řešenı́, jejı́ž každý bod P = [x1, x2] je dán

vztahem [x1, x2] = [u(t), v(t)], t ∈ j v souřadném systému x1x2 s počátkem O.
Necht’ t0 ∈ j libovolně. Pak P0 = [u(t0), v(t0)] je odpovı́dajı́cı́ bod křivky K. Označme

symbolem r0 průvodič bodu P0 a α0 úhel, který svı́rá průvodič r0 s osou x2. Předpokládáme
přitom, že r0 > 0, α0 ∈< 0, 2π).

P0 = [u(t0), v(t0)]
v(t0)

u(t0)

K

α0
r0

x1

x2

Obr. 2 Zavedenı́ prvnı́ fáze

Z obrázku jsou okamžitě vidět následujı́cı́ vztahy

r0 =
√
u2(t0) + v2(t0), u(t0) = r0 sinα0, v(t0) = r0 cosα0.

Platı́ tedy

tgα0 =
u(t0)
v(t0)

.

Uvažujeme-li předchozı́ vztahy pro libovolné t ∈ j, dospějeme k definici spojité funkce α(t), jež
je definována na intervalu j, nabývá hodnoty α0 v bodě t0 a splňuje na intervalu j rovnici

tgα(t) =
u(t)
v(t)

(2.0.1)

všude, kromě nulových bodů funkce v. Takovou funkci budeme nazývat prvnı́ fázı́ báze (u, v).
Než přistoupı́me k vlastnı́ definici prvnı́ a druhé fáze báze (u, v), zaved’me pojem prvnı́ a druhé

amplitudy báze.
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Definice 2.0.1 Necht’(u, v) je báze rovnice (q) na intervalu j. Funkce r, s, definované na intervalu
j vztahem

r(t) =
√
u2(t) + v2(t), s(t) =

√
u′ 2(t) + v′ 2(t),

se nazývajı́ prvnı́ a druhá amplituda báze (u, v).

2.1 Prvnı́ fáze rovnice (q)

Na základě předběžných úvah definujme prvnı́ fázi báze (u, v) pomocı́ řešenı́ u a v.

Definice 2.1.1 Necht’(u, v) je libovolná báze rovnice (q).
Prvnı́ fázı́ báze (u, v) rozumı́me libovolnou funkci α, spojitou na intervalu j, která na tomto

intervalu splňuje vztah

tgα(t) =
u(t)
v(t)

(2.1.1)

v každém bodě intervalu j, kromě nulových bodů řešenı́ v.
Prvnı́ fázı́ diferenciálnı́ rovnice (q) rozumı́me prvnı́ fázi libovolné báze rovnice (q).

Poznámka. Dále budeme často užı́vat mı́sto pojmu prvnı́ fáze báze (u, v) stručnějšı́ho označenı́
fáze.

Vlastnosti prvnı́ fáze α báze (u, v)

Necht’α je libovolná prvnı́ fáze báze (u, v) rovnice (q) na intervalu j a w wronskián řešenı́ u,
v. Z definice prvnı́ fáze, zejména z vlastnostı́ funkce tangens, můžeme ihned odvodit některé jejı́
vlastnosti.

1. Vzhledem k periodicitě funkce tg nenı́ fáze α dána jednoznačně.

Vybereme-li libovolnou fázi α, pak všechny fáze přı́slušné k bázi (u, v) jsou tvaru

αn(t) = α(t) + nπ, kde n = 0,±1, . . .

a budeme řı́kat, že tvořı́ tzv. prvnı́ fázový systém (α) báze (u, v).

2. Necht’t0 ∈ j. Pak z definice fáze a z předchozı́ho bodu okamžitě plyne:

u(t0) = 0 právě tehdy, když α(t0) = nπ, n ∈ Z, (2.1.2)

v(t0) = 0 právě tehdy, když α(t0) = (2n− 1)
π

2
, n ∈ Z.

V nulových bodech řešenı́ u (v) je hodnota každé prvnı́ fáze sudým (lichým) násobkem
π/2. A naopak každý bod v intervalu j, v němž prvnı́ fáze nabývá hodnot sudých (lichých)
násobků π/2 je nulovým bodem řešenı́ u (v). Dále vidı́me, že každá fáze má právě jeden
nulový bod a ten je nulovým bodem řešenı́u; současně je každý nulový bod řešenı́u nulovým
bodem právě jedné fáze z prvnı́ho fázového systému.
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3. Vyjádřenı́ prvnı́ fáze α:

Necht’ξ0 je nulový bod řešenı́ v, tj. v(ξ0) = 0. Označme ξn (ξ−n), n = 1, 2, . . . , n-tý nulový
bod řešenı́ v následujı́cı́ (předcházejı́cı́) bodu ξ0. Pak

α(t) =

{
arctg u(t)

v(t) − nπsgnw pro t ∈ (ξn, ξn+1),

(π2 − nπ)sgnw pro t = ξn.
(2.1.3)

Z důvodu zjednodušenı́ zápisu zavedeme novou funkci „Arctan“, která bude definována
vztahem (2.1.3). Dále tedy budeme vyjádřenı́ (2.1.3) zapisovat ve tvaru

α(t) = Arctan
u(t)
v(t)

. (2.1.4)

Vyjdeme-li od konkrétnı́ho nulového bodu ξ0 řešenı́ v, pak je fáze α dána vztahem (2.1.3)
jednoznačně. Každou dalšı́ fázi αn ze stejného fázového systému (α) obdržı́me pomocı́
vztahu αn = α+ nπ, n ∈ Z.

Je zřejmé, že konkrétnı́ volba nulového bodu ξ0 ovlivnı́ výběr fáze α ∈ (α).

4. Z přechozı́ch bodů plyne, že zvolı́me-li t0 ∈ j libovolně, pak ke každému celému čı́slu n
existuje právě jedna fáze αn ∈ (α) taková, že

(n− 1
2

)π ≤ αn(t0) < (n+
1
2

)π, n = 0,±1,±2, . . . . (2.1.5)

5. Derivacı́ vztahu (2.1.3) dostáváme

α′ =
v2

u2 + v2 (
u′v − uv′

v2 ) = − w

u2 + v2 6= 0.

Odtud také plyne, že α′ ∈ C2, nebot’u, v jsou lineárně nezávislá řešenı́ rovnice (q) a tudı́ž
jsou třı́dy C2. Konečně, je-li α′ ∈ C2, pak α ∈ C3. Pro každou fázi α tedy platı́

α ∈ C3, α′ 6= 0.

Dále dostáváme: Je-li w < 0, pak prvnı́ fáze α je rostoucı́ funkce pro každé t ∈ j a je-li
w > 0, pak α je klesajı́cı́ funkce pro každé t ∈ j.

Uved’me nynı́ vztah mezi prvnı́ fázı́ α a řešenı́m u a v rovnice (q). Vzhledem k jeho důležitosti
ho zformulujeme do věty.

Věta 2.1.2 Necht’(u, v) je libovolná báze rovnice (q). Necht’ξ0 je nulový bod řešenı́ v, tj. v(ξ0) = 0.
Označme ξn (ξ−n), n = 1, 2, . . . , n-tý nulový bod řešenı́ v následujı́cı́ (předcházejı́cı́) bodu ξ0.
Pak existuje prvnı́ fáze α báze (u, v) tak, že platı́

u(t) = ε

√
|w|√
|α′(t)| sinα(t), v(t) = ε

√
|w|√
|α′(t)| cosα(t), (2.1.6)
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tj.

u(t) = εr(t) sinα(t), v(t) = εr(t) cosα(t), (2.1.7)

kde ε = sgn v′(ξ0) a nazývá se signaturou zvolené fáze α, w je wronskián řešenı́ u, v a r(t) je
prvnı́ amplituda.

Vztah mezi nosičem q rovnice (q) a fázı́ α je jednoznačně určen vztahem

q(t) = −{tgα, t}, tj. q(t) = −{α, t} − α′2(t). (2.1.8)

Poznámka. Vzhledem k předchozı́m vlastnostem fáze α je zřejmé, že signatura ε fáze α je
jednoznačně dána volbou nulového bodu ξ0 řešenı́ v.

Je-li ε = +1, pak se fáze nazývá vlastnı́ a je-li ε = −1, pak se fáze nazývá nevlastnı́.
Z vlastnostı́ nulových bodů řešenı́ v plyne, že v uspořádánı́ fázı́

· · · < α−2 < α−1 < α0 < α1 < α2 < . . .

se vlastnı́ a nevlastnı́ fáze pravidelně střı́dajı́.

Důsledek 2.1.3 Necht’α je prvnı́ fáze báze (u, v). Pak libovolné řešenı́ y(t) rovnice (q) lze vyjádřit
ve tvaru

y(t) = k1
sin(α(t) + k2)√

|α′(t)| , (2.1.9)

kde k1, k2 jsou libovolné konstanty, k1 6= 0, 0 ≤ k2 < π.

Důkaz Věty 2.1.2.
Na rozdı́l původnı́ho důkazu v knize [25], kde je uvedené tvrzenı́ ověřeno dosazenı́m do vztahu (2.1.1),

využijeme opět metodu transformace proměnných popsanou ve Větě 1.2.1 a ukážeme, jak lze vztahy (2.1.6),
(2.1.7) odvodit volbou vhodné transformace.

Uvažujme diferenciálnı́ rovnici (q) a proved’me transformaci závisle proměnné y(t) = h(t)z(t) a
transformaci nezávisle proměnné z(t) = Y (T ). Zvolme přitom za funkci h prvnı́ amplitudu rovnice (q), tj.

h(t) =
√
u2(t) + v2(t),

kde u, v jsou dvě lineárně nezávislá řešenı́ rovnice (q).
Podle Věty 1.2.1 (i) je funkce y(t) = h(t)z(t) řešenı́m rovnice (q) právě tehdy, když je funkce z(t)

řešenı́m rovnice

(h2z′)′ = h(−h′′ + qh)z. (2.1.10)

Podle Věty 1.2.1 (ii) je funkce z(t) = Y (T ), kde T =
∫ t

t0
h−2(σ)dσ, řešenı́m rovnice (2.1.10) právě

tehdy, když funkce Y (T ) je řešenı́m rovnice Ÿ = Q(T )Y , kdeQ(T ) = h3(−h′′+ qh). Přı́mým dosazenı́m
funkce h a jejı́ druhé derivace h′′ dostaneme Q(T ) = −w2 a tedy Y je tedy řešenı́m rovnice

Ÿ = −w2Y.

Dostali jsme rovnici s konstantnı́mi koeficienty, jejı́ž řešenı́ jsou napřı́klad funkce

Y1(T ) = sin(wT ), Y2(T ) = cos(wT ).
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Tedy řešenı́ rovnice (2.1.10) jsou tvaru

z1(t) = sin(w
∫ t

t0

h−2(σ)dσ), z2(t) = cos(w
∫ t

t0

h−2(σ)dσ)

a řešenı́ rovnice (q)

u(t) = h(t) sin(w
∫ t

t0

h−2(σ)dσ), v(t) = h(t) cos(w
∫ t

t0

h−2(σ)dσ).

Označı́me-li

α(t) = w

∫ t

t0

h−2(σ)dσ,

pak

α′(t) =
w

h2(t)
, h(t) = ±

√
|w|√
|α′(t)| .

Řešenı́ rovnice (q) pak dostáváme ve tvaru

u(t) = ±
√
|w|√
|α′(t)| sinα(t), v(t) = ±

√
|w|√
|α′(t)| cosα(t). (2.1.11)

Vztahy (2.1.7) obdržı́me okamžitě, nebot’
√
|w(t)|√
|α′(t)| = h(t) = r(t).

Zbývá dokázat vztah (2.1.8). Vı́me, že funkce u(t) daná vztahem (2.1.11) je řešenı́m rovnice (q).
Přı́mým dosazenı́m funkce u(t) a jejı́ druhé derivace do rovnice (q), tj. u′′ = qu, dostáváme hledaný vztah
(2.1.8).

Důkaz Důsledku 2.1.3
Je-li (u, v) báze rovnice (q), pak libovolné řešenı́ y(t) této rovnice lze vyjádřit ve tvaru

y(t) = c1u(t) + c2v(t).

Dosazenı́m vztahů (2.1.11) dostaneme

y(t) =
1√
|α′(t)| (l1 sinα(t) + l2 cosα(t)),

kde l1 = c1
√
|w|, l2 = c2

√
|w|.

Postupnými úpravami dostáváme

y(t) =
1√
|α′(t)|

(
l1√
l21 + l22

sinα(t) +
l2√
l21 + l22

cosα(t)

) √
l21 + l22 =

=
1√
|α′(t)| (cosϕ sinα(t) + sinϕ cosα(t))

√
l21 + l22 = k1

sin(α(t) + k2)√
|α′(t)| ,

kde k1 =
√
l21 + l22, k2 = ϕ.
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Dvě různé fáze stejné báze (u, v)

Necht’(u, v) je libovolná pevná báze rovnice (q). Vı́me, že všechny fáze přı́slušné k této bázi tvořı́
prvnı́ fázový systém (α) báze (u, v) a pro každé dvě fáze z (α) platı́ αn = α+nπ, n ∈ Z. Uved’me
nynı́ dalšı́ vztah mezi dvěma různými fázemi ze stejného fázového systému (α).

Necht’α0 ∈ (α) je libovolná pevná fáze báze (u, v), t ∈ j a necht’platı́ předpoklady a označenı́
Věty 2.1.2.

Vyjádřı́me-li řešenı́ u, v pomocı́ fáze α0 ve tvaru uvedeném v Důsledku 2.1.3 a dosadı́me-li
tato řešenı́ do vztahu (2.1.4), pak pro libovolnou fázi α ∈ (α) dostáváme

α(t) = Arctan k1
sin (α0(t) + k2)
sin (α0(t) + k3)

, (2.1.12)

kde k1 6= 0, 0 ≤ k2, k3 < π.

Fáze různých bázı́ (u, v), (u, v)

Doposud jsme se zabývali pouze fázemi, jež přı́slušely k jedné pevně dané bázi (u, v). Nynı́
uvedeme vztahy mezi fázemi různých bázı́, neboli mezi dvěma libovolnými fázemi diferenciálnı́
rovnice (q).

Necht’(u, v), (u, v) jsou dvě různé báze rovnice (q);w,w přı́slušné wronskiány; α, α přı́slušné
prvnı́ fáze daných bázı́ a c11, c12, c21, c22 konstanty takové, že determinant ∆ = |cij | 6= 0.

Jestliže
u = c11u+ c12v, v = c21u+ c22v,

pak platı́

tgα =
c11tgα+ c12

c21tgα+ c22
(2.1.13)

všude na intervalu j kromě bodů, kde nenı́ funkce definována.
A naopak, z platnosti vztahu (2.1.13) plyne

u = ±
√

w

w∆
(c11u+ c12v), v = ±

√
w

w∆
(c21u+ c22v).

Klasifikace rovnic pomocı́ fázı́

Necht’t ∈ j = (a, b). Označme

c = lim
t→a+

α(t), d = lim
t→b−

α(t),

přičemž připouštı́me i hodnoty c, d = ±∞. Pak platı́

(m− 1)π < |c− d| < mπ ⇔ (q) je konečného typu m, obecného druhu
|c− d| = mπ ⇔ (q) je konečného typu m, speciálnı́ho druhu
c = ∓∞, d je konečné čı́slo ⇔ (q) je zleva oscilatorická
c je konečné čı́slo, d = ±∞ ⇔ (q) je zprava oscilatorická
c = ∓∞, d = ±∞ ⇔ (q) oboustranně oscilatorická

43



Vyjádřeno slovně:

• Fáze α je ohraničená na intervalu j právě tehdy, když je rovnice (q) konečného typu.
• Je-li fáze α rostoucı́ (klesajı́cı́), pak je neohraničená zdola a ohraničená shora na intervalu j

právě tehdy, když je rovnice (q) vlevo (vpravo) oscilatorická.
• Je-li fáze α rostoucı́ (klesajı́cı́), pak je ohraničená zdola a neohraničená shora na intervalu j

právě tehdy, když je rovnice (q) vpravo (vlevo) oscilatorická.
• Fáze α nenı́ ohraničená zdola ani shora na intervalu j právě tehdy, když je rovnice (q)

oboustranně oscilatorická.

Ilustračnı́ přı́klady

Přı́klad 1. Uvažujme rovnici y′′ = −y na intervalu j = (a, b) a jejı́ řešenı́

u(t) = sin t, v(t) = cos t.

Pro prvnı́ fázi α platı́

tgα(t) =
u(t)
v(t)

=
sin t
cos t

, t 6= ξn = (2n− 1)
π

2
, n ∈ Z.

Tedy podle vztahu (2.1.3)

α(t) =

{
arctg sin(t)

cos(t) − nπsgnw pro t ∈ (ξn, ξn+1),

(π2 − nπ)sgnw pro t = ξn,

kde w = −1. Po dosazenı́ dostáváme α(t) = t pro každé t ∈ j.
Označı́me-li α0 = α, pak všechny fáze přı́slušné k bázi (u, v) jsou tvaru αn(t) = α(t) + nπ,

tj.
αn(t) = t+ nπ, kde n = 0,±1,±2, . . . .

α0
α1

α−1

π
2

π 3
2π

π
2

π

3
2π

Obr. 3 Fázový systém (α) báze (u, v) rovnice y′′ = −y

44



Z obrázku vidı́me:

• α(t) = nπ, n ∈ Z právě tehdy, když t = . . . ,−π, 0, π, 2π, . . . , což jsou nulové body řešenı́
u (vztah (2.1.2)).

• α(t) = (2n− 1)π2 , n ∈ Z právě tehdy, když t = . . . ,−π
2 ,

π
2 ,

3π
2 , . . . , což jsou nulové body

řešenı́ v (vztah (2.1.2)).

• α je rostoucı́ funkce (w < 0).

• Ohraničenost fáze α a tudı́ž typ a druh rovnice (q) závisı́ na intervalu, na němž rovnici
uvažujeme. Napřı́klad na intervalu (0, π) se jedná o rovnici konečného typu 1, speciálnı́ho
druhu, na intervalu (0,∞) o rovnici zprava oscilatorickou, apod. (viz klasifikace rovnic
pomocı́ fázı́).

Poznamenejme, že O. Borůvka zavádı́ pro prvnı́ fázi α(t) = t této diferenciálnı́ rovnice na
intervalu j = (−∞,∞) název speciálnı́ fáze. Jak uvidı́me dále, tato speciálnı́ fáze je jednotko-
vým prvkem grupy všech fázı́ oscilatorických diferenciálnı́ch rovnic (q) definovaných v intervalu
j = (−∞,∞).

Přı́klad 2. Uvažujme rovnici y′′ = 0 na intervalu j = (a, b) a jejı́ řešenı́

u(t) = t, v(t) = 1.

Okamžitě vypočı́táme, že
α(t) = arctg t pro každé t ∈ j.

α0

α1

−π
2

π
2

π

3
2π

Obr. 4 Fázový systém (α) báze (u, v) rovnice y′′ = 0

Z obrázku vidı́me:

• α(t) = nπ, n ∈ Z právě tehdy, když t = 0, což je jediný nulový bod řešenı́ u (vztah (2.1.2)).

• Vztah α(t) = (2n − 1)π2 , n ∈ Z nenı́ splněn pro žádné t ∈ j, tedy řešenı́ v nemá žádný
nulový bod (vztah (2.1.2)).

• α je rostoucı́ funkce (w < 0).
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• Fáze α je ohraničená zdola i shora na každém intervalu j, tedy rovnice je konečného typu.
Konkrétně napřı́klad na intervalu (−∞,∞) platı́

c = lim
t→a+

α(t) = −π
2
, d = lim

t→b−
α(t) =

π

2

a tedy |c − d| = π, což znamená, že rovnice je konečného typu 1, speciálnı́ho druhu (viz
klasifikace rovnic pomocı́ fázı́).

Přı́klad 3. Uvažujme rovnici

y′′ = − 5
4t2

y na j = (0,∞)

a jejı́ řešenı́
u(t) =

√
t sin ln t, v(t) =

√
t cos ln t.

Dosazenı́m do vztahu (2.1.3) ihned vypočteme, že

α(t) = ln t pro každé t ∈ j.

α
π
2

1 π eπ/2

Obr. 5 Prvnı́ fáze α báze (u, v) rovnice y′′ = − 5
4t2 y

Z obrázku vidı́me:

• α(t) = nπ, n ∈ Z právě tehdy, když ln t = nπ, tj.

t = 1, e±π, e±2π, . . .

a lze ověřit, že body 1, e±π, e±2π, . . . jsou nulovými body řešenı́ u (vztah (2.1.2)).

• Vztah α(t) = (2n− 1)π2 , n ∈ Z je splněn pro každé

t = e±
π
2 , e±

3π
2 , . . .

a o těchto bodech lze ověřit, že jsou nulovými body řešenı́ v (vztah (2.1.2)).

• α je funkce rostoucı́ (w < 0) a konkávnı́. Tedy vzdálenosti mezi nulovými body řešenı́ se
zvětšujı́.
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• Ohraničenost fáze α a tudı́ž typ a druh rovnice (q) závisı́ na intervalu, na němž rovnici
uvažujeme. Napřı́klad na intervalu (0, a), kde a je konečné, je rovnice vlevo oscilatorická,
na intervalu (0,∞) se bude jednat o rovnici oboustranně oscilatorickou.

Poznámka. Z definice fáze i z předchozı́ch úvah je zřejmé, že neznáme-li řešenı́ rovnice (q),
neznáme ani jejı́ fázi. V některých přı́padech však můžeme znát jisté vlastnosti fáze, které nám
pomohou určit některé vlastnosti řešenı́ rovnice (q). Napřı́klad z konkávnosti nebo konvexnosti
fáze vı́me, zda se vzdálenosti mezi nulovými body řešenı́ zvětšujı́ nebo zmenšujı́; ohraničenost a
monotonie fáze zase poskytuje informaci o typu rovnice.

Dalšı́ vlastnosti fáze α

Ukázali jsme, že každé rovnici (q) s bázı́ (u, v) lze přiřadit fázi α danou vztahem tgα(t) =
u(t)/v(t). Otázkou zůstává, jak vypadajı́ všechny funkce α, které lze považovat za fáze nějaké
diferenciálnı́ rovnice (q). Odpověd’dává následujı́cı́ věta.

Věta 2.1.4 Každá funkce α definovaná na otevřeném intervalu j taková, že α ∈ C3(j), α′(t) 6= 0
pro každé t ∈ j je v intervalu j prvnı́ fázı́ rovnice (q) s nosičem

q(t) = −{α, t} − α′2(t)

a funkce

u(t) =
1√
|α′(t)| sinα(t), v(t) =

1√
|α′(t)| cosα(t)

jsou lineárně nezávislá řešenı́ této rovnice.

Dále ukážeme, že existuje právě jedna prvnı́ fáze splňujı́cı́ Cauchyovy počátečnı́ podmı́nky.
Této vlastnosti později využijeme v teorii transformacı́.

Věta 2.1.5 Necht’ t0 ∈ j, X0, X ′
0 6= 0, X ′′

0 jsou libovolná čı́sla. Pak existuje právě jedna fáze α
diferenciálnı́ rovnice (q) splňujı́cı́ v bodě t0 Cauchyovy počátečnı́ podmı́nky

α(t0) = X0, α′(t0) = X ′
0, α′′(t0) = X ′′

0 .

Tato fáze α patřı́ do fázového systému báze (u, v) rovnice (q) pro

u(t) = (X ′
0 cosX0 − 1

2
X ′′

0

X ′
0

sinX0)u0(t) + sinX0 · v0(t),

v(t) = −(X ′
0 sinX0 +

1
2
X ′′

0

X ′
0

cosX0)u0(t) + cosX0 · v0(t),

kde u0, v0 jsou řešenı́ diferenciálnı́ rovnice (q) určené počátečnı́mi podmı́nkami

u0(t0) = 0, u′0(t0) = 1, v0(t0) = 1, v′0(t0) = 0.

Důkaz.
Důkaz lze nalézt v [25], str. 65–66.
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2.2 Druhá fáze rovnice (q)

Definice 2.2.1 Necht’(u, v) je libovolná báze rovnice (q) a necht’q 6= 0 na j.
Druhou fázı́ báze (u, v) rozumı́me libovolnou funkci β spojitou na intervalu j, která na tomto

intervalu splňuje vztah

tgβ(t) =
u′(t)
v′(t)

v každém bodě intervalu j, kromě nulových bodů funkce v′.
Druhou fázı́ diferenciálnı́ rovnice (q) rozumı́me druhou fázi libovolné báze rovnice (q).

Poznámka. Předpoklad q 6= 0 v definici druhé fáze zajišt’uje, že nulové body derivacı́ u′, v′ řešenı́
u, v jsou na intervalu j izolované.

Vlastnosti druhé fáze β báze (u, v)

Necht’β je libovolná druhá fáze báze (u, v) rovnice (q) na intervalu j a w wronskián řešenı́ u, v.
Vlastnosti druhé fáze β uvedeme jen stručně, nebot’jsou analogické vlastnostem prvnı́ fáze α.

1. Vybereme-li libovolnou druhou fázi β, pak všechny druhé fáze přı́slušné k bázi (u, v) jsou
tvaru

βn(t) = β(t) + nπ, kde n = 0,±1, . . . .

Řı́káme, že tvořı́ tzv. druhý fázový systém (β) báze (u, v).

2. Necht’t0 ∈ j. Pak

u′(t0) = 0 právě tehdy, když β(t0) = nπ, n ∈ Z, (2.2.1)

v′(t0) = 0 právě tehdy, když β(t0) = (2n− 1)
π

2
, n ∈ Z.

3. Vyjádřenı́ druhé fáze β:

Necht’ ξ′0 je nulový bod řešenı́ v′, tj. v′(ξ′0) = 0. Označme ξ′n (ξ′−n), n = 1, 2, . . . , n-tý
nulový bod řešenı́ v′ následujı́cı́ (předcházejı́cı́) bodu ξ′0. Pak

β(t) =

{
arctg u′(t)

v′(t) − nπsgnw pro t ∈ (ξ′n, ξ′n+1),

(π2 − nπ)sgnw pro t = ξ′n.
(2.2.2)

4. Derivacı́ vztahu (2.2.2) dostáváme β′ = wq/(u′ 2 + v′ 2), tedy β′ 6= 0. Dále vı́me, že
β′ ∈ C0, nebot’q ∈ C0. Tedy β ∈ C1. Pro každou druhou fázi β tedy platı́

β ∈ C1, β′ 6= 0.

Dále dostáváme: Je-li qw > 0, pak je druhá fáze β rostoucı́ funkce pro každé t ∈ j a je-li
qw < 0, pak je β klesajı́cı́ funkce pro každé t ∈ j.

5. Ohraničenost druhé fáze β závisı́ na typu a druhu rovnice (q) stejným způsobem jako fáze
prvnı́.
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Uved’me nynı́ vztah mezi druhou fázı́ β a derivacemi u′, v′ řešenı́ u, v rovnice (q). Jedná se
o tvrzenı́ analogická k Větě 2.1.2 a jejı́mu Důsledku. Uvedeme je již bez důkazů.

Věta 2.2.2 Necht’(u, v) je libovolná báze rovnice (q). Necht’ξ′0 je nulový bod řešenı́ v′, tj. v′(ξ′0) =
0. Označme ξ′n (ξ′−n), n = 1, 2, . . . , n-tý nulový bod řešenı́ v′ následujı́cı́ (předcházejı́cı́) bodu ξ′0.
Pak existuje druhá fáze β báze (u, v) tak, že pro derivace u′, v′ řešenı́ u, v platı́

u′(t) = ε

√
|wq(t)|√
|β′(t)| sinβ(t), v′(t) = ε

√
|wq(t)|√
|β′(t)| cosβ(t), (2.2.3)

tj.

u′(t) = εs(t) sinβ(t), v′(t) = εs(t) cosβ(t), (2.2.4)

kde ε = −sgn v(ξ′0) a nazývá se signaturou zvolené druhé fáze β, s(t) je druhá amplituda, q nosič
rovnice (q) a w wronskián řešenı́ u, v.

Poznámka. Vzhledem k předchozı́m vlastnostem druhé fáze β je zřejmé, že signatura ε druhé fáze
β je jednoznačně dána volbou nulového bodu ξ′0 řešenı́ v′.

Je-li ε = +1, pak se druhá fáze nazývá vlastnı́ a je-li ε = −1, pak se druhá fáze nazývá
nevlastnı́. Obdobně jako u prvnı́ch fázı́ platı́, že v uspořádánı́ druhých fázı́

· · · < β−2 < β−1 < β0 < β1 < β2 < . . .

se vlastnı́ a nevlastnı́ fáze pravidelně střı́dajı́.

Důsledek 2.2.3 Necht’β je druhá fáze báze (u, v). Pak derivaci y′ libovolného řešenı́ y rovnice
(q) lze vyjádřit ve tvaru

y′(t) = ±k1

√
|q(t)|√
|β′(t)| sin(β(t) + k2), (2.2.5)

kde q je nosič rovnice (q) a k1, k2 libovolné konstanty, k1 6= 0, 0 ≤ k2 < π. Znaménko + nebo −
vezmeme podle toho, jsou-li signatury ε, ε (viz vztahy (2.1.6) a (2.2.3)) fázı́ α, β báze (u, v) stejné
nebo různé.

Vztah mezi prvnı́ a druhou fázı́ téže báze

Řada zajı́mavých vztahů existuje také mezi prvnı́ fázı́α a druhou fázı́β téže báze. Této problematice
se nebudeme podrobněji věnovat, jen pro ukázku uved’me následujı́cı́ vztahy:

1. Ze vzorců pro wronskián, prvnı́ a druhou fázi (2.1.7), (2.2.4) a pro derivaci prvnı́ a druhé
fáze lze odvodit vztah

α′β′

sin2(β − α)
= −q.

Z toho plyne, že je-li nosič q < 0, pak obě fáze α i β zároveň rostou nebo zároveň klesajı́ a
je-li nosič q > 0, pak jedna z fázı́ α nebo β roste a druhá klesá.
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Shrneme-li vztahy mezi nosičem q, wronskiánem w a monotoniı́ fázı́ α, β, dostáváme:

• Je-li q < 0 a w < 0, pak obě fáze α i β rostou v j.

• Je-li q < 0 a w > 0, pak obě fáze α i β klesajı́ v j.

• Je-li q > 0 a w < 0, pak fáze α roste a β klesá.

• Je-li q > 0 a w > 0, pak fáze α klesá a β roste.

2. Hodnoty α(t), α(x) fáze α ve dvou bodech t, x ∈ j se lišı́ o násobek π právě tehdy, když t,
x jsou 1-konjugované body.
Hodnoty β(t), β(x) fáze β ve dvou bodech t, x ∈ j se lišı́ o násobek π právě tehdy, když t,
x jsou 2-konjugované body.
Hodnoty α(t), β(x) fázı́ α, β ve dvou bodech t, x ∈ j se lišı́ o násobek π právě tehdy, když
x je 3-konjugovaný bod s bodem t a t je 4-konjugovaný bod s bodem x.

3. Dvě funkce α, β na otevřeném intervalu j s vlastnostmi

α ∈ C3, β ∈ C1, α′ 6= 0,

reprezentujı́ prvnı́ a druhou fázi báze (u, v) diferenciálnı́ rovnice (q) právě tehdy, když

β = α+ Arccotan
1
2

(
1
α′

)′, (2.2.6)

kde funkce „Arccotan “ má obdobný význam jako funkce „Arctan “ (viz (2.1.3), (2.1.4)).

Vztah mezi druhou fázı́ a průvodnı́ rovnicı́ (q̂)

Necht’(u, v) je báze rovnice (q) a necht’pro nosič q rovnice (q) na intervalu j platı́: q 6= 0, q ∈ C2.
Pak funkce

u1 =
u′√
|q| , v1 =

v′√
|q|

tvořı́ bázi rovnice (q̂), která je průvodnı́ rovnicı́ k rovnici (q).
Ze vztahu u′/v′ = u1/v1 plyne, že druhá fáze β(t) báze (u, v) rovnice (q) je prvnı́ fázı́ báze

(u1, v1) rovnice (q̂), a tedy pro nosič q̂ rovnice (q̂) platı́

q̂(t) = −{tgβ, t}.

Pro nosič q rovnice (q) s bázı́ (u, v) a prvnı́ fázı́ α(t) platı́ q(t) = −{tgα(t), t}. Pro nosič q̂
průvodnı́ rovnice (q̂) s bázı́ (u1, v1) a prvnı́ fázı́ β(t) platı́ q̂(t) = −{tgβ(t), t}. Přitom β(t) je
zároveň druhou fázı́ rovnice (q). Z těchto vztahů a ze spojitosti a ohraničenosti fázı́ na intervalu j
plyne následujı́cı́ věta:

Věta 2.2.4 Rovnice (q) a jejı́ průvodnı́ rovnice (q̂) majı́ stejný oscilatorický charakter, tj. jsou obě
konečného typu nebo jsou oscilatorické stejného druhu.
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Důkaz.
Necht’β je druhá fáze báze (u, v) rovnice (q). Pak β je zároveň prvnı́ fázı́ α1 báze (u1, v1) průvodnı́

rovnice (q̂) rovnice (q).
Je-li (q) konečného typu, pak funkce β je ohraničená a tedy i funkce α1 = β je ohraničená a tudı́ž je

rovnice (q̂) konečného typu.
Je-li (q) nekonečného typu vlevo oscilatorická, pak funkce β je zdola neohraničená a shora ohraničená

a fáze α1 má stejné vlastnosti. Tedy rovnice (q̂) je také nekonečného typu vlevo oscilatorická.
Analogicky pro rovnice nekonečného typu vpravo oscilatorické a oboustranně oscilatorické.

2.3 Vztah mezi prvnı́mi fázemi dvou rovnic (q) a (Q)

Uvažujme dvě diferenciálnı́ rovnice v Jacobiho tvaru

y′′ = q(t)y, q ∈ C0(j), j = (a, b), −∞ ≤ a < b ≤ ∞, (q)

Ÿ = Q(T )Y, Q ∈ C0(J), J = (A,B), −∞ ≤ A < B ≤ ∞ (Q)

a věnujme se vztahu mezi prvnı́ fázı́ α rovnice (q) a prvnı́ fázı́ A rovnice (Q).

Definice 2.3.1 Prvnı́ fáze α rovnice (q) a prvnı́ fáze A rovnice (Q) se nazývajı́ podobné, jestliže
platı́

α(j) = A(J).

Označı́me-li

c = lim
t→a+

α(t), d = lim
t→b−

α(t), C = lim
T→A+

A(T ), D = lim
T→B−

A(t),

pak platı́, že prvnı́ fáze α a A jsou podobné právě tehdy, když platı́ c = C, d = D nebo c = D,
d = C.

Je-li c = C, d = D, pak fáze α, A nazýváme přı́mo podobné, je-li c = D, d = C, mluvı́me
o nepřı́mo podobných fázı́ch. Je jasné, že pro přı́mo podobné fáze platı́ sgnα′ · sgnA′ = 1 a pro
nepřı́mo podobné fáze sgnα′ · sgnA′ = −1.

Tedy napřı́klad, jsou-li obě rovnice (q), (Q) oscilatorické, pak každé dvě jejich fáze jsou
podobné. Konkrétně jsou přı́mo podobné, jestliže obě fáze rostou nebo obě klesajı́ a nepřı́mo
podobné, jestliže jedna z fázı́ roste a druhá klesá.

Obecně platı́ následujı́cı́ věta, kterou dále využijeme v teorii transformacı́.

Věta 2.3.2 Pro diferenciálnı́ rovnice (q), (Q) existujı́ podobné fáze právě tehdy, když jsou dané
rovnice stejného typu a druhu.

Důkaz.
Důkaz lze nalézt v [25], str. 100–101.

2.4 Algebraická struktura množiny fázı́ oscilatorických rovnic (q) v intervalu
(−∞,∞)

Z Věty 2.1.4 vı́me, že každá funkce α, kde α ∈ C3(j) a α′(t) 6= 0 pro každé t ∈ j, je prvnı́ fázı́
rovnice (q) s nosičem q(t) = −{α, t} − α′ 2(t). Dále vı́me, že v přı́padě oscilatorické rovnice je
funkce α neohraničená.

51



Tento odstavec bude věnován stručnému naznačenı́ některých výsledků, jež O. Borůvka dosáhl
ve studiu algebraické struktury množiny všech funkcı́ α definovaných na intervalu j = (−∞,∞),
pro něž platı́ že, α ∈ C3(j), α′(t) 6= 0 pro každé t ∈ j a α je neohraničená na intervalu j. Jinými
slovy, budeme se věnovat studiu fázı́ oscilatorických diferenciálnı́ch rovnic (q) definovaných v in-
tervalu j = (−∞,∞).

Grupa fázı́ G
Necht’G značı́ množinu všech fázı́ oscilatorických diferenciálnı́ch rovnic (q) definovaných v in-
tervalu j = (−∞,∞). Definujme na této množině operaci „skládánı́ “ takto: Pro každé α, γ ∈ G
platı́

(αγ)(t) = α(γ(t)) pro každé t ∈ j.
Pak G spolu s touto operacı́ tvořı́ grupu s jednotkovým prvkem ε(t) = t (speciálnı́ fáze). Funkce
α−1 značı́ prvek inverznı́ k prvku α ∈ G. Tuto grupu nazveme grupa fázı́.

Každá funkce α ∈ G je prvnı́ fázı́ oscilatorické diferenciálnı́ rovnice (q) na intervalu j =
(−∞,∞), jejı́ž nosič je dán vztahem

q(t) = −{α, t} − α′ 2(t). (2.4.1)

Naopak každá prvnı́ fázeα libovolné oscilatorické rovnice (q) v intervalu j = (−∞,∞) je prvkem
grupy G.

Vı́me, že je-li α ∈ G rostoucı́ (klesajı́cı́) funkce, pak také α−1 ∈ G je rostoucı́ (klesajı́cı́)
funkce a dále αγ je rostoucı́ funkce, jestliže jsou obě fáze α i γ rostoucı́ nebo obě klesajı́cı́ a αγ
je klesajı́cı́, jestliže je jedna z fázı́ α, γ rostoucı́ a druhá klesajı́cı́.

Z toho okamžitě plyne, že množina N tvořená všemi rostoucı́mi fázemi tvořı́ podgrupu grupy
G. Tato podgrupa N je v grupě G invariantnı́ (normálnı́), tj. platı́

α−1Nα = N pro každé α ∈ G,

což znamená, že pro každý prvek γ ∈ N a α ∈ G platı́ α−1γα ∈ N .

Relace ekvivalence

V grupě G definujeme ekvivalenci takto:
Dvě fáze α, γ ∈ G jsou ekvivalentnı́ právě tehdy, když při vhodných konstantách cik (i, k =

1, 2), za předpokladu, že determinant |cik| 6= 0, platı́

tg γ(t) =
c11tgα(t) + c12

c21tgα(t) + c22
, (2.4.2)

a to pro všechna t ∈ j s výjimkou bodů, v nichž dané funkce nejsou definovány.
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Snadno ověřı́me, že relace daná vztahem (2.4.2) je reflexivnı́, symetrická a transitivnı́, tedy je
relacı́ ekvivalence. Označme tuto relaci Q.

Pomocı́ relace ekvivalence Q je možno vytvořit rozklad Q grupy G přı́slušný této ekvivalenci.
Připomeňme, že do každé třı́dy rozkladu Q náležı́ ty fáze, jež jsou vzájemně ekvivalentnı́ a žádné
dvě fáze náležı́cı́ do různých třı́d rozkladu nemohou být vzájemně ekvivalentnı́.

Lze dokázat, že prvky grupy G ležı́cı́ v jedné a téže třı́dě a ∈ Q jsou právě všechny fáze jisté
diferenciálnı́ rovnice (q). Nosič q této rovnice je dán vztahem (2.4.1), v němž za fázi α můžeme
zvolit kteroukoliv fázi α ∈ a.

Vidı́me tedy, že existuje prostá korespondence mezi nosiči q oscilatorických diferenciálnı́ch
rovnic (q) v intervalu j = (−∞,∞) a jednotlivými třı́dami rozkladu Q.

Všimneme-li si velikostı́ uvažovaných množin, dojdeme k závěru, že množina a všech prvnı́ch
fázı́ přı́slušných k nosiči q(t) má mohutnost kontinua.

Fundamentálnı́ podgrupa F
Všechny fáze grupy G ekvivalentnı́ s jednotkovým prvkem grupy G tvořı́ tzv. fundamentálnı́
podgrupuF grupyG. Tato podgrupaF se skládá právě ze všech fázı́ diferenciálnı́ rovnice y′′ = −y.

Lze ukázat, že rozklad Q splývá s rozkladem v pravé třı́dy grupy G vzhledem k podgrupě F :

Q = G/pF ,

tj. uvažujeme-li třı́du rozkladu a ∈ Q a libovolnou fázi α náležı́cı́ této třı́dě α ∈ a, pak a = Fα.

Podgrupa elementárnı́ch fázı́ H
Každá fáze α, pro niž platı́

α(t+ π) = α(t) + πsgnα′, t ∈ j

se nazývá elementárnı́ fáze. Necht’H značı́ množinu všech elementárnı́ch fázı́.

Snadno se ukáže, že jednotkový prvek ε(t) = t grupy G je elementárnı́ fáze, že složenı́ dvou
elementárnı́ch fázı́ je opět elementárnı́ fáze a že inverznı́ prvek k prvku α ∈ H je také elementárnı́
fázı́. Tedy platı́, že množina všech elementárnı́ch fázı́H je podgrupa grupy všech fázı́ G, tj.H ⊂ G.

Dále lze dokázat, že všechny fáze ekvivalentnı́ s elementárnı́ fázı́ ε(t) = t jsou také elementárnı́
a tedy platı́, že fundamentálnı́ podgrupa F je tvořena pouze elementárnı́mi fázemi a F ⊂ H.
Celkem tedy dostáváme

F ⊂ H ⊂ G.
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3 Teorie dispersı́

V této kapitole se seznámı́me s teoriı́ jistých funkcı́ jedné proměnné, které udávajı́ vztah mezi
nulovými body řešenı́ oscilatorických rovnic (q) a (Q). Takové funkce nazveme dispersemi.

Nejprve budeme zkoumat tzv. centrálnı́ disperse 1. až 4. druhu oscilatorické rovnice (q)
s nosičem q < 0, které zavedeme pomocı́ konjugovaných bodů rovnice (q).

V druhé části teorie dispersı́ zavedeme tzv. obecné disperse, které popisujı́ vztahy mezi nulo-
vými body dvou oscilatorických rovnic (q) a (Q).

Mimo jiné uvedeme vztahy mezi centrálnı́mi dispersemi a fázemi, mezi obecnými dispersemi a
fázemi a ukážeme, že centrálnı́ i obecné disperse jsou řešenı́m jisté nelineárnı́ diferenciálnı́ rovnice
3. řádu a hrajı́ důležitou roli v teorii transformacı́ oscilatorických rovnic.

3.1 Centrálnı́ disperse

Pojem centrálnı́ disperse 1., 2., 3. a 4. druhu zavedeme pouze pro rovnice (q) oscilatorické
v intervalu j. V takovém přı́padě majı́ všechna řešenı́ rovnice (q) nekonečně mnoho nulových
bodů, jejichž hromadnými body jsou koncové body intervalu j. Dále budeme předpokládat, že
q < 0 pro každé t ∈ j. Předpoklad q < 0 nenı́ nutný u centrálnı́ch dispersı́ 1. druhu. Všude, kde
budeme mluvit o rovnici průvodnı́, budeme uvažovat q ∈ C2.

Definice 3.1.1 Necht’ rovnice (q) je oscilatorická na intervalu j a pro nosič q platı́ q(t) < 0 pro
každé t ∈ j.

V intervalu j definujeme funkci ϕn (ϕ−n), n = ±1,±2, . . . , takto: Necht’pro t ∈ j je ϕn(t)
(ϕ−n(t)) n-tý pravý (levý) 1-konjugovaný bod s bodem t a necht’ϕ0(t) = t. Funkci ϕn (ϕ−n)
nazýváme n-tá (-n-tá) centrálnı́ disperse 1. druhu. Funkciϕ1 nazýváme základnı́ centrálnı́ disperse
1. druhu.

V intervalu j definujeme funkci ψn (ψ−n), n = ±1,±2, . . . , takto: Necht’pro t ∈ j je ψn(t)
(ψ−n(t)) n-tý pravý (levý) 2-konjugovaný bod s bodem t a necht’ψ0(t) = t. Funkci ψn (ψ−n)
nazýváme n-tá (-n-tá) centrálnı́ disperse 2. druhu. Funkciψ1 nazýváme základnı́ centrálnı́ disperse
2. druhu.

V intervalu j definujeme funkci χn (χ−n), n = ±1,±2, . . . , takto: Necht’pro t ∈ j je χn(t)
(χ−n(t)) n-tý pravý (levý) 3-konjugovaný bod s bodem t. Funkci χn (χ−n) nazýváme n-tá (-n-tá)
centrálnı́ disperse 3. druhu. Funkci χ1 nazýváme základnı́ centrálnı́ disperse 3. druhu.

V intervalu j definujeme funkci ωn (ω−n), n = ±1,±2, . . . , takto: Necht’pro t ∈ j je ωn(t)
(ω−n(t)) n-tý pravý (levý) 4-konjugovaný bod s bodem t. Funkci ωn (ω−n) nazýváme n-tá (-n-tá)
centrálnı́ disperse 4. druhu. Funkci ω1 nazýváme základnı́ centrálnı́ disperse 4. druhu.

ϕ−1(t) χ−1(t)

t = ϕ0(t)

χ1(t) ϕ1(t)

ψ−1(t)

ω−1(t)

t = ψ0(t)

ω1(t)

ψ1(t)

Obr. 6 Centrálnı́ disperse
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Z předchozı́ho obrázku vidı́me, že pro každý bod t ∈ j platı́ následujı́cı́ nerovnosti:

· · · < χ−2(t) < ϕ−1(t) < χ−1(t) < t = ϕ0(t) < χ1(t) < ϕ1(t) < χ2(t) < · · · ,

· · · < ω−2(t) < ψ−1(t) < ω−1(t) < t = ψ0(t) < ω1(t) < ψ1(t) < ω2(t) < · · · .
Poznámka. Centrálnı́ disperse jsme definovali pouze pro rovnice oscilatorické s nosičem q < 0.
Předchozı́ definici však lze rozšı́řit i pro rovnice neoscilatorické, které majı́ k-konjugované body,
kde k = 1, 2, 3, 4. Označı́me-li jk,n (ik,n) otevřené podintervaly intervalu j těch bodů t ∈ j, k nimž
existujı́ n-té pravé (levé) k-konjugované body (n = ±1,±2, . . . ), pak lze definici centrálnı́ch
dispersı́ zúžit pouze na tyto podintervaly.

Je zřejmé, že je-li diferenciálnı́ rovnice vpravo (vlevo) oscilatorická, pak všechny intervaly
jk,n (ik,n) se shodujı́ s intervalem j. Dále, je-li rovnice oboustranně oscilatorická, pak se všechny
intervaly ik,n, jk,n shodujı́ s j.

3.1.1 Některé vlastnosti centrálnı́ch dispersı́

Uvažujme oscilatorickou rovnici (q) v intervalu j s nosičem q, q(t) < 0 pro každé t ∈ j, a bázı́
(u, v). Pak platı́:

1. Každá centrálnı́ disperse je v intervalu j spojitá a rostoucı́ funkce.

2. Obor hodnot každé centrálnı́ disperse je interval j.

3. Je-li nosič q rovnice (q) třı́dy Ck (k = 0, 1, . . . ), pak všechny centrálnı́ disperse 1. druhu
jsou třı́dy Ck+3 a všechny centrálnı́ disperse 2., 3. a 4. druhu třı́dy Ck+1.

4. Z Věty 1.5.2 okamžitě plyne, že pro libovolnou bázi (u, v) rovnice (q) a libovolný bod t ∈ j
platı́:

u(t)v(ϕn(t)) = v(t)u(ϕn(t)), u′(t)v′(ψn(t)) = v′(t)u′(ψn(t)), (3.1.1)

u(t)v′(χm(t)) = v(t)u′(χm(t)), u′(t)v(ωm(t)) = v′(t)u(ωm(t)),

n = 0,±1,±2, . . . , m = ±1,±2, . . . . Tyto vztahy nazýváme funkcionálnı́ rovnice centrál-
nı́ch dispersı́.

5. Necht’ q ∈ C2. Pak existuje průvodnı́ rovnice (q̂) k rovnici (q) a platı́, že libovolná n-tá
centrálnı́ disperse 2. druhu rovnice (q) je n-tou centrálnı́ dispersı́ 1. druhu průvodnı́ rovnice
(q̂).

Důkazy těchto tvrzenı́ lze nalézt v [25], str. 118–122.
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Derivace centrálnı́ch dispersı́

V dalšı́m textu budeme pracovat nejen s centrálnı́mi dispersemi, ale i s jejich derivacemi. Ukážeme
některé vztahy pro prvnı́ derivaci centrálnı́ch dispersı́ 1. druhu. Z úsporných důvodů nebudeme
uvádět vztahy pro derivace centrálnı́ch dispersı́ ostatnı́ch druhů, které lze odvodit obdobným způ-
sobem.

Necht’(u, v) je libovolná báze rovnice (q), ϕn jejı́ n-tá centrálnı́ disperse 1. druhu a t ∈ j. Pak
prvnı́ derivaci ϕ′n lze vyjádřit pomocı́:

a) lineárně nezávislých řešenı́ u, v a jejich derivacı́ u′, v′

ϕ′n(t) =
u(ϕn(t))v′(t)− u′(t)v(ϕn(t))
u′(ϕn(t))v(t)− u(t)v′(ϕn(t))

, n = 0,±1,±2, . . . (3.1.2)

b) řešenı́ u a jeho derivace u′

ϕ′n(t) =




u2(ϕn(t))
u2(t) pro t ∈ j, pro něž u(t) 6= 0, n = 0,±1,±2, . . . ,
u′2(t)

u′2(ϕ(t))
pro t ∈ j, pro něž u(t) = 0, n = 0,±1,±2, . . .

(3.1.3)

c) prvnı́ amplitudy r báze (u, v)

ϕ′n(t) =
r2(ϕn(t))
r2(t)

, n = 0,±1,±2, . . . (3.1.4)

d) prvnı́ fáze α rovnice (q)

ϕ′n(t) =
α′(t)

α′(ϕn(t))
, n = 0,±1,±2, . . . (3.1.5)

e) nosiče q rovnice (q)

ϕ′n(t) =
q(t1)
q(t3)

· q(t5)
q(t7)

· · · q(t4n−3)
q(t4n−1)

, n = 1, 2, . . . , (3.1.6)

kde t1, . . . , t4n jsou vhodná čı́sla taková, že ϕk−1(t) < t4k−3 < χk(t) < t4k−1 < ϕk(t) a
ψk−1(t) < t4k−2 < ωk(t) < t4k < ψk(t), k = 1, 2, . . . , n; t0 = t.

Důkaz.
Naznačme odvozenı́ vztahů (3.1.2) až (3.1.4). Důkazy dalšı́ch dvou vztahů lze nalézt v [25], str. 123 –

125 a 127.
Vztah (3.1.2) dostaneme okamžitě derivacı́ prvnı́ho ze vztahů (3.1.1).
Při důkazu vztahu (3.1.3) lze postupovat takto: Vyjděme ze vztahu (3.1.2) a pokusme se z něj eliminovat

řešenı́ v a v′. Je-li u(t) 6= 0 vynásobı́me čitatele i jmenovatele této rovnice výrazem u(t) ·u(ϕ(t)) a k jejich
úpravě využijeme vztahu (3.1.1). Tedy

ϕ′(t) =
u2(ϕ(t))(v′(t)u(t)− u′(t)v(t))

u2(t)(u′(ϕ(t))v(ϕ(t))− u(ϕ(t))v′(ϕ(t)))
.

56



Dělenı́m wronskiánem w, pro nějž zřejmě w(t) = w(ϕ(t)), dostáváme

ϕ′(t) =
u2(ϕ(t))
u2(t)

pro t ∈ j, pro něž je u(t) 6= 0.

Je-li u(t) = 0, vynásobı́me čitatele i jmenovatele výrazem u′(t) · u′(ϕ(t)), který je určitě různý od nuly a
po úpravě obdržı́me výsledný vztah

ϕ′(t) =
u′2(t)

u′2(ϕ(t))
pro t ∈ j, pro něž je u(t) = 0.

Při odvozenı́ vztahu (3.1.4) lze postupovat takto: Předpokládejme, že u(t) 6= 0 (v důsledku lineárnı́
nezávislosti řešenı́ u, v musı́ být vždy jedna z hodnot u(t), v(t) různá od nuly), vyjděme ze vztahu (3.1.3)
a použijme následujı́cı́ úpravy

ϕ′(t) =
u2(ϕ(t))
u2(t)

=
u2(ϕ(t))(u2(t) + v2(t))

u2(t)(u2(ϕ(t)) + v2(ϕ(t)))
·u

2(ϕ(t)) + v2(ϕ(t))
u2(t) + v2(t)

=
1 + v2(t)

u2(t)

1 + v2(ϕ(t))
u2(ϕ(t))

·u
2(ϕ(t)) + v2(ϕ(t))
u2(t) + v2(t)

.

S využitı́m vztahu (3.1.1) a definice prvnı́ amplitudy dostaneme okamžitě dokazované tvrzenı́.

3.1.2 Vztah mezi centrálnı́mi dispersemi a fázemi

V tomto odstavci uvedeme tzv. Abelovy funkcionálnı́ rovnice, jež udávajı́ souvislost mezi centrál-
nı́mi dispersemi a fázemi.

Věta 3.1.2 Necht’α a β jsou prvnı́ a druhá fáze báze (u,v) diferenciálnı́ rovnice (q) takové, že 0 <
|β − α| < π. Dále necht’ϕn, ψn, χm, ωm (n = 0,±1,±2, · · · ,m = ±1,±2, · · · ) jsou centrálnı́
disperse dané v Definici 3.1.1. Pak pro všechna t ∈ j, n = 0,±1,±2, · · · ,m = ±1,±2, · · · platı́

α(ϕn(t)) = α(t) + εnπ, (3.1.7)

β(ψn(t)) = β(t) + εnπ,

α(ωm(t)) = β(t) +
1
2

((2m− sgnm)ε∓ 1)π,

β(χm(t)) = α(t) +
1
2

((2m− sgnm)ε± 1)π,

kde ε = sgnα′ = sgnβ′. Prvnı́ znaménko platı́ pro přı́pad 0 < β − α < π a druhé znaménko pro
přı́pad −π < β − α < 0.

Výše uvedené rovnice se nazývajı́ Abelovy funkcionálnı́ rovnice pro centrálnı́ disperse.

Důkaz.

1. Nejprve vysvětleme podmı́nku omezujı́cı́ výběr fázı́ α, β, tj. podmı́nku 0 < |β−α| < π: Dosazenı́m
vztahů (2.1.7) a (2.2.4) do wronskiánu w = uv′ − u′v dostáváme

r · s · sin(β − α) = ε · ε(−w).
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Protože je pravá strana této rovnice všude nenulová, existuje celé čı́slo n takové, že

nπ < β − α < (n+ 1)π.

Připomeňme, že všechny prvnı́ a druhé fáze přı́slušné k bázi (u, v) jsou tvaru

αn = α+ nπ, βn = β + nπ, kde n = 0,±1, . . . .

Zvolı́me-li nynı́ α0, β0 tak, že α0 < β0, pak lze ostatnı́ fáze αn ∈ (α0), βn ∈ (β0) uspořádat do tzv.
smı́šeného fázového systému

· · · < α−1 < β−1 < α0 < β0 < α1 < β1 < · · · .
Pak pro dvě sousednı́ fáze αk, βk, resp. βk, αk+1 platı́

0 < βk − αk < π, resp. − π < βk − αk+1 < 0.

Zmı́něná podmı́nka tedy znamená, že α a β jsou dvě „sousednı́“ fáze smı́šeného fázového systému.

2. Nynı́ provedeme vlastnı́ odvozenı́ rovnice (3.1.7).
Z předpokladu q < 0 (platı́ v celé 3. kapitole) plyne, že fáze α, β jsou zároveň rostoucı́ nebo zároveň
klesajı́cı́, tj. sgnα′ = sgnβ′ 6= 0. Označme ε = sgnα′ = sgnβ′.
Uvažujme libovolný pevný bod x ∈ j a takové řešenı́ y rovnice (q), pro které platı́ y(x) = 0. Ze
vztahů (2.1.9) a (2.2.5) plyne:

y(t) = k · r(t) · sin[α(t)− α(x)] (3.1.8)

y′(t) = ±k · s(t) · sin[β(t)− α(x)], (3.1.9)

kde k 6= 0 je vhodná konstanta, r(t) prvnı́ amplituda a s(t) druhá amplituda.
Pro zjednodušenı́ položme

A(t) = α(t)− α(x). (3.1.10)

ZřejměA(x) = 0. Z předpokladu oscilatoričnosti rovnice (q) plyne, žeα je neohraničená. Je-li ε = 1,
tj. α je rostoucı́, pak limt→+∞A(t) = +∞. Je-li ε = −1, tj. α je klesajı́cı́, pak limt→+∞A(t) =
−∞.
Vzhledem ke spojitosti a neohraničenosti funkce A v intervalu j existuje ke každému n ∈ N čı́slo
x1 (x1 > x) takové, že A(x1) = εnπ. Dosazenı́m do vztahu (3.1.8) dostaneme, že x1 je nulový bod
řešenı́ y. Ze vztahu (3.1.10) plyne

α(x1)− α(x) = εnπ. (3.1.11)

Tedy pro ε = 1 je x1 pravý n-tý 1-konjugovaný bod s bodem x, tj. x1 = ϕn(x). Obdobně pro ε = −1
dostaneme x1 = ϕ−n(x).
Dosazenı́m x1 = ϕn(x) do vztahu (3.1.11) okamžitě plyne

α(ϕn(x)) = α(x) + εnπ.

Obdobně za použitı́ vztahu (3.1.9) můžeme uvažovat funkci B(t) = β(t) − α(t) a analogicky
dojdeme k rovnici pro centrálnı́ dispersi χm. Jestliže v rovnici (3.1.8) zvolı́me mı́sto konstanty α(x)
konstantu β(x), tj. y(t) = k · r(t) · sin[α(t)− β(x)], dojdeme k rovnici pro centrálnı́ dispersi ωm a
obdobně, uvažujeme-li rovnici (3.1.9) ve tvaru y′(t) = ±k ·s(t) ·sin[β(t)−β(x)], dojdeme k rovnici
pro centrálnı́ dispersi ψn.
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3.1.3 Diferenciálnı́ rovnice pro centrálnı́ disperse

V tomto odstavci ukážeme, že centrálnı́ disperse oscilatorických rovnic jsou řešenı́m jisté nelineárnı́
diferenciálnı́ rovnice 3. řádu. Tento výsledek hraje významnou roli předevšı́m v teorii transformacı́.

Věta 3.1.3 Všechny centrálnı́ disperse 1. druhu ϕn (n = 0,±1,±2, . . . ) rovnice (q) s nosičem q
splňujı́ v intervalu j nelineárnı́ diferenciálnı́ rovnici 3. řádu

−{ϕn, t}+ q(ϕn)ϕ′n
2 = q(t). (qq)

Dále, je-li q ∈ C2, pak všechny centrálnı́ disperse ψn, χm, ωm (n = 0,±1,±2, . . . , m =
±1,±2, . . . ) 2., 3. a 4. druhu splňujı́ v intervalu j rovnice

−{ψn, t}+ q̂(ψn)ψ′n
2 = q̂(t), (q̂q̂)

−{χm, t}+ q̂(χm)χ′m
2 = q(t), (q̂q)

−{ωm, t}+ q(ωm)ω′m
2 = q̂(t), (qq̂)

kde q je nosič rovnice (q) a q̂ nosič rovnice průvodnı́ (q̂) k rovnici (q). Tyto rovnice se nazývajı́
nelineárnı́ diferenciálnı́ rovnice 3. řádu pro centrálnı́ disperse.

Důkaz.
Necht’ t ∈ j libovolně. Schwarzovskou derivacı́ (viz Věta 1.3.1) Abelovy funkcionálnı́ rovnice pro

centrálnı́ dispersi 1. druhu α(ϕn(t)) = α(t) + εnπ (3.1.2) zı́skáme

{α, ϕn(t)} · ϕ′n2(t) + {ϕn, t} = {α, t}.

Dále využitı́m vztahu q(t) = −{α, t} − α′ 2(t) (2.1.8) dostaneme

(q(ϕn) + α′ 2(ϕn)) · ϕ′ 2n (t)− {ϕn, t} = q(t) + α′ 2(t),

odkud
q(t) = q(ϕn) · ϕ′n2 − {ϕn, t},

nebot’α′ 2(ϕn)ϕ′ 2n (t) = α′ 2(t) (dostaneme ihned derivacı́ vztahu (3.1.2)).
Obdobně postupujeme při odvozovánı́ rovnic pro ostatnı́ centrálnı́ disperse.

3.1.4 Algebraická struktura množiny centrálnı́ch dispersı́

Mezi centrálnı́mi dispersemi jednoho i různých druhů existuje mnoho vzájemných vztahů vyplýva-
jı́cı́ch ze skládánı́ těchto funkcı́. V tomto odstavci naznačı́me některé výsledky, k nimž O. Borůvka
při zkoumánı́ těchto vztahů dospěl. Přitom budeme použı́vat následujı́cı́ označenı́:

Pro dvě funkce f , g definované v intervalu j značı́ fg skládánı́ funkcı́ ve smyslu

(fg)(t) = f(g(t)).

Dále necht’f−1 značı́ funkci inverznı́ k funkci f (pokud existuje), fn složenou funkci ff · · · f
počı́táno n-krát, f−n složenou funkci f−1f−1 · · · f−1 počı́táno n-krát a konečně f0(t) = t.
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Necht’Φ, Ψ , χ, Ω značı́ množiny všech centrálnı́ch dispersı́ 1., 2., 3. a 4. druhu. Schématicky
jsou vztahy vyplývajı́cı́ ze skládánı́ centrálnı́ch dispersı́ různých druhů znázorněny v následujı́cı́
tabulce, jejı́ž význam je následujı́cı́: Složenı́m dvou centrálnı́ch dispersı́ a ∈ A, b ∈ B (A, B
značı́ jednu z množin Φ, Ψ , χ, Ω) vznikne funkce, která nenı́ centrálnı́ dispersı́ nebo je centrálnı́
dispersı́ ab z množiny C, která se nacházı́ v průsečı́ku řádku A a sloupce B, tj. ab ∈ C. Napřı́klad
složenı́m dvou centrálnı́ch dispersı́ 1. druhu dostaneme zase centrálnı́ dispersi 1. druhu, konkrétně
platı́ ϕrϕs = ϕr+s, složenı́m centrálnı́ disperse 1. druhu s centrálnı́ dispersı́ 2. druhu dostaneme
funkci, která nenı́ centrálnı́ dispersı́ žádného druhu, složenı́m centrálnı́ disperse 4. druhu s centrálnı́
dispersı́ 3. druhu dostaneme centrálnı́ dispersi 1. druhu, atd.

Φ Ψ χ Ω
Φ Φ – – Ω
Ψ – Ψ χ –
χ χ – – Ψ

Ω – Ω Φ –

Tab. 1 Skládánı́ centrálnı́ch dispersı́

Grupa centrálnı́ch dispersı́ 1. druhu C
Všimněme si nynı́ chovánı́ centrálnı́ch dispersı́ 1. druhu. Přı́mo z definice centrálnı́ch dispersı́
plynou následujı́cı́ vztahy

ϕnϕ−n = t, ϕn = ϕn1 , ϕ−n = ϕn−1, n = 1, 2, . . . .

Tedy ke každé centrálnı́ dispersi 1. druhu existuje funkce inverznı́ a všechny jejı́ hodnoty se
dajı́ vyjádřit pomocı́ základnı́ centrálnı́ disperse ϕ1 a funkce k nı́ inverznı́ ϕ−1.

Z těchto vztahů tedy plyne, že množina Φ všech centrálnı́ch dispersı́ 1. druhu tvořı́ spolu
s operacı́ skládánı́ nekonečnou cyklickou grupu generovanou prvkemϕ1. Označme ji C. Neutrálnı́m
(jednotkovým) prvkem této grupy je identita ϕ0 = t a ke každému prvku ϕk je prvek ϕ−k prvkem
inverznı́m. Lze také dokázat, že všechny centrálnı́ disperse 1. druhu se sudými indexy tvořı́ v této
grupě podgrupu S. Tedy

S ⊂ C.
K obdobnému závěru lze dospět také v přı́padě množiny Ψ centrálnı́ch dispersı́ 2. druhu.

Poznámka. V souvislosti s centrálnı́mi dispersemi řešı́ O. Borůvka v monografii [25] řadu otázek
z teorie oscilatorických rovnic v Jacobiho tvaru, napřı́klad určenı́ všech rovnic (q) s předepsanou
základnı́ centrálnı́ dispersı́ libovolného druhu, zkoumánı́ rovnic (q) se stejnou základnı́ centrálnı́
dispersı́ 1. druhu nebo rovnic (q), které majı́ stejnou základnı́ centrálnı́ dispersi 1. a 2. druhu a
rovnic, které majı́ stejnou základnı́ centrálnı́ dispersi 3. a 4. druhu.

Centrálnı́ disperse pomáhajı́ v řešenı́ otázek globálnı́ho charakteru hlavně tı́m, že popisujı́
vztahy mezi řešenı́mi nebo derivacemi řešenı́ v konjugovaných bodech těchto řešenı́.
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Poznámka. (Jiný pohled na centrálnı́ disperse)
Centrálnı́ dispersi 1. druhu jsme definovali jako funkci, která bodu t ∈ j přiřadı́ jistý 1-konjugovaný
bod s bodem t. Neboli, nulovému bodu nějakého řešenı́ u rovnice (q) přiřadı́ jiný nulový bod téhož
řešenı́ u. Obdobně 2-centrálnı́ dispersi jsme definovali jako funkci, která bodu t ∈ j přiřadı́ jistý
2-konjugovaný bod s bodem t, neboli nulovému bodu řešenı́ u1 rovnice (q̂) přiřadı́ nulový bod
řešenı́ u1 rovnice (q̂). Analogicky 3-centrálnı́ disperse je funkce, která nulovému bodu řešenı́ u
rovnice (q) přiřadı́ nulový bod řešenı́ u1 = u′/

√−q rovnice (q̂) a 4-centrálnı́ disperse funkce,
která nulovému bodu řešenı́ u1 = u′/

√−q rovnice (q̂) přiřadı́ nulový bod řešenı́ u rovnice (q).
Můžeme tedy řı́ci, že se jedná o zobrazenı́ mezi nulovými body řešenı́ jedné rovnice a nulovými

body řešenı́ rovnice druhé. U centrálnı́ch dispersı́ jsou těmito rovnicemi rovnice (q) a jejı́ průvodnı́
rovnice (q̂). V obecném přı́padě však můžeme uvažovat zobrazenı́ mezi nulovými body řešenı́
dvou libovolných rovnic (q), (Q). Takové zobrazenı́ zavedeme v následujı́cı́m odstavci a nazveme
ho obecnou dispersı́.

3.2 Obecné disperse

Obecnou dispersı́ budeme rozumět funkci jedné proměnné, která bude udávat souvislost mezi
nulovými body řešenı́ rovnice (q) a nulovými body řešenı́ rovnice (Q).

Necht’ rovnice (q) je oscilatorická na intervalu j = (a, b) a necht’ (u, v) značı́ jejı́ bázi, w
wronskián řešenı́ u, v a r lineárnı́ prostor řešenı́ rovnice (q).

Dále necht’rovnice (Q) je oscilatorická na intervalu J = (A,B) a necht’(U, V ) značı́ jejı́ bázi,
W wronskián řešenı́ U , V a R lineárnı́ prostor řešenı́ rovnice (Q).

Definice 3.2.1 Necht’p : r → R je lineárnı́ zobrazenı́ takové, že obrazem každého řešenı́ y ∈ r
daného vztahem y = c1u + c2v je řešenı́ Y ∈ R dané vztahem Y = c1U + c2V se stejnými
konstantami c1, c2. Pı́šeme Y = py.

Lineárnı́ zobrazenı́ p : r → R se nazývá normalizované vzhledem k bodům t0, T0 (v tomto
pořadı́), jestliže zobrazı́ každé řešenı́ y ∈ r rovnice (q), které procházı́ bodem t0 na řešenı́ Y
rovnice (Q), které procházı́ bodem T0, tj. jestliže y(t0) = 0, pak (py)(T0) = Y (T0) = 0.

Poznamenejme, že ke každému zobrazenı́ p : r → R existuje inverznı́ zobrazenı́ p−1 : R→ r
takové, že každé řešenı́ Y ∈ R dané vztahem Y = C1U + C2V zobrazı́ na řešenı́ y ∈ r dané
vztahem y = C1u+ C2v se stejnými konstantami C1, C2. Pı́šeme y = p−1Y .

Nynı́ můžeme definovat obecnou dispersi rovnic (q), (Q).

Definice 3.2.2 Bud’ dáno t0 ∈ j a T0 ∈ J libovolně. Označme tn n-té 1-konjugované body
s bodem t0 rovnice (q) a Tn n-té 1-konjugované body s bodem T0 rovnice (Q) (n = ±1,±2, . . . ).
Dále necht’p : r → R je zobrazenı́ normalizované vzhledem k bodům t0, T0.

Necht’t ∈ j libovolně a y je řešenı́ rovnice (q) procházejı́cı́ bodem t. Pak definujeme hodnotu
X(t) funkce X v bodě t takto:

Je-li w/W > 0 pak X(t) je takový nulový bod řešenı́ py rovnice (Q), že je-li t ∈ (tn, tn+1),
pak X(t) ∈ (Tn, Tn+1) a X(tn) = Tn.

Je-li w/W < 0 pak X(t) je takový nulový bod řešenı́ py rovnice (Q), že je-li t ∈ (tn, tn+1),
pak X(t) ∈ (T−n−1, T−n) a X(tn) = T−n.
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FunkceX , jež je definována na intervalu j, se nazývá obecná disperse rovnic (q), (Q) (v tomto
pořadı́) vzhledem k bodům t0, T0 a lineárnı́mu zobrazenı́ p, stručně obecná disperse rovnic (q),
(Q). Čı́sla t0, T0 nazýváme počátečnı́ body a lineárnı́ zobrazenı́ p generátor obecné disperse X .

V teorii obecných dispersı́ hraje velmi důležitou roli následujı́cı́ věta, jež vyjadřuje obecnou
dispersi pomocı́ fázı́ rovnic (q) a (Q).

Věta 3.2.3 Necht’X je obecná disperse rovnic (q), (Q) s počátečnı́mi body t0, T0 a generátorem
p. Dále necht’ α je libovolná fáze báze (u, v) rovnice (q) taková, že α(t0) = 0 a A libovolná
fáze báze (U, V ) rovnice (Q) taková, že A(T0) = 0. Pak obecná disperse X splňuje v intervalu j
funkcionálnı́ rovnici

α(t) = A(X(t)), (3.2.1)

tj. pro obecnou dispersi platı́

X(t) = A−1(α(t)), (3.2.2)

kde A−1 značı́ inverznı́ funkci k funkci A.

Důkaz.
Důkaz lze nalézt v [25], str. 174–176.

Z rovnice (3.2.2) vidı́me, že vlastnosti obecných dispersı́ lze obdržet z vlastnostı́ prvnı́ch fázı́
rovnic (q), (Q). Zejména platı́

1.
X(j) = J, X ∈ C3, X ′ 6= 0.

2. Je-liw/W > 0, pakX roste v intervalu j odA kB, je-liw/W < 0, pakX klesá v intervalu
j od B k A.

3. Inverznı́ funkcı́ k obecné dispersi X(t) je obecná disperse x(T ) diferenciálnı́ch rovnic (Q),
(q) generovaná zobrazenı́m p−1 inverznı́m k zobrazenı́ p s počátečnı́mi body T0, t0.

Věta 3.2.4 Všechny obecné disperseX rovnic (q), (Q) splňujı́ v intervalu j nelineárnı́ diferenciálnı́
rovnici 3. řádu

−{X, t}+Q(X)X ′ 2 = q(t), (Qq)

kterou nazýváme diferenciálnı́ rovnicı́ obecných dispersı́ rovnic (q), (Q).
Analogicky všechny obecné disperse x rovnic (Q), (q), inverznı́ k obecným dispersı́m X ,

splňujı́ v intervalu J nelineárnı́ diferenciálnı́ rovnici 3. řádu

−{x, T}+ q(x)ẋ2 = Q(T ), kde ˙ = d/dT. (qQ)
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Důkaz.
Necht’ t ∈ j libovolně. Schwarzovskou derivacı́ (viz Věta 1.3.1) vztahu α(t) = A(X(t)) (3.2.1)

zı́skáme
{α, t} = {A, X(t)} ·X ′ 2(t) + {X, t}.

Dále využitı́m vztahu q(t) = −{α, t} − α′ 2(t) (2.1.8) dostaneme

q(t) + α′ 2(t) = (Q(X) + Ȧ2(X)) ·X ′ 2(t)− {X, t},

odkud
q(t) = Q(X) ·X ′ 2(t)− {X, t},

nebot’α′ 2(t) = Ȧ2(X) ·X ′2(t) (dostaneme ihned derivacı́ vztahu (3.1.2)).

Vı́me, že obecná disperse je jednoznačně určena počátečnı́mi body t0, T0 a lineárnı́m zobraze-
nı́m p normalizovaným vzhledem k bodům t0, T0. Nynı́ bez důkazu uvedeme dalšı́ dvě možnosti
jednoznačného určenı́ obecné disperse a odpovı́me na otázku, jak dalece je obecná disperse cha-
rakterizována pouze daným lineárnı́m zobrazenı́m.

• Necht’t0, X0, X ′
0 (6= 0), X ′′

0 jsou libovolná čı́sla. Pak existuje právě jedna obecná disperse
X rovnic (q), (Q) daná počátečnı́mi podmı́nkami

X(t0) = X0, X ′(t0) = X ′
0, X ′′(t0) = X ′′

0 .

• Libovolné prvnı́ fáze α, A diferenciálnı́ch rovnic (q), (Q) určujı́ právě jednu obecnou
dispersi X rovnic (q), (Q) jakožto řešenı́ funkcionálnı́ rovnice

α(t) = A(X(t)).

• Lineárnı́ zobrazenı́ p : r → R určuje právě jeden spočetný systém obecných dispersı́ rovnic
(q), (Q) s generátorem p. Je-li X(t) jedna obecná disperse tohoto systému, pak ostatnı́ jsou
tvaru X(ϕn(t)), n = 0,±1,±2, . . . , kde ϕn je n-tá centrálnı́ disperse 1. druhu.

Vı́me, že každá obecné disperse je řešenı́m rovnice (Qq). Na otázku, zda rovnice (Qq) má
i jiná řešenı́ než obecné disperse, odpovı́dá následujı́cı́ věta. Přitom nás ovšem zajı́majı́ pouze
řešenı́ regulárnı́, tj. X ′ 6= 0.

Věta 3.2.5 Množina všech regulárnı́ch řešenı́ diferenciálnı́ rovnice (Qq) definovaných v intervalu
j je tvořena právě obecnými dispersemi rovnic (q), (Q).

Důkaz.
Důkaz lze nalézt v [25], str. 179–180.
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Disperse k-tého druhu; k = 1, 2, 3, 4

Speciálnı́mi přı́pady obecných dispersı́ jsou disperse 1., 2., 3. a 4. druhu.

Definice 3.2.6 Necht’ rovnice (q) je oscilatorická v intervalu j a necht’ pro nosič q rovnice (q)
platı́, že q < 0 a q ∈ C2 pro každé t ∈ j.

Dispersı́ 1. druhu rovnice (q) nazýváme obecnou dispersi rovnic (q), (q); dispersı́ 2. druhu
rovnice (q) nazýváme obecnou dispersi rovnic (q̂), (q̂); dispersı́ 3. druhu rovnice (q) nazýváme
obecnou dispersi rovnic (q), (q̂) a konečně dispersı́ 4. druhu rovnice (q) nazýváme obecnou dispersi
rovnic (q̂), (q).

Poznámky.

1. Necht’Xk (k = 1, 2, 3, 4) značı́ disperse k-tého druhu rovnice (q). Pak z Věty 3.2.3 plynou
následujı́cı́ vztahy

α(X1) = α(t), β(X2) = β(t), β(X3) = α(t), α(X4) = β(t),

kde α, α značı́ prvnı́ fáze a β, β druhé fáze rovnice (q).

2. Disperse k-tého druhu rovnice (q), k = 1, 2, 3, 4, přirozeně zahrnujı́ centrálnı́ disperse
odpovı́dajı́cı́ch druhů. Na ukázku uved’me, kdy je disperse 1. druhu rovna centrálnı́ dispersi
1. druhu. Pro disperse ostatnı́ch druhů jsou podmı́nky analogické.

(a) Disperse 1. druhu X1 rovnice (q) určená vztahem α(X1) = α(t) je centrálnı́ dispersı́
1. druhu právě tehdy, když fáze α, α náležı́ do prvnı́ho fázového systému stejné báze
rovnice (q). V takovém přı́padě X1 = ϕn (n = 0,±1,±2, . . . ) právě tehdy, když
α = α+ nπsgnα′.

(b) Necht’X1 je dispersı́ 1. druhu rovnice (q) s počátečnı́mi body t0, T0 a generátorem p.
Pak X1 = ϕn (n = 0,±1,±2, . . . ) právě tehdy, když T0 = ϕn(t0) a p = ce, kde e
značı́ identické zobrazenı́ prostoru r do sebe a c nenulovou konstantu.

3.2.1 Algebraická struktura množiny obecných dispersı́

Uvažujme diferenciálnı́ rovnice (q), (Q) na intervalech j = J = (−∞,∞). Necht’D značı́
množinu obecných dispersı́ rovnic (q), (Q).

Vı́me, že každá obecná disperse X ∈ D je neohraničená funkce, pro niž platı́ X ∈ C3 a
X ′ 6= 0. Z toho plyne (viz Věta 2.1.4), že X je neohraničenou prvnı́ fázı́ oscilatorické rovnice na
intervalu (−∞,∞). Platı́ tedy, že množina obecných dispersı́ D je podmnožinou grupy fázı́ G, tj.
D ⊂ G.

Obecná disperse X ∈ D je jednoznačně určena vztahem X(t) = A−1(α(t)), kde α a A jsou
libovolné prvnı́ fáze rovnic (q) a (Q). Z odstavce týkajı́cı́ho se algebraických vlastnostı́ centrálnı́ch
dispersı́ vı́me, že fáze α aA určujı́ množiny Fα a FA všech fázı́ rovnic (q) a (Q). F přitom značı́
fundamentálnı́ podgrupu grupy fázı́ G. Na základě těchto skutečnostı́ lze ukázat, že pro množinu
obecných dispersı́ D rovnic (q), (Q) platı́

D = A−1Fα.
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Grupa dispersı́ 1. druhu rovnice (q)

Připomeňme, že dispersı́ 1. druhu rozumı́me dispersi rovnic (q), (q). Tedy pro množinuD dispersı́
1. druhu platı́

D = α−1Fα.
Lze dokázat, že množina D tvořı́ spolu s operacı́ skládánı́ grupu, kterou nazveme grupa dispersı́
1. druhu rovnice (q) a je podgrupou grupy fázı́ G, tj. D ⊂ G.

Všechny rostoucı́ disperse 1. druhu rovnice (q) tvořı́ v této grupě invariantnı́ podgrupu B.
Tato podgrupa má netriviálnı́ centrum, kterým je nekonečná cyklická grupa C centrálnı́ch dispersı́
1. druhu rovnice (q), tj. platı́

ϕnX = Xϕn pro každý prvek X ∈ B,

kde ϕn (n = 0,±1± 2) jsou centrálnı́ disperse 1. druhu.
Shrneme-li naše dosavadnı́ poznatky, dostáváme: Disperse 1. druhu diferenciálnı́ rovnice (q)

tvořı́ grupu D. Rostoucı́ disperse 1. druhu tvořı́ v grupě D invariantnı́ podgrupu B. Nekonečná
cyklická grupa C tvořená centrálnı́mi dispersemi 1. druhu rovnice (q) je centrum grupyB. Centrálnı́
disperse 1. druhu se sudými indexy tvořı́ invariantnı́ podgrupu S v grupě D. Tedy

S ⊂ C ⊂ B ⊂ D.

Zabýváme-li se algebraickou strukturou dispersı́ 2. druhu rovnice (q), dojdeme k závěrům
analogickým jako u dispersı́ 1. druhu.

Závěrem celé kapitoly poznamenejme, že O. Borůvka zvolil název „disperse“ s úmyslem, aby
připomı́nal rozloženı́ (rozptyl, dispersi) nulových bodů řešenı́ rovnice (q) a označenı́ „centrálnı́ “
je odvozeno právě z grupových vlastnostı́ centrálnı́ch dispersı́ 1. a 2. druhu.
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4 Teorie transformacı́

Tato kapitola bude věnována popisu transformacı́ dvou libovolných rovnic (q), (Q). Na rozdı́l od
předchozı́ kapitoly budeme uvažovat rovnice oscilatorické i neoscilatorické.

Transformačnı́ problém obyčejných lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic 2. řádu se poprvé objevil
roku 1834 v práci De generali quadam aequatione differentiali tertii ordinis německého matematika
E. E. Kummera a proto bývá označován jako Kummerův transformačnı́ problém. V této práci
E. E. Kummer poprvé uvažoval transformaci (zachováváme Kummerovo označenı́ a způsob zápisu)

y(x) = w(x)v(z), (4.0.1)

která převede řešenı́ y = y(x) diferenciálnı́ rovnice 2. řádu tvaru

d2y

dx2 + p(x)
dy

dx
+ q(x)y = 0

na řešenı́ v = v(z) rovnice
d2v

dz2 + P (z)
dv

dz
+Q(z)v = 0.

Přitom jeho největšı́m přı́nosem bylo objevenı́ nelineárnı́ diferenciálnı́ rovnice 3. řádu, jejı́mž
řešenı́m dostaneme funkci z = z(x) vystupujı́cı́ v transformačnı́ rovnici (4.0.1)

2
d3z

dzdx2 − 3

(
d2z

dzdx

)2

− Z
dz2

dx2 +X = 0,

kde Z = 2dPdz + P 2 − 4Q, X = 2 dpdx + p2 − 4q.

E. E. Kummer odvodil také vztah pro funkci w = w(x) ve tvaru

w2 = c · e
R
Pdz · e−

R
pdz · dx

dz
,

kde c je libovolná konstanta a e základ přirozeného logaritmu.
Delšı́ dobu zůstávala nezodpovězená otázka, zda Kummerova transformace (4.0.1), která je

lineárnı́ vzhledem k řešenı́m y a v, nemůže být nahrazena obecnějšı́m vztahem

y(x) = f(x, v(z(x))).

Koncem devatenáctého stoletı́ dokázali nezávisle na sobě různými metodami P. Stäckel (J. reine
angew. Math. 111 (1893)), S. Lie (Leipziger Ber. 1894) a E. J. Wilczynski (Amer. J. Math. 23
(1901)), že Kummerova transformace tvaru (4.0.1) je nejobecnějšı́ transformacı́, která převádı́
libovolnou lineárnı́ homogennı́ diferenciálnı́ rovnici n-tého řádu (n ≥ 2) na rovnici téhož typu.

Po vydánı́ Kummerova pojednánı́ se začaly objevovat práce mnoha matematiků (F. Brioschi,
A. R. Forsyth, G. H. Halphen, E. Laguerre aj.), v nichž byly studovány lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice
vyššı́ch řádů, jejich transformace, kanonické tvary atd. Avšak roku 1910 G. D. Birkhoff ukázal,
že všechny doposud uveřejněné výsledky týkajı́cı́ se transformacı́ majı́ pouze lokálnı́ charakter.
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Takové výsledky ovšem nedostačujı́ pro studium problémů globálnı́ho charakteru, jako je např.
ohraničenost, periodicita, oscilatorické chovánı́, nenulová řešenı́ a mnoho dalšı́ch.

Samozřejmě, že jisté izolované výsledky globálnı́ho charakteru existovaly, např. Sturmova
věta o separaci nulových bodů řešenı́ lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic 2. řádu. Ovšem neexistovala
ucelená teorie s dostatečně obecnými metodami k řešenı́ globálnı́ch otázek.

Globálnı́mi vlastnostmi lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic 2. řádu v Jacobiho tvaru se v pade-
sátých letech tohoto stoletı́ začal systematicky zabývat O. Borůvka.

O. Borůvka vyšel z výsledků E. E. Kummera, aplikoval je na rovnice v Jacobiho tvaru

y′′ = q(t)y, q ∈ C0(j), j = (a, b), −∞ ≤ a < b ≤ ∞, (q)

Ÿ = Q(T )Y, Q ∈ C0(J), J = (A,B), −∞ ≤ A < B ≤ ∞ (Q)

a postupně vytvořil obsáhlou teorii globálnı́ch transformacı́ těchto rovnic, jejı́ž základy vyložı́me
v této kapitole.

Definice 4.0.1 Necht’h(t), X(t) jsou funkce definované na otevřeném intervalu k ⊆ j takové, že
platı́

1. h ∈ C2, X ∈ C3

2. h ·X ′ 6= 0 pro každé t ∈ k
3. K := X(k) ⊆ J .

Transformacı́ rovnic (q), (Q) rozumı́me uspořádanou dvojici [h,X] funkcı́ h(t),X(t) takovou, že
pro každé řešenı́ Y rovnice (Q) je funkce

y(t) = h(t)Y (X(t)) (4.0.2)

řešenı́m rovnice (q).
Funkce X se nazývá transformačnı́ funkce rovnic (q), (Q) nebo jádro transformace [h,X] a

funkce h faktor transformace [h,X].

Poznámka. Mluvı́me-li o transformaci rovnic (q), (Q) ve smyslu předchozı́ definice, uvažujeme
transformaci řešenı́ Y na intervalu K := X(k) ⊆ J na řešenı́ y na intervalu k ⊆ j.

Nebo ještě obecněji, transformaci části řešenı́ Y na intervalu I := X(i) ⊆ K ⊆ J na část
řešenı́ y na intervalu i ⊆ k ⊆ j.

Již jsme se zmı́nili, že transformacemi rovnic 2. řádu se poprvé zabýval E. E. Kummer,
jehož největšı́m přı́nosem byl objev nelineárnı́ diferenciálnı́ rovnice 3. řádu udávajı́cı́ vztah mezi
koeficienty rovnic a transformačnı́ funkcı́. Aplikujeme-li tento vztah na rovnice v Jacobiho tvaru
dostaneme výsledek zformulovaný v následujı́cı́ větě.

Věta 4.0.2 Každá transformačnı́ funkce X rovnic (q), (Q) je ve svém definičnı́m intervalu k ⊆ j
řešenı́m nelineárnı́ diferenciálnı́ rovnice 3. řádu, tzv. Kummerovy rovnice

−{X, t}+Q(X)X ′ 2 = q(t) (Qq)
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a faktor h transformace [h,X] rovnic (q), (Q) je jednoznačně určen funkcı́X až na multiplikativnı́
konstantu c 6= 0

h(t) =
c√

|X ′(t)| . (4.0.3)

Poznámky.

1. Podle předchozı́ definice transformačnı́ funkcı́ rovnic (q), (Q) rozumı́me každou funkci
X ∈ C3, X ′ 6= 0 pro niž platı́, že uspořádaná dvojice [h,X] reprezentuje transformaci
rovnic (q), (Q). Nadále budeme libovolnou funkci f splňujı́cı́ podmı́nky f ∈ C3, f ′ 6= 0
nazývat funkcı́ regulárnı́.

2. Transformačnı́m problémem budeme rozumět problém určenı́ všech možných transformacı́
rovnic (q), (Q), tj. všech možných transformačnı́ch funkcı́ rovnic (q), (Q) a zkoumánı́ jejich
vlastnostı́.

Důkaz Věty 4.0.2.
Odvozenı́ rovnice (Qq) a vztahu (4.0.3) provedeme pomocı́ transformace závisle a nezávisle proměnné.
Uvažujme diferenciálnı́ rovnice (q), (Q) a proved’me transformaci závisle proměnné y(t) = h(t)z(t)

a transformaci nezávisle proměnné z(t) = Y (T ), T = X(t) =
∫ t

t0
h−2(σ)dσ. Podle Věty 1.2.1 a jejı́ho

Důsledku 1.2.2 vı́me, že výsledná transformace y(t) = h(t)Y (X(t)) převádı́ řešenı́ Y diferenciálnı́ rovnice
(Q) na intervalu J na řešenı́ y diferenciálnı́ rovnice (q) na intervalu j a pro nosič Q platı́

Q(T ) = h3(t)(−h′′(t) + q(t)h(t)). (4.0.4)

Nejprve vyjádřeme faktor h transformace [h,X] pomocı́ funkce X . Derivacı́ vztahu X(t) =
∫ t

t0
h−2(σ)dσ

dostaneme X ′(t) = h−2(t), odkud

h(t) =
±1√
|X ′(t)| . (4.0.5)

Zbývá odvozenı́ rovnice (Qq). Dosazenı́m funkce h ze vztahu (4.0.5) do vztahu (4.0.4) obdržı́me výraz

q(t) = Q(T )X ′ 2 − 1
2
X ′′′

X ′ +
3
4
X ′′ 2

X ′ 2 ,

což je hledaná rovnice (Qq)
q(t) = −{X, t}+Q(T )X ′ 2.

Teorii transformacı́ lze rozdělit na dvě části podle toho, jaké podmı́nky klademe na transfor-
mačnı́ funkci. O obecných transformacı́ch mluvı́me v přı́padě, že neklademe na transformačnı́
funkci žádné dalšı́ požadavky kromě podmı́nek uvedených v Definici 4.0.1, o úplných transfor-
macı́ch v přı́padě, že definičnı́ obor transformačnı́ funkce je shodný s definičnı́m oborem rovnice
(q) a obor hodnot transformačnı́ funkce s definičnı́m oborem rovnice (Q).
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4.1 Obecné transformace

4.1.1 Řešenı́ Kummerovy rovnice (Qq)

Hlavnı́ roli v celé teorii transformacı́ hraje Kummerova rovnice (Qq), nebot’jejı́mi řešenı́mi jsou
transformačnı́ funkce. Následujı́cı́ odstavec je proto věnován otázkám týkajı́cı́m se řešenı́ této
rovnice.

Řešenı́m Kummerovy rovnice

−{X, t}+Q(X)X ′ 2 = q(t) (Qq)

rozumı́me funkci X definovanou v intervalu k ⊆ j. Přitom nás budou zajı́mat pouze řešenı́ regu-
lárnı́, tj. X ∈ C3 a X ′ 6= 0 pro každé t ∈ k; X(k) = K ⊆ J .

Lze dokázat, že je-li funkce X(t) regulárnı́m řešenı́m rovnice (Qq) na intervalu k ⊆ j, pak
existuje inverznı́ funkce x(T ) k funkciX definovaná na intervaluK = X(k) ⊆ J a platı́, že x(T )
je řešenı́m rovnice

−{x, T}+ q(x)ẋ2 = Q(T ). (qQ)

Ve všech dále uvedených tvrzenı́ch budeme mluvit pouze o funkci X , tj. řešenı́ rovnice (Qq). Pro
funkci x inverznı́ k X platı́ tvrzenı́ analogická.

Vı́me, že každá transformačnı́ funkce X rovnic (q), (Q) je regulárnı́m řešenı́m Kummerovy
rovnice (Qq). Nynı́ odpovězme na otázku, zda také naopak každé regulárnı́ řešenı́ rovnice (Qq) je
transformačnı́ funkcı́ rovnic (q), (Q).

Věta 4.1.1 Necht’ funkce X(t) je regulárnı́m řešenı́m rovnice (Qq) na intervalu k ⊆ j. Vyberme
t0 ∈ k libovolně a označme hodnoty funkce X , X ′, X ′′ v bodě t0 jako X0, X ′

0, X ′′
0 .

Uspořádaná dvojice funkcı́
[

c√
|X ′(t)| , X(t)],

kde c je libovolná nenulová konstanta, reprezentuje transformaci [h,X] rovnic (q), (Q), kdy je
každé řešenı́ Y rovnice (Q) transformováno na funkci

y(t) = c
Y (X(t))√
|X ′(t)| , (4.1.1)

která je částı́ řešenı́ y rovnice (q) na intervalu k splňujı́cı́ počátečnı́ podmı́nky

y(t0) = c
Y (X0)√|X ′

0|
, y′(t0) = c

[
Ẏ (X0)√|X ′

0|
X ′

0 −
1
2
Y (X0)√|X ′

0|
X ′′

0

X ′
0

]
. (4.1.2)

Důkaz.
Necht’X je regulárnı́ řešenı́ rovnice (Qq) na intervalu k a Y libovolné řešenı́ rovnice (Q) na intervalu

J . Budeme dokazovat, že funkce y daná vztahem (4.1.1) je částı́ jistého řešenı́ y rovnice (q) splňujı́cı́
podmı́nky (4.1.2).

Funkce y má na intervalu k druhou derivaci

y′′(t) = c
Ÿ (X)√
|X ′|X

′ 2 − c
Y (X)√
|X ′| {X, t}. (4.1.3)
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Dále využijeme toho, že funkce Y splňuje rovnici (Q) a funkce X rovnici (Qq). V každém bodě t ∈ k tedy
platı́

Ÿ (X) = Q(X)Y (X), −{X, t} = −Q(X)X ′ 2 + q(t).

Dosazenı́m těchto vztahů do rovnice (4.1.3) dostáváme

y′′(t) = c
Y (X)√
|X ′|Q(X)X ′ 2 + c

Y (X)√
|X ′| [−Q(X)X ′ 2 + q(t)],

odkud
y′′(t) = q(t)y.

Tedy funkce y je řešenı́m rovnice (q). Podmı́nky (4.1.2) obdržı́me derivacı́ vztahu (4.1.1).

Důsledek 4.1.2 FunkceX je regulárnı́m řešenı́m rovnice (Qq) právě tehdy, když je transformačnı́
funkcı́ rovnic (q), (Q).

Následujı́cı́ dvě věty ukazujı́ vztah mezi řešenı́m rovnice (Qq) a prvnı́mi fázemi rovnic (q)
a (Q). Na základě jejich platnosti následně dokážeme větu o existenci a jednoznačnosti řešenı́
rovnice (Qq).

Věta 4.1.3 Necht’ X(t) je regulárnı́ řešenı́ rovnice (Qq) na intervalu k ⊆ j. Vyberme t0 ∈ k
libovolně a označme hodnoty funkce X , X ′, X ′′ v bodě t0 jako X0, X ′

0, X ′′
0 . Dále necht’A je

libovolná prvnı́ fáze rovnice (Q).
Pak funkce α definovaná na intervalu k vztahem

α(t) = A(X(t)), t ∈ k (4.1.4)

je částı́ jisté prvnı́ fáze α rovnice (q), která je jednoznačně určena Cauchyovskými počátečnı́mi
podmı́nkami

α(t0) = A(X0), α′(t0) = Ȧ(X0)X ′
0, α′′(t0) = Ä(X0)X ′ 2

0 + Ȧ(X0)X ′′
0 .

Důkaz.
Necht’A je prvnı́ fázı́ rovnice (Q), tj. prvnı́ fázı́ libovolné báze (U, V ) rovnice (Q). Tedy v intervalu

J platı́ tgA = U/V všude, kromě nulových bodů řešenı́ V . Platı́, že obrazem řešenı́ U , V v transformaci
[h,X] rovnic (q), (Q) jsou funkce

u(t) = h(t)U(X(t)), v(t) = h(t)V (X(t)),

jež jsou lineárně nezávislá řešenı́ rovnice (q) definovaná na intervalu k a jsou částı́ nějakých řešenı́ u, v
rovnice (q).

Necht’α0 je prvnı́ fázı́ báze (u, v). Pak pro t ∈ k dostáváme

tgα0(t) =
u(t)
v(t)

=
u(t)
v(t)

=
h(t)U(X(t))
h(t)V (X(t))

=
U(X(t))
V (X(t))

= tgA(X(t)).

Odtud α0(t)+mπ = A(X(t)) prom ∈ Z. Protože α0 je prvnı́ fázı́ báze (u, v), je i funkce α = α0(t)+mπ
prvnı́ fázı́ báze (u, v) a α část fáze α definované na intervalu k.

Derivacı́ vztahu (4.1.4) obdržı́me počátečnı́ podmı́nky pro α′(t0) a α′′(t0).
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Poznámka. Za použitı́ funkcex inverznı́ kX platı́, že funkceA definovaná na intervaluK = X(k)
vztahem

A(T ) = α(x(T )), T ∈ K
je částı́ prvnı́ fáze A rovnice (Q) a fáze A je určena odpovı́dajı́cı́mi Cauchyovskými počátečnı́mi
podmı́nkami.

Věta 4.1.4 Necht’α, A jsou libovolné fáze rovnic (q), (Q) takové, že α(j) ∩ A(J) 6= 0.
Označı́me-li

L = α(j) ∩ A(J), k = α−1(L), K = A−1(L),

pak ke každému čı́slu t ∈ k, resp. T ∈ K existuje právě jedno čı́slo Z(t) ∈ K, resp. z(T ) ∈ k
splňujı́cı́ rovnici

α(t) = A(Z(t)), resp. α(z(T )) = A(T ). (4.1.5)

Důkaz.
Zvolme t ∈ k libovolně. Pak α(t) ∈ L = A(K) a protože fázeA roste nebo klesá, existuje právě jedno

čı́slo Z(t) ∈ K splňujı́cı́ prvnı́ rovnici (4.1.5). Analogicky pro druhou rovnici (4.1.5).

Poznámka. Funkce Z(t) = A−1(α(t)), z(T ) = α−1A(T ), definované vztahem (4.1.5) v inter-
valech k, K jsou zřejmě navzájem inverznı́, náležı́ do třı́dy C3 a jsou regulárnı́m řešenı́m rovnic
(Qq), (qQ). Nazýváme je řešenı́ generovaná fázemi α, A.

Následujı́cı́ věta je jednou z nejdůležitějšı́ch v teorii obecných transformacı́.

Věta 4.1.5 (O existenci a jednoznačnosti řešenı́ rovnice (Qq))
Necht’ t0 ∈ j, X0 ∈ J , X ′

0(6= 0), X ′′
0 jsou libovolné. Pak existuje právě jedno „nejširšı́“ řešenı́

Z(t) rovnice (Qq) v jistém intervalu k ⊆ j splňujı́cı́ Cauchyovy podmı́nky

Z(t0) = X0, Z ′(t0) = X ′
0, Z ′′(t0) = X ′′

0 , (4.1.6)

kde „nejširšı́“ znamená, že každé jiné řešenı́ (Qq) splňujı́cı́ stejné počátečnı́ podmı́nky je částı́
Z(t).

Necht’α,A jsou libovolné prvnı́ fáze rovnic (q), (Q) takové, že α(j)∩A(J) 6= 0 a necht’jejich
hodnoty v bodech t0, X0 jsou dány vztahy

α(t0) = A(X0), α′(t0) = Ȧ(X0)X ′
0, α′′(t0) = Ä(X0)X ′ 2

0 + Ȧ(X0)X ′′
0 . (4.1.7)

Pak Z(t) je řešenı́ rovnice (Qq) generované fázemi α, A a platı́

Z(t) = A−1(α(t)), t ∈ k.
Důkaz.

Vyberme jednu z fázı́, napřı́klad fázi α, libovolně. Pak podle Věty 2.1.5 je fáze A jednoznačně určena
hodnotami A(X0), Ȧ(X0), Ä(X0), které jsou dány vztahy (4.1.7) a X0 ∈ J libovolně.

Řešenı́ Z(t) generované fázemi α, A zřejmě splňuje počátečnı́ podmı́nky (4.1.6). Chceme ukázat, že
každé řešenı́ X(t) rovnice (Qq) definované v intervalu k ⊆ j počátečnı́mi podmı́nkami (4.1.6) je částı́
řešenı́ Z(t). Podle Věty 4.1.3 je funkce α(t) = A(X(t)) definovaná v intervalu k částı́ jisté prvnı́ fáze
α0 rovnice (q), která je jednoznačně určena stejnými počátečnı́mi podmı́nkami (4.1.6) jako fáze α. Z toho
plyne, že α0(t) = α(t) pro t ∈ j a dále α(t) = A(X(t)) pro t ∈ k. Tedy X(t) je částı́ Z(t) na intervalu k.
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4.1.2 Transformace řešenı́ rovnic (q), (Q)

Necht’jsou dána libovolná řešenı́ y, Y rovnic (q), (Q). Budeme se zabývat otázkou, zda můžeme
při užitı́ vhodného řešenı́ X(t) rovnice (Qq) transformovat jedno z nich, např. Y , vztahem

y(t) =
Y (X(t))√
|X ′(t)|

na část y druhého řešenı́ y, kde t ∈ k ⊆ j. Jak dále uvidı́me, odpověd’na tuto otázku bude za jistých
předpokladů kladná a dokonce budeme moci předepsat libovolnou hodnotu X0, kterou funkce X
nabývá v libovolném bodě t0 ∈ j, tj. X(t0) = X0.

Věta 4.1.6 Necht’y, Y jsou libovolná řešenı́ rovnic (q), (Q) definovaná na intervalech j, J . Dále
necht’ t0 ∈ j, X0 ∈ J jsou libovolná čı́sla splňujı́cı́ jednu z následujı́cı́ch podmı́nek:

(a) y(t0) 6= 0 6= Y (X0) (b) y(t0) = 0 = Y (X0).

Pak existuje nejširšı́ řešenı́ X rovnice (Qq) nabývajı́cı́ hodnoty X0 v bodě t0, tj. X0 = X(t0),
které transformuje řešenı́ Y na intervalu J na část y řešenı́ y vztahem

y(t) = ε
Y [X(t)]√
|X ′(t)| ,

kde ε = ±1, přičemž v přı́padě (a) je

ε = sgn y(t0)Y (X0)

a v přı́padě (b)

ε =

{
sgn y′(t0)Ẏ (X0) pro X rostoucı́,
−sgn y′(t0)Ẏ (X0) pro X klesajı́cı́.

V přı́padě (a) existuje právě jedno rostoucı́ a právě jedno klesajı́cı́ nejširšı́ řešenı́X rovnice (Qq),
v přı́padě (b) existuje nekonečně mnoho rostoucı́ch a nekonečně mnoho klesajı́cı́ch řešenı́ X .

Důkaz.
Důkaz lze nalézt v [25], str. 210–211.

Poznámka. Podle předchozı́ věty tedy ke každému řešenı́ Y na J a řešenı́ y na j existuje funkce
X definovaná na intervalu k ⊆ j, jejı́mž oborem hodnot je interval X(k) = J , která transformuje
řešenı́ Y na J na řešenı́ y na intervalu k ⊆ j.

Speciálnı́ přı́pad, kdy je řešenı́ Y na intervalu J transformováno na řešenı́ y na intervalu j,
nastane za předpokladu, že funkce X je definovaná na intervalu k = j a navı́c X(j) = J . Tomuto
přı́padu se budeme věnovat v odstavci Úplné transformace.
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4.1.3 Vztah mezi transformačnı́m problémem a centrálnı́mi dispersemi

V tomto odstavci se omezı́me pouze na oscilatorické diferenciálnı́ rovnice (q) s nosičem q < 0 a
budeme zkoumat vztahy mezi transformačnı́ funkcı́ X a centrálnı́mi dispersemi.

Podle Věty 3.1.3 platı́, že všechny centrálnı́ disperse 1. druhu ϕn rovnice (q) jsou v intervalu
j řešenı́m nelineárnı́ diferenciálnı́ rovnice 3. řádu

−{ϕn, t}+ q(ϕn)ϕn
′ 2 = q(t) (qq)

a dále za předpokladu q ∈ C2 jsou všechny centrálnı́ disperseψn,χn,ωn 2., 3. a 4. druhu v intervalu
j řešenı́m rovnic (q̂q̂), (q̂q), (qq̂). Vidı́me, že tyto rovnice jsou speciálnı́mi přı́pady Kummerovy
rovnice (Qq).

Také jsme ukázali, že centrálnı́ disperse libovolného druhu je třı́dyC3 a má nenulovou derivaci.
Můžeme tedy řı́ci, že centrálnı́ disperse libovolného druhu je regulárnı́m řešenı́m rovnice (Qq) a
podle Důsledku 4.1.2 je tedy transformačnı́ funkcı́ reprezentujı́cı́ transformaci rovnice (q) a jejı́
průvodnı́ rovnice (q̂). Uvažujeme přitom všechny čtyři vzájemně možné transformace. Tyto úvahy
vedou k následujı́cı́ větě, která je pouze jinou formulacı́ Věty 3.1.3.

Věta 4.1.7 Necht’ y značı́ libovolné řešenı́ rovnice (q) a y1 řešenı́ rovnice (q̂), jež je průvodnı́
rovnicı́ k rovnici (q). Dále necht’ϕn, ψn, χm, ωm (n = 0,±1,±2, . . . , m = ±1,±2, . . . ) jsou
libovolné centrálnı́ disperse 1., 2., 3. a 4. druhu rovnice (q).

Pak uspořádaná dvojice [
(−1)n√
ϕ′n(t)

, ϕn(t)

]

reprezentuje transformaci rovnic (q), (q), kdy je každé řešenı́ y rovnice (q) transformováno na to
samé řešenı́ y.

Dále za předpokladu q ∈ C2 platı́, že uspořádaná dvojice
[

(−1)n√
ψ′n(t)

, ψn(t)

]

reprezentuje transformaci rovnic (q̂), (q̂), kdy je každé řešenı́ y1 rovnice (q̂) transformováno na to
samé řešenı́ y1, [

(−1)m√
χ′m(t)

, χm(t)

]

transformaci rovnic (q), (q̂), kdy je každé řešenı́ y1 rovnice (q̂) transformováno na řešenı́ y rovnice
(q) a [

(−1)m√
ω′m(t)

, ωm(t)

]

transformaci rovnic (q̂), (q), kdy je každé řešenı́ y rovnice (q) transformováno na řešenı́ y1 rovnice
(q̂).
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Důkaz.
Větu lze jednoduše dokázat pomocı́ vztahů pro derivace dispersı́. Napřı́klad ze vztahu (3.1.3) pro

centrálnı́ dispersi 1. druhu plyne

y(t) =
(−1)n

√
ϕ′n(t)

y(ϕn(t)),

kde y je řešenı́ rovnice (q). Tedy uspořádaná dvojice
[

(−1)n

√
ϕ′n(t)

, ϕn(t)

]

reprezentuje transformaci rovnic (q), (q), kdy je každé řešenı́ rovnice (q) transformováno na to samé řešenı́.
Analogicky dostaneme vztahy pro centrálnı́ disperse ostatnı́ch druhů.

Shrneme-li předchozı́ poznatky, můžeme řı́ci, že centrálnı́ disperse oscilatorických diferenciál-
nı́ch rovnic jsou jistým řešenı́m Kummerova transformačnı́ho problému pro diferenciálnı́ rovnici
(q) a jejı́ průvodnı́ rovnici (q̂).

4.1.4 Vztah mezi transformačnı́m problémem a obecnými dispersemi

V tomto odstavci se opět omezı́me na oscilatorické rovnice a ukážeme si souvislost mezi obecnými
dispersemi a transformačnı́ funkcı́ oscilatorických rovnic (q), (Q).

Podle Věty 3.2.4 platı́, že každá obecná disperse X rovnic (q), (Q) je v intervalu j řešenı́m
nelineárnı́ diferenciálnı́ rovnice 3. řádu

−{X, t}+Q(X)X ′ 2 = q(t),

která je Kummerovou rovnicı́ (Qq).
Také jsme ukázali, že pro obecnou dispersi X na intervalu j platı́ X ∈ C3 a X ′ 6= 0. Můžeme

tedy řı́ci, že obecná disperseX je regulárnı́m řešenı́m rovnice (Qq) a podle Důsledku 4.1.2 je tedy
transformačnı́ funkcı́ reprezentujı́cı́ transformaci rovnic (q), (Q). Přesnou transformačnı́ rovnici
uvádı́ následujı́cı́ věta.

Věta 4.1.8 Necht’X je obecná disperse diferenciálnı́ch rovnic (q), (Q) s počátečnı́mi body t0, T0

a generátorem p. Necht’ Y ∈ R je libovolné řešenı́ rovnice (Q) a y ∈ r jeho vzor v lineárnı́m
zobrazenı́ p. Pak funkce Y (X)/

√
|X ′| je řešenı́m rovnice (q) a v intervalu j platı́

Y (X(t))√
|X ′(t)| = ±

√∣∣∣∣
W

w

∣∣∣∣y(t),

kde znaménko nezávisı́ na výběru řešenı́ Y .

Důkaz.
Necht’X je obecná disperse rovnic (q), (Q) s počátečnı́mi body t0, T0 a generátorem p. Dále necht’α

je libovolná fáze báze (u, v) rovnice (q) taková, že α(t0) = 0 a A libovolná fáze báze (U, V ) rovnice (Q)
taková, že A(T0) = 0. Pak podle Věty 3.2.3 obecná disperse X splňuje v intervalu j funkcionálnı́ rovnici

α(t) = A(X(t)). (4.1.8)
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Vyjádřeme nynı́ řešenı́ y a jeho obraz Y v zobrazenı́ p pomocı́ fázı́. Využijeme přitom vztahy (2.1.6), tj.

u = ε

√
|w|√
|α′| sinα, v = ε

√
|w|√
|α′| cosα.

Vı́me, že obecné řešenı́ y lze vyjádřit ve tvaru y = c1u+c2v, kde c1, c2 jsou libovolné konstanty. Zvolı́me-li
c1 = γ cos k2, c2 = γ sin k2 (γ > 0, 0 ≤ k2 < 2π), pak pro řešenı́ y dostáváme

y = k1
sin(α+ k2)√

|α′| , k1 = γε
√
|w|. (4.1.9)

Obrazem řešenı́ y = c1u+ c2v v zobrazenı́ p je řešenı́ Y = c1U + c2V , kde U , V jsou dány vztahy

U = E

√
|W |√
|Ȧ|

sinA, V = E

√
|W |√
|Ȧ|

cosA.

Po dosazenı́ dostáváme

Y = εE

√∣∣∣∣
W

w

∣∣∣∣k1
sin(A+ k2)√

|Ȧ|
.

Tedy

Y (X(t)) = εE

√∣∣∣∣
W

w

∣∣∣∣k1
sin(A(X(t)) + k2)√
|Ȧ(X(t)) ·X ′(t)|

,

odkud za využitı́ vztahu (4.1.8) a (4.1.9) plyne

Y (X(t))√
|X ′(t)| = εE

√∣∣∣∣
W

w

∣∣∣∣y(t),

kde εE = ±1.

Poznámky.

1. Při vhodně zvoleném zobrazenı́ p, kde p a p jsou lineárně závislá, dostáváme

Y (X(t))√
|X ′(t)| = y(t).

2. Necht’U , V jsou lineárně nezávislá řešenı́ rovnice (Q) a W je wronskián báze (U, V ). Pak
řešenı́

u =
U(X)√
|X ′| , v =

V (X)√
|X ′|

rovnice (q) jsou také lineárně nezávislá a pro wronskián w báze (u, v) platı́

w = W · sgnX ′.

Z Věty 4.1.8 vidı́me, že každá obecná disperse oscilatorických rovnic (q), (Q) reprezentuje
transformačnı́ funkci rovnic (q), (Q), tj. je řešenı́m Kummerovy rovnice (Qq). A naopak, podle
Věty 3.2.5 je množina všech regulárnı́ch řešenı́ rovnice (Qq) tvořena právě obecnými dispersemi
rovnic (q), (Q). Z těchto úvah okamžitě plyne následujı́cı́ tvrzenı́.
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Důsledek 4.1.9 Funkce X je transformačnı́ funkcı́ oscilatorických rovnic (q), (Q) právě tehdy,
když je obecnou dispersı́ rovnic (q), (Q).

Poznámky.

1. Vztah mezi transformačnı́m problémem a dispersemi 1. až 4. druhu:

Připomeňme, že disperse 1. až 4. druhu jsou speciálnı́mi přı́pady obecných dispersı́ rovnic
(q) a (q̂). Tedy disperse 1. druhu je jádrem transformace, kdy je každé řešenı́ u rovnice
(q) transformováno na nějaké řešenı́ v té samé rovnice (q), přičemž je zachována lineárnı́
nezávislost řešenı́. Obdobně disperse 2. druhu je jádrem transformace, kdy je každé řešenı́
u1 rovnice (q̂), jež je průvodnı́ rovnicı́ k rovnici (q), transformováno na nějaké řešenı́ v1 té
samé rovnice (q̂), disperse 3. druhu je jádrem transformace, která transformuje každé řešenı́
u1 rovnice (q̂) na nějaké řešenı́ v rovnice (q) a disperse 4. druhu je jádrem transformace,
kdy je každé řešenı́ u rovnice (q) transformováno na nějaké řešenı́ v1 rovnice (q̂).

2. Srovnánı́ transformacı́, jejichž jádrem jsou centrálnı́ disperse k-tého druhu a disperse k-tého
druhu (k = 1, 2, 3, 4):

Předpokládejme, že rovnice (q) je oscilatorická s nosičem q < 0, q ∈ C2 pro každé t ∈ j
(předpoklad q ∈ C2 zajišt’uje existenci průvodnı́ rovnice (q̂) k rovnici (q)).

(a) Necht’ϕn, ψn, χm, ωm (n = 0,±1,±2, · · · ,m = ±1,±2, · · · ) jsou centrálnı́ disperse
1., 2., 3. a 4. druhu rovnice (q) dané v Definici 3.1.1. Necht’u je libovolné řešenı́ rov-
nice (q) a u1 je řešenı́ rovnice (q̂), jež je průvodnı́ rovnicı́ k rovnici (q). Připomeňme
přitom, že platı́ vztah u1 = u′/

√−q. Následujı́cı́ tabulka popisuje transformace rovnic
a jejich řešenı́ v přı́padě, že jádrem transformace je některá z centrálnı́ch dispersı́.

Jádro Transformace Transformace Transformačnı́
transformace rovnic řešenı́ rovnice

ϕn (q), (q) u 7→ u u(t) = (−1)n√
ϕ′n(t)

u(ϕn(t))

ψn (q̂), (q̂) u1 7→ u1
u′(t)√
−q(t) = (−1)n√

ψ′n(t)

u′(ψn(t))√
−q(ψn(t))

χm (q), (q̂) u1 7→ u u(t) = (−1)m√
χ′m(t)

u′(χm(t))√
−q(χm(t))

ωm (q̂), (q) u 7→ u1
u′(t)√
−q(t) = (−1)m√

ω′m(t)
u(ωm(t))

Tab. 2 Transformace, jejichž jádrem jsou centrálnı́ disperse

(b) Necht’X1, X2, X3 a X4 jsou disperse 1., 2., 3. a 4. druhu rovnice (q) dané v Defi-
nici 3.2.6. a necht’p značı́ generátor přı́slušné disperse. Necht’u je libovolné řešenı́
rovnice (q) a v jeho obraz v lineárnı́m zobrazenı́ p. Dále necht’u1, v1 značı́ odpovı́-
dajı́cı́ řešenı́ rovnice (q̂), jež je průvodnı́ rovnicı́ k rovnici (q). Připomeňme přitom,
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že platı́ vztah u1 = u′/
√−q a v1 = v′/

√−q. Při volbě vhodného generátoru dané
disperse jsou v intervalu j splněny transformačnı́ rovnice uvedené v následujı́cı́ tabulce.

Jádro Transformace Transformace Transformačnı́
transformace rovnic řešenı́ rovnice

X1 (q), (q) u 7→ v v(t) = 1√
|X′1(t)|u(X1(t))

X2 (q̂), (q̂) u1 7→ v1
v′(t)√
−q(t) = 1√

|X′2(t)|
u′(X2(t))√
−q(X2(t))

X3 (q), (q̂) u1 7→ v v(t) = 1√
|X′3(t)|

u′(X3(t))√
−q(X3(t))

X4 (q̂), (q) u 7→ v1
v′(t)√
−q(t) = 1√

|X′4(t)|u(X4(t))

Tab. 3 Transformace, jejichž jádrem jsou disperse 1. až 4. druhu

4.2 Úplné transformace

Při studiu úplných transformacı́ vyjděme z Věty 4.1.5 o existenci a jednoznačnosti řešenı́ rovnice
(Qq). Podle této věty existuje právě jedno „nejširšı́ “ řešenı́ Z(t) rovnice (Qq) definované v inter-
valu k ⊆ j splňujı́cı́ počátečnı́ podmı́nky. Obor hodnot K řešenı́ Z(t) tvořı́ podinterval intervalu
J , tj. K ⊆ J . Je zřejmé, že obecně se interval k nerovná j, ani interval K se nerovná J . To
znamená, že řešenı́ Y rovnice (Q) nejsou obecně transformovány funkcı́ Z(t) na řešenı́ y rovnice
(q) v jejich celých definičnı́ch oborech, ale pouze v částech definičnı́ch oborů.

Transformacı́m rovnic v jejich celých definičnı́ch oborech se budeme věnovat v tomto odstavci.

Řešenı́ X(t) rovnice (Qq) budeme nazývat úplné, je-li jeho definičnı́ obor k roven intervalu j
a obor hodnot X(k) = K je roven intervalu J , tj.

k = j, X(k) = K = J.

Podobně mluvı́me o úplných transformacı́ch rovnic (q), (Q) právě tehdy, když je transformačnı́
funkce X(t) úplným řešenı́m rovnice (Qq). Tehdy je každé řešenı́ Y rovnice (Q) na intervalu J
transformováno na řešenı́ y rovnice (q) na intervalu j.

Lze dokázat, že je-li transformace [ c√
|X′| , X] rovnic (q), (Q) úplná, pak je i inverznı́ trans-

formace [1
c

1√
|x′| , x] rovnic (Q), (q) úplná. V této souvislosti budeme mluvit o úplných vzájemně

inverznı́ch transformacı́ch rovnic (q), (Q).

Chceme určit nutnou a dostatečnou podmı́nku pro existenci úplného řešenı́ rovnice (Qq), tj. pro
existenci úplné transformace rovnic (q), (Q) a počet těchto transformacı́.

Uvažujme tedy rovnice (q), (Q) na jejich definičnı́ch intervalech j = (a, b), J = (A,B).
Vı́me, že každé řešenı́X rovnice (Qq) je jednoznačně určeno dvěma vhodnými prvnı́mi fázemi α,
A rovnic (q), (Q) vztahem α(t) = A(X(t)), t ∈ k ⊆ j. Tehdy řı́káme, že řešenı́X je generováno
těmito fázemi.
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Věta 4.2.1 Dvě fáze α, A diferenciálnı́ch rovnic (q), (Q) generujı́ úplné řešenı́ X rovnice (Qq)
právě tehdy, když jsou fáze α, A podobné.

Důkaz.
(a) Necht’X je úplné řešenı́ rovnice (Qq) a α, A prvnı́ fáze, jež řešenı́ X generujı́. Pak X(j) = J a pro

t ∈ j platı́ α(t) = A(X(t)). Tedy obory hodnot fázı́ α, A se v definičnı́ch oborech j, J těchto fázı́
shodujı́, tj. α(j) = A(J). Tedy podle Definice 2.3.1 jsou fáze α, A podobné.

(b) Necht’α, A jsou podobné fáze rovnic (q), (Q) definované v intervalech j, J . Tedy platı́ α(j) = A(J).
Z toho plyne, že v intervalu j je obor hodnot funkce X konstruované vztahem X(t) = A−1(α(t))
roven intervalu J a dále že pro t ∈ j je splněn vztah α(t) = A(X(t)). Fáze α,A tedy generujı́ úplné
řešenı́ X rovnice (Qq).

Z předchozı́ věty plyne, že rovnice (Qq) má úplné řešenı́X právě tehdy, když existujı́ podobné
fáze rovnic (q), (Q). Podle Věty 2.3.2 existujı́ podobné fáze rovnic (q), (Q) právě tehdy, když
jsou dané rovnice stejného typu a druhu. Z toho okamžitě plyne následujı́cı́ důsledek.

Důsledek 4.2.2 Diferenciálnı́ rovnice (Qq) má úplné řešenı́ právě tehdy, když jsou rovnice (q),
(Q) stejného typu a druhu.

Tedy úplné vzájemně inverznı́ transformace rovnic (q) a (Q) existujı́ právě tehdy, když jsou
dané rovnice stejného typu a druhu. Řı́káme, že rovnice (q) a (Q) jsou úplně (globálně) transfor-
movatelné jedna na druhou. V tomto směru lze ukázat, že platı́:

1. Každá rovnice je globálně transformovatelná na sebe.
2. Je-li rovnice (Q) globálně transformovatelná na rovnici (q), pak také rovnice (q) je globálně

transformovatelná na rovnici (Q).
3. Je-li (Q) globálně transformovatelná na (R) a (R) globálně transformovatelná na (P ), pak

také (Q) je globálně transformovatelná na (P ).

Můžeme tedy řı́ci, že relace „globálnı́ transformovatelnosti“ je reflexivnı́, symetrická a tranzi-
tivnı́, je tedy relacı́ ekvivalence. Rovnice, které jsou na sebe vzájemně globálně transformovatelné,
nazýváme proto globálně ekvivalentnı́. Jinou formulacı́ Důsledku 4.2.2 je tzv. kritérium globálnı́
ekvivalence pro rovnice 2. řádu.

Borůvkovo kritérium globálnı́ ekvivalence pro rovnice 2. řádu:

Dvě homogennı́ lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice 2. řádu jsou globálně ekvivaletnı́ právě
tehdy, když jsou stejného typu druhu.

Na množině všech homogennı́ch lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic 2. řádu lze tedy vytvořit
rozklad přı́slušný této ekvivalenci. Každá třı́da tohoto rozkladu bude obsahovat rovnice, které jsou
globálně ekvivalentnı́. Je vhodné vybrat z každé třı́dy jednu rovnici (samozřejmě spolu s definičnı́m
intervalem), která bude reprezentovat celou třı́du. Takovou rovnici nazveme rovnicı́ kanonickou.
Protože všechny rovnice dané třı́dy jsou ekvivalentnı́ s rovnicı́ kanonickou, můžeme zkoumat vlast-
nosti řešenı́ rovnic dané třı́dy invariantnı́ k uvažovaným transformacı́m prostřednictvı́m vlastnostı́
rovnice kanonické.
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Borůvkovy kanonické tvary lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic 2. řádu:

y′′ = −y na (0, π/2) konečný typ 1, obecný druh
y′′ = −y na (0, π) konečný typ 1, speciálnı́ druh
y′′ = −y na (0, 3π/2) konečný typ 2, obecný druh
y′′ = −y na (0, 2π) konečný typ 2, speciálnı́ druh
. . . . . . . . .

y′′ = −y na (0, (m− 1/2)π) konečný typ m, obecný druh
y′′ = −y na (0,mπ) konečný typ m, speciálnı́ druh
. . . . . . . . .

y′′ = −y na (0,∞) nekonečný typ, vpravo oscilator.
y′′ = −y na (−∞, 0) nekonečný typ, vlevo oscilator.
y′′ = −y na (−∞,∞) nekonečný typ, oboustranně oscilator.

Kritérium globálnı́ ekvivalence a kanonické tvary pro lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice 2. řádu
lze považovat za jedny z nejdůležitějšı́ch výsledků monografie [16]. Byla jimi v jistém smyslu
završena Borůvkova teorie globálnı́ch vlastnostı́ lineárnı́ch homogennı́ch rovnic 2. řádu v reálném
oboru.

V dalšı́ch letech se tato teorie stala základem pro vytvořenı́ teorie globálnı́ch vlastnostı́ lineár-
nı́ch rovnic n-tého řádu, jejı́ž výsledky byly shrnuty v monografii F. Neumana Global Properties
of Linear Ordinary Differential Equations [C18].

Závěrem uved’me dva přı́klady, jež sloužı́ ke konstrukci diferenciálnı́ rovnice s předepsanými
vlastnostmi. Využijeme zde větu o transformaci závisle a nezávisle proměnné a ilustrujeme platnost
Borůvkova kritéria globálnı́ ekvivalence.

Přı́klad 1.
Chceme nalézt diferenciálnı́ rovnici (q) definovanou na intervalu (−∞,∞), která je globálně
ekvivalentnı́ s rovnicı́ Ÿ = −Y definovanou na intervalu (−π

2 ,
π
2 ).

Uvažujme tedy rovnice
y′′ = q(t)y, t ∈ (−∞,∞) (q)

Ÿ = −Y, T ∈ (−π
2
,
π

2
) (Q)

a hledejme nosič q(t) rovnice (q) a globálnı́ transformaci rovnic (q), (Q) ve tvaru y(t) =
h(t)Y (X(t)). Využijeme přitom Věty 1.2.1. Nejprve zvolme vhodnou funkci X(t) = T tak,
aby přetransformovala interval (−∞,∞) na interval (−π

2 ,
π
2 ), napřı́klad

X(t) = T = arctg t.

Z Věty 1.2.1 (ii), s využitı́m této konkrétnı́ volby T , plyne

arctg t =
∫ t

t0

h−2(σ)dσ,

79



odkud
1

1 + t2
=

1
h2(t)

a tedy h(t) = ±
√

1 + t2.

Podle téže věty platı́ pro nosiče rovnic (q) a (Q) vztah

Q(T ) = h3(t)(−h′′(t) + q(t)h(t)).

Dosazenı́m funkce Q(T ) = −1 a funkce h(t) = ±√1 + t2 do tohoto vztahu dostáváme

q(t) = 0.

Schématické znázorněnı́ transformace rovnic (q), (Q):

Ÿ = −Y , T ∈ (−π
2 ,

π
2 ), konečný typ 1, speciálnı́ druh

↓ y(t) =
√

1 + t2 · Y (T ), T = arctg t

y′′ = 0, t ∈ (−∞,∞)

Transformace báze řešenı́:

U = sinT −→ u =
√

1 + t2 · sin (arctg t) =
√

1 + t2 · t√
1 + t2

= t

V = cosT −→ v =
√

1 + t2 · cos (arctg t) =
√

1 + t2 · 1√
1 + t2

= 1

Vidı́me, že řešenı́ u má právě jeden nulový bod a řešenı́ v nemá žádný nulový bod. Tedy nalezená
rovnice (q) je stejně jako rovnice (Q) konečného typu 1, speciálnı́ho druhu.

Přı́klad 2.
Modifikujme předcházejı́cı́ úlohu na nalezenı́ diferenciálnı́ rovnice (q) definované na intervalu
(−∞,∞), která je globálně ekvivalentnı́ s rovnicı́ Ÿ = −Y na intervalu (−π, π) a obecně na
intervalu (−k π2 , k π2 ).

Uvažujme tedy nejprve rovnice

y′′ = q(t)y, t ∈ (−∞,∞) (q)

Ÿ = −Y, T ∈ (−π, π) (Q)

a postupujme analogicky jako v přı́kladě 1. Vyberme vhodnou funkci X(t) = T tak, abychom
přetransformovali interval (−∞,∞) na interval (−π, π), napřı́klad

T = 2 arctg t.

Z Věty 1.2.1 (ii), s využitı́m této konkrétnı́ volby T , plyne

2 arctg t =
∫ t

t0

h−2(σ)dσ,
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odkud
2

1 + t2
=

1
h2(t)

a tedy h(t) = ±
√

1 + t2

2
.

Dosazenı́m funkcı́ h(t) a Q(T ) = −1 do vztahu Q(T ) = h3(t)(−h′′(t) + q(t)h(t)) obdržı́me

q(t) =
−3

(1 + t2)2 .

Schématické znázorněnı́ transformace rovnic (q), (Q):

Ÿ = −Y , T ∈ (−π, π), konečný typ 2, speciálnı́ druh

↓ y(t) =

√
1 + t2

2
· Y (T ), T = 2 arctg t

y′′ =
−3

(1 + t2)2 y, t ∈ (−∞,∞)

Transformace báze řešenı́:

U = sinT −→ u =

√
1 + t2

2
· sin (2 arctg t) =

√
2

t√
1 + t2

V = cosT −→ v =

√
1 + t2

2
· cos (2 arctg t) =

√
2

2
1− t2√
1 + t2

Vidı́me, že řešenı́ u má právě jeden nulový bod a řešenı́ v má dva nulové body. Tedy nalezená
rovnice je konečného typu 2, speciálnı́ho druhu. Opět jsme ověřili, že rovnice (q) a (Q) jsou
stejného typu a druhu.

Obecně můžeme dokázat:

Ÿ = −Y , T ∈ (−k π2 , k π2 ), konečný typ k, speciálnı́ druh

↓ y(t) =

√
1 + t2

k
· Y (T ), T = k arctg t

y′′ =
1− k2

(1 + t2)2 y, t ∈ (−∞,∞) konečný typ k, speciálnı́ druh

Uvedené přı́klady pouze ilustrujı́ některé pojmy Borůvkovy teorie. Ukázky využitı́ této teorie
při řešenı́ některých problémů, napřı́klad ve variačnı́m počtu nebo ve studiu asymptotických
vlastnostı́ řešenı́ rovnic 2. a 3. řádu, přesahuje rámec této práce. Vı́ce podrobnostı́ lze nalézt
v monografii F. Neumana Global Properties of Linear Ordinary Differential Equations [C18] nebo
v monografii M. Greguše Third Order Linear Differential Equation [C22].

81



IV Vědecká činnost
Cı́lem této části je podat přehled o vědecké činnosti O. Borůvky v letech 1940 – 1966 a o vzniku
a činnosti semináře pro studium diferenciálnı́ch rovnic.

Prvnı́ kapitola naznačuje situaci ve vědeckovýzkumné práci v Československu po roce 1945,
kdy v souvislosti s novou politickou koncepcı́ došlo ke zřizovánı́ nových vědeckých institucı́,
zakládánı́ seminářů na vysokých školách a k řadě dalšı́ch změn, jež se promı́tly do vědecké
činnosti každého matematika.

Ve druhé kapitole je pojednáno o vědecké práci O. Borůvky v letech 1940 – 1947. Tehdy se
věnoval převážně své teorii grup, grupoidů a rozkladů množin, avšak v pozadı́ této orientace na
algebru již lze vystopovat prvnı́ zmı́nky o zaměřenı́ na diferenciálnı́ rovnice.

Cı́levědoměji se O. Borůvka začı́ná věnovat problematice diferenciálnı́ch rovnic v obdobı́ let
1947 – 1950. Toto obdobı́, jež bylo z pohledu pedagogické činnosti popsáno ve II. části práce a
jež je z pohledu vědecké činnosti popsáno ve třetı́ kapitole této části, lze považovat za počátek
činnosti semináře pro studium diferenciálnı́ch rovnic.

Cı́lem čtvrté kapitoly je zachytit vědeckou činnost O. Borůvky v souvislosti s činnostı́ semináře
pro studium diferenciálnı́ch rovnic v letech 1951 – 1960. Při popisu činnosti semináře v jednotlivých
letech se zaměřı́me předevšı́m na ty partie, které souvisı́ s Borůvkovou teoriı́ dispersı́ a transformacı́.
Zdrojem ke zmapovánı́ obsahu seminářů se staly zprávy o činnosti semináře (původnı́ název byl
Hlášenı́ o postupu výzkumných pracı́), které O. Borůvka zası́lal děkanátu Přı́rodovědecké fakulty
MU a Matematické komisi ČSAV a dále jeho osobnı́ poznámky ze seminářů. Je zřejmé, že se
seminář stal kolébkou vědeckých výsledků nejen O. Borůvky, ale i mnoha dalšı́ch matematiků,
kteřı́ se v průběhu let semináře zúčastňovali. Proto u každého roku také uvedeme seznam publikacı́
členů semináře, jež se týkajı́ obyčejných diferenciálnı́ch rovnic. Seznam publikačnı́ činnosti členů
semináře byl sestaven na základě seznamů publikacı́ jednotlivých matematiků, jak jsou uvedeny
v jubilejnı́ch článcı́ch [C9] – [C14] a na základě materiálů uložených v archivu O. Borůvky.
Z důvodu, že se nepodařilo zı́skat informace o publikačnı́ činnosti všech členů semináře, je možné,
že v seznamech publikacı́ ve sledovaném obdobı́ některé práce chybı́. V souvislosti s vědeckou
činnostı́ O. Borůvky v jednotlivých letech se také zmı́nı́me o jeho zahraničnı́ch cestách, o jeho
publikacı́ch z diferenciálnı́ch rovnic, které nesouvisı́ s teoriı́ dispersı́ a transformacı́ a krátce si
všimneme semináře pro studium dı́la M. Lercha. Nebudeme uvádět žádné jiné pedagogické ani
vědecké aktivity O. Borůvky, jako popularizačnı́ přednášky a články, práce z teorie grup a grupoidů,
ani různé vyznamenánı́ a ceny, které O. Borůvka obdržel za svou práci.

Celé toto obdobı́ let 1951 – 1960 bude nakonec shrnuto v páté kapitole, jež má název O vzniku
transformačnı́ teorie (do roku 1960).

Šestá kapitola již stručněji pojednává o činnosti semináře v letech 1961 – 1966.
Poslednı́ kapitola přinášı́ podrobnějšı́ přehled zahraničnı́ch cest a mezinárodnı́ch konferencı́

do roku 1966, na nichž O. Borůvka proslovil přednášku týkajı́cı́ se diferenciálnı́ch rovnic.
Závěrem uved’me poznámku k jazyku, který v této části užı́váme. Tato část vznikla převážně

zpracovánı́m oficiálnı́ch zpráv o činnosti semináře. Z důvodu, že zde uvádı́me mnoho citacı́
z těchto zpráv, zachováváme i v částech necitovaných matematický jazyk O. Borůvky, i když se
v některých přı́padech lišı́ od jazyku užı́vaného ve III. části práce. Jedná se napřı́klad o použı́-
vánı́ pojmu integrál mı́sto pojmu řešenı́. Dále poznamenejme, že z důvodu přehlednosti a úspory
mı́sta budeme často mı́sto označenı́ obyčejné lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice použı́vat pouze rovnice.
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1 Vědeckovýzkumná práce v Československu po roce 1945

Podmı́nky pro rozvoj vědecké práce nebyly v prvnı́ch poválečných letech přı́znivé. Množstvı́
organizačnı́ch starostı́ se znovuvybudovánı́m ústavů a seminářů, materiálnı́ potı́že, nedostatečné
personálnı́ vybavenı́ a velké pedagogické zatı́ženı́ učitelů vzhledem k vysokým počtům studentů
poválečných let – to všechno nepřı́znivě ovlivňovalo rychlejšı́ nástup k vědecké práci. Publikace,
které se přesto v tomto obdobı́ objevily, byly převážně výsledkem badatelské činnosti v obdobı́
okupačnı́m. Po válce byl důraz kladen předevšı́m na vytvořenı́ nových učebnic a skript.

Organizačnı́ a obsahové změny, k nimž došlo na počátku padesátých let, jako bylo zdůrazňovánı́
politickovýchovné a pedagogické práce, reorganizace ústavů a mnoho dalšı́ch, vedly k poklesu
vědecké práce. Nepřı́mo k tomu přispělo i založenı́ Československé akademie věd, která si brzy
zı́skala ve vědeckém výzkumu do značné mı́ry privilegované postavenı́, což vedlo k zatlačenı́ vy-
sokých škol jako tradičnı́ch vědeckých pracovišt’do druhořadého postavenı́. Je však třeba řı́ci, že se
Přı́rodovědecká fakulta MU, stejně jako i ostatnı́ fakulty, těmto snahám o omezenı́ vědecké práce
bránila, jak můžeme zjistit z různých přı́pisů adresovaných rektorátu a ministerstvu. Za účelem
rozvı́jenı́ vědeckovýzkumné práce byly roku 1953 zřı́zeny vědecké rady, od roku 1954 obnovena
tradice vědeckých celouniverzitnı́ch konferencı́ a zřizovány studentské vědecké kroužky. Svůj
význam mělo i zavedenı́ nové hodnosti kandidáta věd roku 1953. V neposlednı́ řadě zdůrazněme
význam státnı́ch, resortnı́ch a fakultnı́ch úkolů, které sehrály velkou roli ve vědecké činnosti mnoha
matematiků, mimo jiné i O. Borůvky.

Uved’me několik poznámek k organizačnı́m změnám, jež předcházely a souvisely se založenı́m
ČSAV. Již po roce 1945 se v souvislosti s novou politickou koncepcı́ začaly provádět mnohé změny,
jejichž hlasatelem a organizátorem byl E. Čech. Také jeho zásluhou byl roku 1947 zřı́zen Ústav
pro matematiku při České akademii věd a uměnı́. E. Čech, který přešel roku 1946 z Brna do
Prahy, se stal pak jeho prvnı́m ředitelem. V ústavu bylo ustanoveno 10 sekcı́, jejichž přednosty se
stali O. Borůvka, B. Bydžovský, E. Čech, V. Hlavatý, J. Janko, V. Jarnı́k, V. Kořı́nek, J. Novák,
E. Schoenbaum a F. Vyčichlo. O. Borůvka byl přednostou sekce pro klasickou analýzu.

Dalšı́ změny nastaly na počátku padesátých let. Na základě vládnı́ho nařı́zenı́ z 20. 6. 1950
o nové organizaci vědeckého výzkumu a zřı́zenı́ ústřednı́ch vědecko-výzkumných ústavů se stal
Ústav pro matematiku při České akademii věd a uměnı́ základem nového Ústřednı́ho ústavu
matematického (ÚÚM), který byl vytvořen roku 1951. Perspektivně se počı́talo s převedenı́m
ústavu do vznikajı́cı́ Československé akademie věd pod I. (matematicko-fyzikálnı́) sekci. Takto
zřı́zený Matematický ústav ČSAV (MÚ ČSAV) začal pracovat od 1. ledna 1953.

Při I. sekci byla o rok později zřı́zena tzv. Matematická komise ČSAV, která pečovala o pořádánı́
přednášek, vědeckých seminářů a starala se také o to, aby výsledky těchto přednášek a seminářů
byly přı́stupné všem matematickým pracovištı́m v republice.

V souvislosti s těmito změnami vzniklo na Přı́rodovědecké fakultě MU několik vědeckých
seminářů. Ty byly původně zřı́zeny v rámci činnosti Ústavu pro matematiku při České akademii
věd a uměnı́, pak v rámci ÚÚM a později v rámci Matematické komise při I. sekci ČSAV. Tyto
semináře byly řı́zeny brněnskými vědeckými pracovnı́ky a soustřed’ovaly prakticky všechny ma-
tematiky působı́cı́ na brněnských vysokých školách. Jednalo se o následujı́cı́ semináře:
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Seminář pro studium dı́la Matyáše Lercha vedl O. Borůvka v letech 1945 – 1948 a znovu
pak v letech 1952 – 1956. Činnost semináře byla ukončena vydánı́m publikace s názvem Dı́lo
Matyáše Lercha v oboru matematické analýzy.

Seminář pro studium diferenciálnı́ch rovnic vedl O. Borůvka od školnı́ho roku 1946/47. Byl
věnován obyčejným diferenciálnı́m rovnicı́m se zřetelem k aplikacı́m. Činnostı́ tohoto semináře
se budeme zabývat dále.

Seminář pro elementárnı́ matematiku vedl K. Koutský od roku 1950. Seminář byl zaměřen
hlavně ke studiu klasické a modernı́ elementárnı́ geometrie. Kromě toho se v něm probı́raly otázky
týkajı́cı́ se didaktiky a metodiky školské matematiky a dále historie a ideologie matematiky.
Členové semináře spolupracovali při sepisovánı́ středoškolských učebnic matematiky.

Seminář pro topologii, vedený K. Koutským, vznikl v roce 1954 a navázal na tradici topolo-
gického semináře E. Čecha z let 1936 – 1939. Seminář byl věnován studiu obecné topologie.

Seminář o uspořádaných množinách vedl J. Novák od roku 1945. Také tento seminář navázal
na topologický seminář E. Čecha. V souvislosti s nı́m vznikly a později se široce rozrostly letnı́
školy algebry.

Seminář modernı́ch metod v deskriptivnı́ geometrii vedl L. Seifert v letech 1950 – 1952.
Seminář byl věnován studiu centrálnı́ projekce ve čtyřrozměrném prostoru a speciálnı́m otázkám
vı́cerozměrné geometrie se zřetelem k aplikacı́m v prostoru o třech dimenzı́ch.

Seminář pro diferenciálnı́ geometrii vedl nejprve po roce 1945 E. Čech a později od roku
1952 J. Klapka z brněnské techniky.

2 Vědecká činnost O. Borůvky v letech 1940 – 1947

Připomeňme, že od 1. srpna 1940 až do osvobozenı́ byl O. Borůvka na tzv. dovolené s čekatelným.
V té době nebyl zaměstnán a pracoval soukromě, hlavně na své teorii grupoidů. Jak sám uvádı́ ve
zprávě o výsledcı́ch vědecké práce za rok 1942:

Od roku 1938 zabývám se studiem pojmu grupoidu a vytvořil jsem v té době rozsáhlou a na
výsledky bohatou teorii grupoidů, na nı́ž dále pracuji.

Ve vědecké činnosti pokračuje také v letech 1943 a 1944, přičemž se stále vı́ce zaměřuje na
problematiku rozkladů množin. Ve zprávě o činnosti z roku 1944 čteme:

Hlavnı́m předmětem mého nynějšı́ho studia jest pojem funkce v nejobecnějšı́m smyslu a zejména
jeho vlastnosti, které souvisı́ s pojmem rozkladu množiny.

Práci na své teorii grupoidů a rozkladů množin dokončuje v roce 1945. Ve zprávě za tento rok
uvádı́:

Při svých studiı́ch zaměřených k vytvořenı́ obecné theorie grupoidů jsem seznal, že obecnou
theorii grupoidů lze s úspěchem založiti na theorii rozkladů v množině. To mne vedlo k tomu, že
jsem se v r. 1945 věnoval vypracovánı́ theorie rozkladů v množině. Výsledkem jest obsažný spis
„Theorie rozkladů v množině. Část I.“, který hodlám uveřejniti ve Spisech vydávaných přı́rodově-
deckou fakultou Masarykovy university a v nejbližšı́ch dnech jej odevzdám do tisku.
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Pro úplnost uved’me přehled vědeckých publikacı́ O. Borůvky v tomto obdobı́: Teorie grupoidů.
Část prvnı́ (Spisy přı́r. fak. MU, č. 275, 1939), Über Ketten von Faktoroiden (Math. Ann. 118,
1941, 41–64), O rozkladech množin (Rozpravy II. České akademie LIII, č. 23, 1943), Über Zerle-
gungen von Mengen (Mitteilungen der Tschechischen Akad. der Wiss. LIII, Nr. 23, 1943), Úvod
do teorie grup (Královská česká společnost nauk. Praha 1944, 80 str.), Theorie rozkladů v množině.
Část I (Spisy přı́r. fak. MU, č. 278, 1946).

Protože se dále pracı́m O. Borůvky v teorii grup, grupoidů a rozkladů množin nebudeme
věnovat, uved’me k této činnosti jen několik poznámek. I přesto, že se hlavnı́ vědecká činnost
O. Borůvky v dalšı́ch letech soustředila na problematiku diferenciálnı́ch rovnic, ke svým výsled-
kům z oblasti grupoidů a grup se několikrát vrátil. V roce 1952 vyšlo rozšı́řené druhé vydánı́
knihy Úvod do teorie grup (Přı́rodovědecké vydavatelstvı́, Praha, 1952) a v letech 1957 a 1958
O. Borůvka pracoval na jejı́m dalšı́m rozšı́řenı́ na novou knihu. Jak sám uvádı́ ve zprávě o vědecké
činnosti v letech 1948 – 1958:

Zejména jsem vypracoval theorii řad rozkladů množin a jejı́ aplikace při zobrazovánı́ množin
na množiny konečných posloupnostı́ (na př. na množiny bodů v n-rozměrných souřadnicových pro-
storech) a v theorii vědeckých klasifikacı́. Dále jsem použil výsledků této theorie na řady faktoroidů
v grupoidech a na řady rozkladů grup vytvořené podgrupami.

Výsledkem je německy psaná kniha Grundlagen der Gruppoid- und Gruppentheorie (VEB
Deutscher Verlag der Wissenschaften Berlin, XII, 1960, 198 str.) a jejı́ česká verze Základy teorie
grupoidů a grup (Nakl. ČSAV, Praha, 1962, 216 str.).

Vrat’me se však do let 1940 – 1947. O své teorii grupoidů uskutečnil O. Borůvka v těchto letech
také řadu přednášek, napřı́klad v brněnském odboru JČMF nebo na sjezdu matematiků v Jeně v roce
1941. V roce 1940 byl pozván profesorem W. Blaschkem z univerzity v Hamburku k rozhovorům
o teorii grupoidů. Jednalo se o soukromou cestu, žádné veřejné přednášky zde O. Borůvka nekonal.

Kromě vědeckých pojednánı́ uveřejnil O. Borůvka v této době několik jubilejnı́ článků o čes-
kých matematicı́ch a popularizačnı́ článků o matematice. V roce 1940 měl v rozhlase krátkou
přednášku o čtyřrozměrném prostoru.

V obdobı́ těsně po válce se O. Borůvka zaměřil předevšı́m na pedagogickou práci, na přı́pravu
přednášek a učebnı́ch textů pro studenty; vydává v té době skripta Matice (1947, druhé vydánı́
1948).

Ačkoliv oficiálnı́ zprávy o činnosti z tohoto obdobı́ neuvádı́ žádné zmı́nky o zaměřenı́ O. Bo-
růvky na diferenciálnı́ rovnice, z jeho soukromé korespondence se dovı́dáme, že se již v lednu
1943 rozhodl začı́t pracovat na knize o diferenciálnı́ch rovnicı́ch a již v prosinci 1943 v dopise
V. Kořı́nkovi pı́še:

Nynı́ pilně studuji a spisuji diferenciálnı́ rovnice, ale kniha jest ještě v daleké budoucnosti.

Podrobnosti o této knize, která se svého vydánı́ nakonec nedočkala, uvedeme v 1. kapitole V.
části práce.
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3 Sekce pro klasickou analýzu v letech 1947 – 1950

Již jsme se zmı́nili o tom, že roku 1947 byl zřı́zen Matematický ústav České akademie věd a uměnı́
v Praze a O. Borůvka byl zvolen přednostou jedné z deseti sekcı́, sekce pro klasickou analýzu
(tehdejšı́ název byl sekce pro klasickou analysu). O zahájenı́ činnosti této sekce na přı́rodovědecké
fakultě citujme ze zprávy zaslané O. Borůvkou Matematickému ústavu České akademie věd a
uměnı́ 12. 4. 1948 (archiv Matematického ústavu AV ČR):

Sekce pro klasickou analysu zahájila činnost po mém návratu z Belgie5 dne 7. dubna t. r.
V programu této sekce pro nejbližšı́ dobu je podrobné studium Lerchových pracı́ za tı́m účelem,
aby mohl býti posouzen a zhodnocen Lerchův význam v české matematice s hlediska tehdejšı́ doby.
Soustavné studium Lerchových pracı́ jsem konal od zimnı́ho běhu 1945/46 v Semináři pro studium
dı́la M. Lercha na přı́rodovědecké fakultě Masarykovy university a přenesu je nynı́ do sekce pro
klasickou analysu. Protože však řada dosavadnı́ch účastnı́ků zmı́něného semináře se zabývala od
začátku studijnı́ho roku 1947/48 přı́pravou referátů a seminárnı́ch pracı́ podle dřı́vějšı́ho pro-
gramu, byla by přenesenı́m činnosti semináře do sekce matematického ústavu přerušena plynulost
těchto pracı́. Z toho důvodu se zdálo účelné, aby do ukončenı́ tohoto stud. roku 1947/48 byla
činnost sekce pro klasickou analysu a Semináře pro studium dı́la M. Lercha společná.

Ze zprávy o činnosti ve studijnı́m roce 1947/48 se dovı́dáme, že bylo vykonáno pět dvouhodi-
nových schůzı́, jichž se zúčastňovalo průměrně 21 členů sekce a semináře.

Ve studijnı́m roce 1948/49 bylo vykonáno 14 schůzı́. Ve zprávě o činnosti sekce pro klasickou
analýzu za tento rok O. Borůvka uvádı́:

Přednášel jsem o řešenı́ch reálnı́ch dif. r. 1. řádu v okolı́ sing. bodu se zřetelem na uvedenı́
do studia Perronových pracı́ v Math. Z. 15 (1922) a 16 (1923) a na některé neřešené otázky
v této souvislosti. Prvnı́ z těchto pracı́ byla kriticky rozebrána a v podstatných rysech opravena;
referoval člen sekce p. Váňa. Mimo to konali přednášky o výsledcı́ch svých pracı́ tito členové
sekce: M. Novotný, O systémech s dvojı́m násobenı́m a levým distributivnı́m zákonem; M. Zlámal,
O Picardových posloupnostech; J. Škrášek, O matematických metodách v teorii klasifikacı́. Práce
Dr. Škráška je v tisku, druhé dvě jsou ve stavu poslednı́ch úprav. V dalšı́ch schůzı́ch referoval člen
sekce V. Richter o své teorii nekonečných systémů dif. rovnic

y′i = fi(x, y1, y2, . . . ), (i = 1, 2, . . . )

která je založena jenom na předpokladu spojitosti funkcı́ fi. Výsledky rozšiřujı́ klasickou teorii
konečných systémů (existenčnı́ teorém, věty o jednoznačnosti řešenı́, závislost řešenı́ na parame-
trech) a zobecňujı́ dosavadnı́ poznatky v tomto směru, které předpokládajı́ platnost Lipschitzovy
podmı́nky pro funkce fi a event. dalšı́ vlastnosti. Mimo to byla probı́rána druhá z Perronových
pracı́ o řešenı́ch reálnı́ch dif. rovnic prvnı́ho řádu v okolı́ sing. bodu (Math. Z., 16 (1923)).

Ve studijnı́m roce 1949/50 činnost sekce pokračovala v pravidelných schůzı́ch ve čtrnáctiden-
nı́ch intervalech. O. Borůvka přednášel o užitı́ Zygmundovy věty (S. Saks, Théorie de l’intégrale,
str. 137) na rozšı́řenı́ klasických vět o existenci a jednoznačnosti řešenı́ diferenciálnı́ch rovnic,

5V Belgii O. Borůvka pobýval od 20. 2. do 21. 3. 1948. Vykonal několik přednášek o teorii grupoidů na univerzitách
v Bruselu a v Liége.
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o Sturmových oscilačnı́ch větách, o lineárnı́ch operátorech a jejich použitı́ v teorii Sturmovy
rovnice a o vlastnı́ch funkcı́ch Sturmova problému. Mimo to přednášel M. Novotný o svých vý-
sledcı́ch zobecňujı́cı́ch Weyrovu teorii charakteristických čı́sel matice, V. Richter o diferenciálnı́ch
rovnicı́ch v Banachově prostoru, M. Zlámal o oscilačnı́ch kritériı́ch pro Sturmovu rovnici a F. Šik
o vytvořujı́cı́ch rozkladech na kvasigrupách.

V tomto roce v rámci činnosti sekce pracovaly dva kroužky. Prvnı́, pod vedenı́m M. Zlámala,
vypracoval kartotéku literatury o obyčejných diferenciálnı́ch rovnicı́ch z let 1930 – 1945 obsahujı́cı́
asi 1000 položek. Druhý kroužek, pod vedenı́m J. Škráška, studoval knihu G. Birkhoffa, Lattice
Theory.

Rukopisy nových pracı́ předložili: M. Novotný, Rozklady topologických prostorů; F. Šik, O vy-
tvořujı́cı́ch rozkladech na kvasigrupách; M. Zlámal, Asymptotické vlastnosti řešenı́ diferenciálnı́
rovnice 3. řádu. Kromě toho M. Zlámal publikoval práci Oscillation Criterions (Čas. pěst. mat.
fyz. 75, 1950, 213–218).

V přehledu o publikačnı́ a vědecké činnosti za obdobı́ do roku 1950 O. Borůvka uvádı́:

Pracuji na obsáhlé knize o diferenciálnı́ch rovnicı́ch a v souvislosti s tı́m na některých dı́l-
čı́ch problémech (spojitost peanovských funkcı́, rozdělenı́ konjugovaných čı́sel lineárnı́ dif. rovnice
2. řádu).

4 Seminář v letech 1951 – 1960

Připomeňme, že na základě vládnı́ho nařı́zenı́ z 20. 6. 1950 o nové organizaci vědeckého výzkumu
a zřı́zenı́ ústřednı́ch vědecko-výzkumných ústavů se stal Ústav pro matematiku při České akademii
věd a uměnı́ základem nového Ústřednı́ho ústavu matematického (ÚÚM). Dále tedy spadá sekce
pro klasickou analýzu pod ÚÚM. V rámci ÚÚM začala sekce pro klasickou analýzu pod vede-
nı́m O. Borůvky plnit od 1. 1. 1951 výzkumný úkol s evidenčnı́m čı́slem 01 s názvem Studium
obtı́žnějšı́ch kapitol o diferenciálnı́ch rovnicı́ch. Tento úkol, jenž přešel v průběhu roku 1951 pod
Ministerstvo školstvı́, věd a uměnı́, byl k 31. 12. 1951 splněn a ukončen. V poznámce v plánovacı́m
listu tohoto výzkumného úkolu se uvádı́:

Pokračovánı́ v úspěšné činnosti konané po 3 roky v rámci Matematického ústavu České aka-
demie. Převzetı́ této činnosti je v zájmu zamezenı́ duplicity a je nezbytným předpokladem žádoucı́
likvidace Matematického ústavu České akademie.

Od roku 1952 začal O. Borůvka plnit v rámci své činnosti na Přı́rodovědecké fakultě MU dlou-
hodobý vědecko-výzkumný úkol z matematiky, zařazený do resortnı́ho plánu Ministerstva školstvı́
a kultury (MŠK) pod názvem Studium speciálnı́ch vlastnostı́ diferenciálnı́ch rovnic obyčejných se
zřetelem k aplikacı́m. Tento úkol byl v roce 1952 a 1953 veden pod evidenčnı́m čı́slem 01/16 a od
roku 1954 pod čı́slem Ma-6.

V rámci reorganizace vědecko-výzkumných úkolů na léta 1961 – 1965 v souvislosti se zařaze-
nı́m matematiky do státnı́ho plánu vědecko-výzkumných pracı́ ve III. pětiletce byl úkol Ma-6 pro
přı́štı́ léta z resortnı́ho plánu MŠK vyčleněn a dalšı́ práce v tomto směru byly od 1. 1. 1961 pojaty
do státnı́ho plánu výzkumu. Vzhledem k tomu byl zmı́něný resortnı́ úkol Ma-6 ke dni 31. 12. 1960
ukončen.
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O. Borůvka si byl od počátku vedenı́ semináře vědom důležitosti oboru diferenciálnı́ch rovnic
pro soudobou i budoucı́ matematiku a tı́m pro budoucı́ matematickou generaci.

Diferenciálnı́ rovnice (obyčejné) jsou jednı́m z nejvýznamnějšı́ch oborů matematiky s hlediska
aplikacı́ ve fysice a v technických problémech. Z obsáhlé látky, která v tomto směru přicházı́ zvláště
v úvahu, jsou to otázky týkajı́cı́ se dif. rovnic lineárnı́ch 2. řádu. Řada skvělých matematických
theoriı́, na př. v souvislosti s okrajovými problémy 2. řádu nebo s proslulou Hillovou rovnicı́, majı́
svůj původ právě v problémech fysikálnı́ch nebo astronomických.

Je velmi žádoucı́, aby náš vědecký dorost, at’ již se zaměřenı́m k průmyslu nebo k učitelské
činnosti, byl s těmito otázkami a s přı́slušnými theoriemi dobře obeznámen. Toho nelze docı́lit již
v době universitnı́ho studia, protože jde většinou o obtı́žnějšı́ kapitoly vyžadujı́cı́ širokých základů
a k tomu čas v povinných přednáškách nestačı́. Proto jsem považoval za potřebné studovati s našı́m
vědeckým dorostem právě otázky tohoto druhu. Praktický význam tohoto úkolu vidı́m v rozšı́řenı́
a v prohloubenı́ odborných znalostı́ posluchačů, v usnadněnı́ studia podobných otázek, s nimiž se
v budoucnu setkajı́, a ve vzbuzenı́ jejich zájmu o aplikace matematiky ve fysice a v technických
problémech. [Předávacı́ protokol za rok 1951]

Zpočátku se semináře konaly ve čtrnáctidennı́ch intervalech a byly dvouhodinové. V pozdějšı́ch
letech byly intervaly spı́še třı́týdennı́.

Ve schůzı́ch nejčastěji přednášel O. Borůvka, ale nebyly výjimkou ani referáty ostatnı́ch členů
semináře, kteřı́ většinou přednášeli o svých vlastnı́ch vědeckých výsledcı́ch. Po přednáškách vždy
následovaly diskuse o probrané látce.

Schůzı́ se zúčastňovali předevšı́m asistenti matematických ústavů brněnských vysokých škol.
Z mimobrněnských se od počátku zúčastňovali M. Švec a M. Greguš z Bratislavy a M. Laitoch
z Olomouce. Později začali dojı́ždět také V. Šeda z Bratislavy, B. Věchtová a J. Palát z Olomouce
a K. Stach z Ostravy.

Vı́ce se o členech semináře dozvı́me z následujı́cı́ tabulky, v nı́ž jsou uvedeni ti členové
semináře, kteřı́ se v rozmezı́ let 1951 – 1960 zúčastnili přednášek vı́ce než pětkrát. U každého
jména je zaznamenán počet účastı́ v semináři v daném roce. Údaje pro vytvořenı́ tabulky jsou
čerpány z prezenčnı́ch listin jednotlivých seminářů, jež jsou uloženy v archivu O. Borůvky. Pro
úplnost poznamenejme, že chybı́ prezenčnı́ listiny ze seminářů konaných ve dnech 25. 4. 1952,
26. 11. 1957 a 23. 5. 1958.

Dále se v odstavcı́ch 4.1 – 4.10 podrobněji zaměřı́me na činnost semináře v jednotlivých
letech, konkrétněji v jednotlivých pololetı́ch. Jak již bylo řečeno v úvodu k této části, zaměřı́me
se předevšı́m na tu činnost semináře, která souvisı́ s Borůvkovou teoriı́ dispersı́ a transformacı́.
Informace o obsahu seminářů jsou čerpány převážně ze zpráv o činnosti těchto seminářů. Také
většina citacı́ zde uvedených pocházı́ z těchto zpráv. Jestliže citace vycházı́ z jiného zdroje, tak je
tento zdroj uveden.
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Rok (počet seminářů v daném roce)
Jméno 1951 1952 1953 1954 1955 1956 1957 1958 1959 1960

(17) (17) (14) (9) (8) (9) (9) (8) (8) (5)
Barot J. 5 11 6 4 7 4 1 1
Bartoněk 7 6 2 3 1
Barvı́nek E. 1 5 9 5 5 7 5 7 6 4
Březina J. 6 1 4 1 2 1 1
Cejpek J. 2 5
Čermák J. 16 10 5 3 3 1
Čulı́k K. 5 2
Frank L. 13 11 10 6 2 1 1
Greguš M. 5 11 9 9 7 8 4 7 4 4
Hustý Z. 3 1 6 7 7 7 5 2
Chrastina J. 4 7 4 4 5
Janová V. 2 4
Krejzlı́k J. 6 6
Kudláček V. 7 1
Laitoch M. 4 12 6 4 4 2 4 4 1
Litzman O. 7 6
Mastný E. 9
Mikulı́k M. 9 7 8 4 6 3 1
Neuman F. 3 4
Novotný M. 15 12 9 4 1
Opluštil K. 2 8 2
Peňáz J. 9 4
Pichanová V. 6 5 2 6 7 4 7 7 3
Ráb M. 8 3 12 2 8 6 8 7 6 4
Radochová V. 7 12 4 8 7 5 6 5 2
Radochová – 2 8 6 6 2 7 4
Řehůřková D.
Rozenský 1 1 5
Sekanina M. 2 7 8 8 5 6 3
Stach K. 3 5 5
Šabacký J. 6 1
Šantavá – 11 12 5 7 6 7 6 6 7 3
Krohová S.
Šantavý I. 7 7 4
Šeda V. 6 5 6 8 5
Šik F. 3 7 11 1
Široký J. 16 11 3 7 5 1
Škrášek J. 15 16 9 5 3 5 2 3 1
Švec M. 17 13 11 9 8 6 6 6 8 4
Vala J. 4 2
Věchtová B. 1 2 3
Vosmanský J. 5 4 2 5 4
Zlámal M. 2 7 11 7 8 5 6 6 7 3
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4.1 Činnost semináře v roce 1951

I. pololetı́ 1951:

V I. pololetı́ se konalo 12 schůzı́ semináře (23. 1., 20. 2., 27. 2., 14. 3., 27. 3., 18. 4., 2. 5.,
15. 5., 5. 6., 12. 6., 21. 6., 28. 6.), jichž se průměrně zúčastňovalo 14 členů.

V semináři konaném dne 18. 4. přednášel M. Novotný o svých výsledcı́ch o zaměnitelných
zobrazenı́ch. Jedná se o řešenı́ problému konstrukce všech zobrazenı́ na množině zaměnitelných
s daným zobrazenı́m. Tato látka s diferenciálnı́mi rovnicemi nesouvisı́, avšak vzešla z rozhovorů
a konzultacı́ s O. Borůvkou.

Ve dnech 5. 6. a 12. 6. referoval L. Frank o některých výsledcı́ch práce G. Sansone Studi sulle
equazioni differenziali lineari omogenee di terzo ordine nel campo reale (Revista, 1948). Zejména
probral normálnı́ tvar lineárnı́ homogennı́ diferenciálnı́ rovnice 3. řádu a tzv. prvnı́ srovnávacı́ a
prvnı́ oscilačnı́ větu.

Ve všech ostatnı́ch seminářı́ch referoval O. Borůvka. Uved’me stručně hlavnı́ témata přednášek:

1. Lineárnı́ operátory, zejména 2. řádu. Rozklad lineárnı́ch operátorů 2. řádu na operátory
1. řádu reálné a komplexnı́. (23. 1.)

2. Základnı́ vlastnosti lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic 2. řádu. Kanonický tvar řešenı́ těchto
rovnic a jeho derivace.

Dále jsem odvodil několik (pravděpodobně nových) výsledků založených na tom, že hodnoty
podı́lu dvou řešenı́ lin. dif. rovnice 2. řádu v kořenech třetı́ho řešenı́ jsou stejné, a na
obdobných větách o derivacı́ch řešenı́. (20. 2.)

3. Definice dispersı́ 1., 2., 3. a 4. druhu pro diferenciálnı́ rovnici

y′′ −Q(x)y = 0. (a)

Odvozenı́ vzorců pro derivace dispersı́ 1. a 2. druhu

ϕ′(x) =
z2(ϕ(x))
z2(x)

, ψ′(x) =
Q(x)

Q(ψ(x))
z′ 2(ψ(x))
z′ 2(x)

,

kde z značı́ libovolné řešenı́ rovnice (a), které v čı́sle x nenı́ nulové (pro prvnı́ vzorec), přı́p.
jehož derivace v čı́sle x nenı́ nulová (pro druhý vzorec).

Odvozenı́ diferenciálnı́ rovnice, kterou splňujı́ disperse 1. druhu

√
|ϕ′|( 1√

|ϕ′|)
′′ + ϕ′ 2Q(ϕ) = Q(x). (b)

Aplikace na přı́pad, že disperse 1. druhu je lineárnı́: ϕ(x) = x+ ω.

Poznámka o růstu dispersı́, zejména třetı́ho a čtvrtého druhu. (20. 2., 27. 2., 14. 3.)
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4. Sturmův oscilačnı́ teorém pro diferenciálnı́ rovnici (Q(x, λ)y′)′ − Q(x, λ)y = 0 a jeho
zvláštnı́ přı́pad, kdy funkce Q závisı́ na λ lineárně. Dále byl vyložen pojem Sturmových
a Sturm-Liouvilleových systémů a předvedeno řešenı́ Sturmova okrajového problému ve
zvláštnı́m přı́padě nulových okrajových hodnot řešenı́ nebo jeho derivace. (27. 2., 14. 3.,
2. 5., 15. 5., 21. 6., 28. 6.)

II. pololetı́ 1951:

Ve II. pololetı́ bylo vykonáno 5 schůzı́ semináře (30. 10., 21. 11., 30. 11., 10. 12., 19. 12.),
jichž se průměrně zúčastňovalo 10 členů.

Ve dnech 30. 11. a 10. 12. přednášel J. Čermák o základnı́ch vlastnostech systémů lineárnı́ch
diferenciálnı́ch rovnic s periodickými koeficienty.

V ostatnı́ch seminářı́ch přednášel O. Borůvka. Probral transformaci Sturm-Liouvilleova okra-
jového problému na tvar U ′′ + [λ2 − B(x)]U = 0; U ′(0) − hU(0) = 0, U ′(π) + HU(π) = 0,
asymptotické vyjádřenı́ vlastnı́ch hodnot a vlastnı́ch funkcı́ a řešenı́ téhož problému v přı́padě
U(0) = 0, U(π) = 0. Dále probral pojem Fourierových řad vzhledem k normovaným ortogonál-
nı́m posloupnostem funkcı́ a Walshovy výsledky o ekvikonvergenci Fourierových řad, zejména
pokud jde o řady vzhledem k normovaným ortogonálnı́m posloupnostem vlastnı́ch funkcı́ a řady
trigonometrické.

Rokem 1951 byl předložený úkol ukončen a podle plánu zcela splněn. Navı́c proti plánu byly
probrány nové výsledky z tzv. teorie dispersı́. Uved’me citaci O. Borůvky z předávacı́ho protokolu
z roku 1951:

Domnı́vám se, že jde o výsledky, které podstatně rozšiřujı́ klasickou theorii dif. lineárnı́ch
rovnic 2. řádu a podnı́tı́ vznik dalšı́ch pracı́ zejména též v souvislosti s významnými speciálnı́mi
dif. rovnicemi 2. řádu (Besselova dif. rovnice, Mathieuova dif. rovnice a j.). Řadu výsledků, k nimž
jsem dospěl, jsem zatı́m v přednáškách neuvedl, protože je dále doplňuji a nevystačil bych s časem
k splněnı́ původnı́ho plánu.

Publikačnı́ činnost členů semináře:

• M. Zlámal: Asymptotic Properties of the Solutions of the Third Order Linear Differential
Equations. Publ. Fac. Sci. Univ. Masaryk, Brno, No 329, 1951, 159–167.

Řada členů kolektivu pracovala na samostatných tématech (asistenti: J. Čermák, D. Jelı́nková,
S. Krohová, O. Litzman, M. Mikulı́k, K. Opluštil). Některé z těchto pracı́ jsou již ukončeny a
byly předloženy na zdejšı́ fakultě jako disertace (S. Krohová, Vlastnosti integrálů systému dvou
diferenciálnı́ch lineárnı́ch rovnic 1. řádu; J. Čermák, O použitı́ Weyrovy theorie matic k řešenı́
homogennı́ch systémů lineárnı́ch diferenciálnı́ch a diferenčnı́ch rovnic; O. Litzman, Diferenci-
álnı́ rovnice závislé na parametru a otázky o stabilitě integrálů; M. Mikulı́k, Svazy s metrikou;
K. Opluštil, O-systémy). [Zpráva za III. čtvrtletı́ 1951]
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4.2 Činnost semináře v roce 1952

I. pololetı́ 1952:

V I. pololetı́ bylo vykonáno 11 schůzı́ semináře (23. 1., 1. 2., 15. 2., 13. 3., 21. 3., 25. 4., 29. 4.,
30. 5., 3. 6., 24. 6., 30. 6.), jichž se průměrně zúčastňovalo 12 členů.

Ve všech seminářı́ch přednášel O. Borůvka. Uved’me stručně hlavnı́ témata přednášek:

1. Oscilačnı́ kritéria pro diferenciálnı́ rovnice 2. řádu

y′′ = Q(x)y (a)

(Sturmova porovnávacı́ věta, kritéria Kneserova a Wintnerova). (23. 1., 1. 2.)

2. Studium extrémnı́ch hodnot oscilujı́cı́ch integrálů a jejich derivacı́ rovnice (a) v přı́padech
různých předpokladů pro funkci Q (Q je ohraničená zápornými čı́sly, Q neroste, Q neklesá,
Q je pro dosti velká x monotonnı́ aj.). (15. 2.)

3. Věta o ohraničenosti integrálů rovnice y′′ = [Q(x) + ν(x)]y a jejı́ aplikace. (13. 3.)

4. Asymptotické vyjádřenı́ integrálů rovnice y′′ = [−1 +Q(x)]y se zřetelem na použitı́ v přı́-
padě Besselových funkcı́ (Besselova diferenciálnı́ rovnice, přehled o základnı́ch vlastnostech
Besselových funkcı́ Jn (n celé), transformace Besselovy diferenciálnı́ rovnice na normálnı́
tvar, asymptotické vzorce prvnı́ho a druhého řádu pro Besselovy funkce Jn(x), J ′n(x) (n
celé) a základnı́ vlastnosti těchto funkcı́). (21. 3., 25. 4., 29. 4., 30. 5.)

5. Asymptotické vlastnosti integrálů rovnice (a) v přı́padě limx→∞Q(x) = 0, v přı́padě
Q(x) > 0, v přı́padě, že počátečnı́ hodnoty y(x0), y′(x0) jsou téhož znaménka aj. (3. 6.,
24. 6.)

6. Předloženı́ problému určenı́ takových oscilatorických rovnic (a), jejichž integrály majı́
ekvidistantnı́ kořeny.

Diferenciálnı́ rovnice y′′ = −m2 · y, v nı́ž m značı́ kladnou konstantu, se vyznačuje tı́m,
že dva sousednı́ kořeny každého jejı́ho integrálu majı́ vzdálenost π : m. Tuto vlastnost
vyjadřujeme tı́m, že kořeny integrálů oné d. rovnice jsou ekvidistantnı́ se vzdálenostı́ π : m.

Jest otázka, zda existujı́ i jiné oscilujı́cı́ d. rovnice

y′′ = Q(x)y, (a)

jejichž kořeny jsou ekvidistantnı́ a v přı́padě, že existujı́, majı́ se určit všechny přı́slušné
funkce Q.

Připust’me, že se d. rovnice (a) vyznačuje tı́m, že kořeny jejı́ch integrálů jsou ekvidistantnı́
se vzdálenostı́ d (> 0). Pak základnı́ disperse prvnı́ho druhu je dána vzorcem:

ϕ(x) = x+ d
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a z diferenciálnı́ rovnice dispersı́ prvnı́ho druhu

√
ϕ′(

1√
ϕ′

)′′ + ϕ′ 2Q(ϕ) = Q(x)

máme
Q(x+ d) = Q(x),

takže funkce Q je periodická s periodou d.

O. Borůvka dále odvozuje tvrzenı́, že funkceQ se dá vyjádřit pomocı́ vhodných periodických
funkcı́ Y1, Y2, majı́cı́ch periodu d a splňujı́cı́ch rovnici

Y1Y
′

2 − Y2Y
′

1 +
π

d
(Y 2

1 + Y 2
2 ) = d.

Jak uvádı́ O. Borůvka ve zprávě za rok 1952, nějaké předběžné výsledky v řešenı́ tohoto
problému předložil L. Frank. Zejména sestrojil na základě jiných úvah několik přı́kladů
rovnice (a) s ekvidistantnı́mi kořeny integrálů. Jednı́m z jeho přı́kladů je rovnice

y′′ =
5− 9 sin2 x

1 + sin2 x
y,

která má lineárně nezávislé integrály, jejichž každé dva sousednı́ kořeny majı́ vzdálenost π.

II. pololetı́ 1952:

Ve II. pololetı́ se konalo 6 schůzı́ semináře (21. 10., 30. 10., 27. 11., 1. 12., 5. 12., 12. 12.),
jichž se průměrně zúčastňovalo 15 členů.

Ve všech seminářı́ch přednášel O. Borůvka a nových výsledcı́ch z teorie dispersı́ rovnice (a):

1. Řešenı́ rovnic U (i)(x)v(k)(y) − V (i)(x)u(k)(y) = 0, přičemž U , V a u, v značı́ integrály
rovnice (a) a indexy i, k (= 0, 1) řády derivacı́. (21. 10.)

2. Vlastnosti regulárnı́ch projektivnostı́ v systému integrálů rovnice (a). Základnı́ čı́sla a inter-
valy. (30. 10.)

3. Definice dispersı́, disperse 1. druhu přı́mé a nepřı́mé, vlastnı́ a nevlastnı́, monotonie a spojitost
dispersı́ (1. druhu) vlastnı́ch a nevlastnı́ch. Existence derivacı́, diferenciálnı́ rovnice dispersı́
1. druhu. (27. 11., 1. 12.)

4. Vlastnosti vlastnı́ch dispersı́:

Fukce y(ξ) :
√
|ξ′|, složená z libovolného integrálu y d. rovnice y′′ = Q(x)y a z vlastnı́

disperse ξ, jest opět integrálem oné d. rovnice.

Důkaz věty, že vlastnı́ disperse tvořı́ spojitou grupu o 3 parametrech. Reprezentace této
grupy a jejı́ struktura. (5. 12., 12. 12.)
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Původnı́ plán semináře na tento rok nebyl z důvodu zařazenı́ nových výsledků z teorie dispersı́
zcela splněn. Citujme z předávacı́ho protokolu za rok 1952:

Probraná látka vyčerpává původnı́ plán asi na 90%, avšak naproti tomu jej podstatně pře-
kračuje v jiném směru. V rámci tohoto výzkumného úkolu jsem našel mnoho nových výsledků,
které jsem sepsal v práci s názvem: „O oscilujı́cı́ch integrálech diferenciálnı́ch lineárnı́ch rovnic
2. řádu“ a rukopis (56 stran) jsem předložil Ústřednı́mu ústavu matematickému v Praze. Podle
mého mı́něnı́ jde o podstatný přı́nos ke klasické theorii a o výsledky užitečné pro aplikace. Proto
jsem považoval za účelné seznámit své spolupracovnı́ky s nalezenými výsledky co nejdřı́ve a upo-
zornit je na možnosti dalšı́ch výzkumů v tomto směru. Skutečně již na tomto základě některé vědecké
práce vznikly a připravujı́ se k publikaci (Dr. Švec, Nové vlastnosti integrálů diferenciálnı́ch rovnic
lineárnı́ch 4. řádu; Dr. Greguš, Aplikace theorie dispersı́ na řešenı́ okrajových problémů 2. řádu).
Vzhledem k zařazenı́ těchto nových výkladů do plánu jsem považoval za účelné odložit do přı́štı́ho
roku původně plánované studium diferenciálnı́ rovnice Thomas-Fermiovy a rovnice Schrödinge-
rovy (asi 1/10 celkového plánu).

Publikačnı́ činnost členů semináře:

• M. Švec, K problému jednoznačnosti integrálov systému lineárnych diferenciálnych rovnı́c.
Mat.-fyz. sbornı́k SAV, 1952, 3–22.

Poznámka:

Kromě vědecko-výzkumného úkolu Ma-6 Studium speciálnı́ch vlastnostı́ diferenciálnı́ch rov-
nic obyčejných se zřetelem k aplikacı́m začal O. Borůvka pracovat také na úkolu Přı́prava kritického
vydánı́ některých spisů Matyáše Lercha. Tento úkol byl také plněn formou seminářů, jichž se zú-
častňovali mnohdy stejnı́ členové jako semináře o diferenciálnı́ch rovnicı́ch. Jmenujme napřı́klad
J. Čermáka, V. Radochovou nebo L. Franka. Tento úkol byl splněn a definitivně ukončen v roce
1956 (viz činnost semináře v roce 1956).

4.3 Činnost semináře v roce 1953

I. pololetı́ 1953:

V I. pololetı́ bylo vykonáno 10 schůzı́ semináře (30. 1., 5. 2., 27. 2., 13. 3., 31. 3., 30. 4., 14. 5.,
4. 6., 12. 6., 24. 6.), jichž se průměrně zúčastňovalo 12 členů.

Dne 12. 6. přednášel M. Zlámal o podmı́nkách postačujı́cı́ch k tomu, aby nelineárnı́ diferenci-
álnı́ rovnice

x′′ + f(x)x′ + g(x) = p(t),

v nı́ž p značı́ periodickou funkci, měla jedno periodické řešenı́ a všechna ostatnı́ k němu konver-
govala pro t→∞. Důkaz uvedl ve speciálnı́m přı́padě, kdy je funkce f(x) konstantnı́.

Ve všech ostatnı́ch seminářı́ch přednášel O. Borůvka. Uved’me stručně hlavnı́ témata přednášek:

1. Přehled o probrané části teorie dispersı́ 1. druhu rovnice

y′′ = Q(x)y. (a)
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Studium diferenciálnı́ rovnice dispersı́ 1. druhu

√
|ξ′|( 1√

|ξ′|)
′′ + ξ′ 2Q(ξ) = Q(x). (b)

Transformace rovnice (b) na symetrický tvar

Q(ξ)ξ′(x) +
1
4

(
1

ξ′(x)
)′′ = Q(x)x′(ξ) +

1
4

(
1

x′(ξ)
)′′,

přičemž x(ξ) je funkce inverznı́ k ξ(x) a argumenty x, ξ jsou vázány vztahy ξ = ξ(x),
x = x(ξ). Dále byla podána věta vyjadřujı́cı́ souvislost mezi řešenı́mi rovnic (a) a (b) a
důkaz věty o existenci integrálů rovnice (b). (30. 1., 5. 2.)

2. Explicitnı́ vyjádřenı́ dispersı́ 1. druhu ve tvaru ξ(x) = α−1[A(x)]. Popis základnı́ch vlast-
nostı́ funkcı́ α, β. Poznámky a náměty ke studiu funkcı́ α, β a funkce ϕ = α− β, napřı́klad
odvozenı́ integrálnı́ rovnice pro funkci cotgϕ(x). (27. 2., 13. 3.)

3. Studium asymptotických vlastnostı́ integrálů rovnice (a) v přı́padě, že pro k, τ > 0 a pro
dosti velká x a t ∈ [x, x+ k

−Q(x) ] platı́ prvnı́ a přı́padně i druhá nerovnost:

∣∣∣∣
Q(t)
Q(x)

− 1

∣∣∣∣ < τ ;

∣∣∣∣
Q′(t)
Q′(x)

− 1

∣∣∣∣ < τ.

Odvozenı́ mnoha nerovnostı́, jež platı́ za výše uvedených předpokladů, napřı́klad nerovnosti

π

(1 + τ)
√
−Q(x)

< ϕ(x)− x <
π

(1− τ)
√
−Q(x)

,

přičemž ϕ značı́ základnı́ centrálnı́ dispersi 1. druhu. (31. 3., 30. 4., 14. 5.)

4. Pojem hustoty posloupnosti intervalů; regulárnı́ konvergence funkce do ∞. Armelliniova
věta o stabilitě integrálu y(x) = 0 rovnice (a). (4. 6.)

5. Asymptotické vlastnosti integrálů nehomogennı́ lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice 1. řádu v přı́-
padě, že jejı́ koeficienty majı́ vlastnı́ limity. Rozšı́řenı́ výsledků na diferenciálnı́ rovnici
n-tého řádu

y(n) + a1y
(n−1) + · · ·+ any = ϕ(x),

v nı́ž a1, . . . , an značı́ konstanty, an 6= 0 a ϕ spojitou funkci majı́cı́ pro x → ∞ vlastnı́
limitu. (24. 6.)

II. pololetı́ 1953:

Ve II. pololetı́ byly vykonány celkem 4 schůze semináře (21. 10., 4. 11., 25. 11., 16. 12.), jichž
se průměrně zúčastňovalo 12 členů. Původně byly plánovány ještě dvě schůze, avšak nekonaly se
jednak pro nemoc O. Borůvky a jednak proto, že byly na vysokých školách vyhlášeny dodatečně
prázdniny.
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Dne 25. 11. přednášel M. Švec o teorii dispersı́ integrálů diferenciálnı́ rovnice y(4)+Q(x)y = 0.
O. Borůvka k této práci poznamenává: Dr. Švec našel důležité souvislosti mezi dif. rovnicı́
y(4) + Q(x)y = 0 a dif. lineárnı́mi rovnicemi 2. řádu. Pomocı́ těchto souvislostı́ zejména roz-
šı́řil moji teorii dispersı́ na dif. rovnici y(4) +Q(x)y = 0.

V ostatnı́ch seminářı́ch přednášel O. Borůvka. Hlavnı́m tématem bylo studium asymptotických
vlastnostı́ integrálů systémů lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic. Látka byla probı́rána podle Perro-
novy práce Über lineare Differentialgleichungen, bei denen die unabhängig Variable reell ist. I.,
II. (Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 142 (1913), Bd. 143 (1913).

Publikačnı́ činnost členů semináře:

• O. Borůvka, O koleóbl�wihs� integralah differencial�nyh line$inyh uravne-
ni$i 2-ogo por�dka. Czech. Math. J. 3 (78), 1953, 199–255.

• M. Zlámal, Über die Eigenwertaufgabe bei der Differentialgleichung y(n) + λA(x)y = 0.
Publ. Fac. Sci. Univ. Masaryk, Brno, No 345, 1953.

• M. Zlámal, Ob odnom kriterii usto$iqivosti L�punova. Czech. Math. J. 3 (78)
(1953), 257–264.

• M. Zlámal, Asymptotische Eigenschaften der Lösungen linearer Differentialgleichungen.
Math. Nachrichten 10. Band, 1953, 169–174.

Poznámka:

V roce 1953 se O. Borůvka zúčastnil VIII. sjezdu polských matematiků ve Varšavě, kde před-
nesl referát s názvem Propriétés nouvelles des intégrales des équations différentielles ordinaires
linéaires du second ordre (viz 7. kapitola Zahraničnı́ cesty a mezinárodnı́ konference).

4.4 Činnost semináře v roce 1954

I. pololetı́ 1954:

V I. pololetı́ se konalo 7 schůzı́ semináře (17. 2., 3. 3., 17. 3., 31. 3., 4. 5., 20. 5., 23. 6.), jichž
se průměrně zúčastňovalo 9 členů.

Hlavnı́m tématem přednášek bylo pokračovánı́ ve studiu asymptotických vlastnostı́ integrálů
systémů lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic podle Perronovy práce v sv. 143 (1913) a dále studium
některých vlastnostı́ nelineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic 2. řádu.

II. pololetı́ 1954:

Ve II. pololetı́ byly vykonány celkem 2 schůze semináře (25. 10., 8. 11.), jichž se průměrně
zúčastňovalo 14 členů. Dalšı́ schůze se z důvodu nemoci O. Borůvky nekonaly.
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V těchto seminářı́ch byly probı́rány vlastnosti nelineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic 2. řádu. Byla
probrána věta o oddělovánı́ kořenů integrálů diferenciálnı́ rovnice f(x, y, y′, y′′) = 0, porovná-
vacı́ teorémy, věty o jednoznačnosti a okrajové problémy pro diferenciálnı́ rovnici y′′ = f(x, y, y′).

Publikačnı́ činnost členů semináře:

• M. Greguš, Aplikácia disperziı́ na okrajový problém druhého rádu. Mat.-fyz. Čas. SAV, 1
(1954), 27–37.

• M. Švec, Über einige neue Eigenschaften der oszillatorischen Lösungen der linearen homo-
genen Differentialgleichung vierter Ordnung. Czech. Math. J. 4 (79) (1954), 75–94.

• M. Zlámal, Über die Stabilität der nichtlinearen erzwungenen Schwingungen. Czech. Math.
J. 4 (79) (1954), 95–103.

V souvislosti s plněnı́m těchto úkolů vzniklo v poslednı́m čase pod mým vedenı́m několik vě-
deckých pracı́, které byly již předloženy k uveřejněnı́, zejména: O rozšı́řenı́ theorie dispersı́ na
dif. lineárnı́ rovnice 4. řádu (M. Švec), O zobecněnı́ Floquetovy theorie k určenı́ tvaru integrálů
dif. lineárnı́ch rovnic 2. řádu (M. Laitoch), O oscilačnı́ch kritériı́ch pro dif. lineárnı́ rovnice
2. řádu (M. Laitoch), O splynutı́ n-tých centrálnı́ch dispersı́ 1. a 2. druhu přı́slušných k dif. rovnici
y′′ = Q(x)y (M. Laitoch), O kořenových vlastnostech integrálů systému dvou dif. lineárnı́ch rov-
nic 1. řádu (S. Krohová-Šantavá), O asymptotickém chovánı́ integrálů d. lineárnı́ rovnice 3. řádu
(M. Ráb). Mimo těchto hotových pracı́ je několik pojednánı́ mých spolupracovnı́ků blı́zko ukončenı́.

Poznámky:

1. O. Borůvka proslovil referát na III. valném shromážděnı́ ČSAV v Praze ve dnech 12. –
15. 4. 1954 s názvem Teorie dispersı́ a jejı́ aplikace. Referát obsahoval některé výsledky
o dispersı́ch z práce z roku 1953. Dále zde uvedl některé aplikace teorie dispersı́ týkajı́cı́ se
řešenı́ okrajových problémů 2. řádu, rozšı́řenı́ Floquetovy metody k určenı́ fundamentálnı́ho
systému na diferenciálnı́ rovnice tvaru y′′ = Q(x)y, a poukázal na pokrok v teorii lineárnı́ch
diferenciálnı́ch rovnic 4. řádu v souvislosti se zmı́něnou teoriı́.

2. V roce 1954 vyšla Borůvkova práce Poznámka k použitı́ Weyrovy theorie matic k integraci
systémů diferenciálnı́ch lineárnı́ch rovnic s konstantnı́mi koeficienty. (Čas. pěst. mat. fys. 79,
1954, 151–155).

Práce se týká systému lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic s konstantnı́mi koeficienty. Obyčejně
se v učebnicı́ch tento přı́pad řešı́ tak, že transformacı́ se systém převede na nový, kde
mı́sto původnı́ matice koeficientů vystupuje Weierstrassův kanonický tvar této matice. Vedle
Weierstrassovy teorie matic existuje však Weyrova teorie. Prof. Borůvka ukazuje, jak lze
na řešenı́ systému lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic s konstantnı́mi koeficienty aplikovat
Weyrovu teorii. Tento způsob má tu výhodu, že vede k přehledným explicitnı́m vzorcům pro
integrály, vyjadřujı́cı́m algebraickou povahu problému. [A1]
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4.5 Činnost semináře v roce 1955

I. pololetı́ 1955:

V I. pololetı́ se konalo celkem 5 schůzı́ semináře (28. 2., 14. 3., 28. 3., 14. 4., 25. 4.), jichž se
průměrně zúčastňovalo 18 členů.

Ve všech seminářı́ch přednášel O. Borůvka. V prvnı́ch dvou dokončil důkaz věty (Scorza-
Dragoni) o řešenı́ okrajového problému pro nelineárnı́ diferenciálnı́ rovnici y′′ = f(x, y, y′) a dále
se věnoval novým výsledkům ve své teorii transformacı́.

Hlavnı́ tématem však bylo studium vlastnostı́ dif. lineárnı́ch rovnic 2. řádu v souvislosti s trans-
formacemi integrálů. Obecná theorie transformace integrálů dif. lineárnı́ch rovnic 2. řádu vznikla
před 120 lety (E. E. Kummer), avšak od té doby podstatně nepokročila. V novějšı́ch učebnicı́ch
o dif. rovnicı́ch se neuvádı́, pravděpodobně proto, že dosavadnı́ theorie potřebuje revisi. V semi-
nářı́ch jsem probral hlavnı́ rysy svojı́ theorie, která zejména obsahuje existenčnı́ theorémy a věty
o unicitě „ve velkém“. Tato theorie umožňuje nový přı́stup ke studiu nulových a extrémnı́ch hodnot
integrálů, asymptotických vlastnostı́, okrajových problémů aj.

Hlavnı́ výsledky je možno shrnout do následujı́cı́ch bodů:

1. Jsou dány dvě diferenciálnı́ rovnice 2. řádu

(a) y′′ = q(t)y, Ÿ = Q(T )Y (A),

jejichž koeficienty q, Q jsou spojité funkce v otevřených intervalech j, J . K těmto rovnicı́m
přiřadı́me dvě nelineárnı́ diferenciálnı́ rovnice 3. řádu

(b) − {X, t}+Q(X)X ′ 2 = q(t), −{x, T}+Q(x)ẋ2 = Q(T ). (B)

Každá dvě čı́sla t ∈ j, T ∈ J , která jsou vzorem a obrazem v nějakém prostém zobrazenı́
intervalu j na interval J , nazýváme sdružená (vzhledem k tomuto zobrazenı́).

Když X je řešenı́m dif. rovnice (b), definovaným v nějakém intervalu i ⊂ j, pak inversnı́
funkce x, definovaná v intervalu I = X(i) ⊂ J , je řešenı́m dif. rovnice (B). Každá dvě
vzájemně inversnı́ řešenı́X , x dif. rovnic (b), (B) splňujı́ v každých dvou (vzhledem k tomuto
zobrazenı́) sdružených čı́slech t, T rovnici:

Q(X)X ′ +
1
4

(
1
X ′

)′′
= q(x)ẋ+

1
4

¨(
1
ẋ

)
.

2. Je-li U integrál rovnice (A) a X integrál rovnice (b), definovaný v intervalu i ⊂ j, pak
funkce

u(t) =
U(X(t))√
|X ′(t)|

je integrálem rovnice (a), který je určen přı́slušnými cauchyovskými počátečnı́mi podmı́n-
kami. Analogicky pro opačnou transformaci.
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Dále je uveden vztah mezi hodnotami integrálů u, U v každých dvou sdružených bodech
t ∈ i, T ∈ I

U(X)
4
√
|X ′| =

u(x)
4
√
|ẋ|

a vztah mezi hodnotami derivacı́ u′, U ′.

3. Existenčnı́ věta o integrálech rovnic (b), (B) a věta o jednoznačnosti řešenı́.

Vcelku lze řı́ci, že o integrálech dif. rovnice (b) platı́ existenčnı́ theorém „ve velkém“
s cauchyovskými počátečnı́mi podmı́nkami a věta o unicitě. Jsou-li známa řešenı́ dif. rovnic
(a), (A), redukuje se integrace dif. rovnice (b) na integraci jediné dif. rovnice 1. řádu
se separovanými proměnnými. Až na jisté jednoduché výjimky, existuje ke každým dvěma
integrálůmu,U dif. rovnic (a), (A), integrálX dif. rovnice (b), který je vzájemně transformuje
podle vzorce

u(t) =
U(X(t))√
|X ′(t)| .

II. pololetı́ 1955:

Ve II. pololetı́ byly vykonány 3 schůze semináře (14. 11., 29. 11., 13. 12.), jichž se průměrně
zúčastňovalo 18 členů.

Hlavnı́m tématem bylo studium vlastnostı́ lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic 2. řádu v souvislosti
s transformacemi integrálů. Bylo pokračováno ve výkladu analytické části teorie transformacı́
integrálů lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic 2. řádu, jejı́ž základy byly předmětem studia v I. pololetı́.
Uved’me hlavnı́ výsledky:

1. Budiž i ⊂ j definičnı́ interval nejširšı́ho řešenı́ 6 X splňujı́cı́ho dané počátečnı́ podmı́nky t0;
X0,X ′

0,X ′′
0 a I ⊂ J interval jeho hodnot. Intervaly i, I se dajı́ určit pomocı́ hodnot prvnı́ch

fásı́ α, A vhodných uspořádaných dvojic integrálů dif. rovnic (a), (A); obsahujı́ týž počet
čı́sel konjugovaných s čı́sly t0, X0 a sahajı́ (v jistém smyslu) až ke koncům intervalů j, J .
Současně platı́ explicitnı́ vzorce vyjadřujı́cı́ v intervalech i, I řešenı́ X a inversnı́ funkci x:

X(t) = A−1(α(t)), x(T ) = α−1(A(T )).

2. Dva dané integrály u, U dif. rovnic (a), (A) lze vždy vzájemně transformovat podle vzorců

u(t) = η
U(X(t))√
|X ′(t)| , U(T ) = η

u(x(T ))√
|ẋ(T )| ,

při čemž X značı́ vhodné nejširšı́ řešenı́ dif. rovnice (b), x funkci inversnı́ a η +1 nebo
−1. Dokonce lze se širokou libovůlı́ předepsat počátečnı́ hodnotu X0 nejširšı́ho řešenı́ X .
Obecně jsou právě dvě taková nejširšı́ řešenı́, jedno rostoucı́ a druhé klesajı́cı́.

3. Odvozenı́ transformacı́ prvnı́ch derivacı́ integrálů rovnic (a), (A).

6Pojem nejširšı́ho řešenı́ se zde užı́vá pro dnešnı́ terminologiı́ vyjádřený pojem maximálnı́ řešenı́.
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Publikačnı́ činnost členů semináře:

• M. Greguš, O niektorých vlastnostiach riešenı́ linéarnej diferenciálnej rovnice homogénnej
tretieho rádu. Mat.-fyz. Čas. SAV, 5 (1955), 73–85.

• M. Greguš, O niektorých nových vlastnostiach riešenı́ diferenciálnej rovnice y′′′ + Qy′ +
Q′y = 0. Publ. Fac. Sci. Univ. Masaryk, Brno, No 365 (1955), 1–18.

• M. Laitoch, Rasxirenie metoda Floke dl� opredeleni� vida fundamental�no$i
sistemy rexeni$i differencial�nogo uravneni� vtorogo por�dka y′′ = Q(x)y.
Czech. Math. J. 5 (80) (1955), 164–174.

• M. Laitoch, Sur une théorie des critères comparatifs sur l’oscillation des intégrales de
l’équation différentielle u′′ = P (x)u. Publ. Fac. Sci. Univ. Masaryk, Brno, No 365 (1955),
255–266.

• M. Ráb, Oscilačnı́ vlastnosti integrálů diferenciálnı́ lineárnı́ rovnice 3. řádu. Práce brněnské
základny ČSAV, 27 (1955), 349–360.

• S. Šantavá, Ob osnovnyh svo$istvah integralov sistem dvuh differencial�nyh
uravneni$i pervogo por�dka. Publ. Fac. Sci. Univ. Masaryk, Brno, No 369 (1955), 1–21.

• J. Škrášek, Fundamentálnı́ systém řešenı́ zobecněné homogennı́ Eulerovy diferenciálnı́ rov-
nice n-tého řádu. Práce brněnské základny ČSAV, 27 (1955), 361–367.

• M. Švec, Sur les dispersions des intégrales de l’équation y(4) + Q(x)y = 0. Czech. Math.
J. 5 (80) (1955), 26–60.

• M. Zlámal, Eine Bemerkung über die charakteristische Determinante einer Eigenwertauf-
gabe. Czech. Math. J. 5 (80) (1955), 175–179.

• M. Zlámal, Studium oscilačnı́ch a asymptotických vlastnostı́ řešenı́ lineárnı́ch diferenciál-
nı́ch rovnic. (Kandidátská práce, schválena 27. 4. 1955)

Poznámka:

V roce 1955 O. Borůvka vykonal přednáškový zájezd do Polska, kde proslovil několik referátů
o teorii dispersı́, teorii transformacı́, o jednoznačnosti řešenı́ diferenciálnı́ rovnice y′ = f(x, y) a
o teorii grup (viz 7. kapitola Zahraničnı́ cesty a mezinárodnı́ konference).

V témže roce se také zúčastnil IV. sjezdu československých matematiků v Praze, kde proslovil
sdělenı́ na téma Transformace integrálů diferenciálnı́ch lineárnı́ch rovnic 2. řádu.

4.6 Činnost semináře v roce 1956

I. pololetı́ 1956:

V I. pololetı́ se konalo 5 schůzı́ semináře (20. 3., 3. 4., 18. 4., 4. 5., 22. 5.), jichž se průměrně
zúčastňovalo 13 členů.

Ve dnech 20. 3. a 3. 4. přednesl M. Greguš některé svoje výsledky týkajı́cı́ se vztahů mezi
integrály lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice 3. řádu a rovnice k nı́ adjungované a odvozenı́ lineárnı́
rovnice 3. řádu se všemi integrály oscilatorickými.
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Ve dnech 3. 4. a 18. 4. přednesl M. Švec referát o článku G. Sansone (Ann. R. Scu. Norm. Sup.,
Pisa, (2), 11, 1942) v souvislosti se svými výsledky o lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnicı́ch 4. řádu.

V dalšı́ch dvou seminářı́ch pokračoval O. Borůvka v teorii transformacı́ integrálů lineárnı́ch
diferenciálnı́ch rovnic 2. řádu. Uvedl aplikace týkajı́cı́ se určenı́ struktury koeficientu q(t) v dife-
renciálnı́ rovnici

y′′ = q(t)y, t ∈ j (a)

ve všech přı́padech, kdy je předepsán oscilatorický charakter integrálů.

Jde o výsledky nové a definitivnı́, které byly též předmětem mojı́ přednášky v plenárnı́ schůzi
konané v rámci sjezdu rumunských matematiků v Bukurešti t. r. Na př. platı́ tyto věty:

1. Každý integrál dif. rovnice (a) má v intervalu j nejvýše jeden kořen tehdy a jen tehdy, když
funkce q je zápornou schwarzovskou derivacı́ nějaké funkce X , která v intervalu j roste a
v daném čı́sle t0 ∈ j splňuje relace X(t0) = 0, X ′(t0) = 1.

2. Integrály dif. rovnice (a) oscilujı́, t.j. majı́ v intervalu j nekonečně mnoho kořenů, když a jen
když funkce q je tvaru q(t) = −{X, t} −X ′ 2(t), přičemž funkce X roste od −∞ do +∞.

Dalšı́ věty se týkajı́ struktury funkce q v přı́padech, že každý integrál dif. rovnice (a) má vpravo
nebo vlevo od daného čı́sla t0 ∈ j daný počet m nebo m+ 1 kořenů.

II. pololetı́ 1956:

Ve II. pololetı́ byly vykonány 4 schůze semináře (30. 10., 13. 11., 4. 12., 18. 12.), jichž se
průměrně zúčastňovalo 19 členů.

Ve všech seminářı́ch přednášel O. Borůvka.
Hlavnı́m tématem bylo studium vlastnostı́ lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic 2. řádu v sou-

vislosti s teoriı́ transformacı́ integrálů. Předevšı́m byly dokončeny aplikace této teorie na určenı́
struktury (spojitého) koeficientu q(t) v rovnici (a) ve všech přı́padech, kdy je předepsán oscilato-
rický charakter integrálů.

Dalšı́m předmětem studia byly úvahy směřujı́cı́ k určenı́ topologických zobrazenı́ dvou otevře-
ných intervalů, která zachovávajı́ konjugovaná čı́sla. Podrobněji řečeno jde o tento problém: Jsou
dány dif. rovnice

(a) y′′ = q(t)y, Y ′′ = Q(T )Y (A),

v nichž q, Q jsou spojité funkce v otevřených intervalech j, J . Majı́ se určit topologická zobrazenı́
intervalu j na interval J vyznačujı́cı́ se tı́m, že obrazy každých dvou konjugovaných čı́sel v intervalu
j vzhledem k dif. rovnici (a) jsou konjugovaná čı́sla v intervalu J vzhledem k dif. rovnici (A).
Řešenı́ tohoto problému je v souvislosti s určenı́m nejširšı́ch řešenı́ dif. rovnice

(b) − {X, t}+Q(X)X ′ 2 = q(t),

která jsou definována v intervalu j a jejichž hodnoty tvořı́ interval J .
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Řešenı́ uvedeného problému vyžaduje řadu předběžných úvah o dif. rovnicı́ch (a), které jsou
daného typu (m) (m přirozené, ≥ 2), tj. které majı́ integrály s maximálnı́m počtem m kořenů.
O dif. rovnicı́ch typu (m) jsem zavedl několik nových pojmů, které jsou pro teorii těchto dif. rovnic
nutné (např. pojem levého hlavnı́ho čı́sla, což je dolnı́ hranice všech čı́sel v intervalu j, k nimž
existujı́ zleva konjugovaná čı́sla, pojem pravého hlavnı́ho čı́sla, pojem speciálnı́ dif. rovnice (a),
aj.) V našich schůzı́ch byly studovány vlastnosti těchto pojmů, přičemž se podstatně uplatnily vlast-
nosti centrálnı́ch dispersı́ 1. druhu. Celkově lze řı́ci, že v II. pololetı́ 1956 byly zı́skány potřebné
poznatky, aby bylo možno přistoupit k řešenı́ uvedeného problému, což je v plánu našı́ práce pro
přı́štı́ rok.

Publikačnı́ činnost členů semináře:

• O. Borůvka, Zameqani� k recenzii M. I. Eól�xina moeó$i stat�i ”O koleóbl�-
wihs� integralah differencial�nyh line$inyh uravneni$i 2-ogo por�dka“. Czech.
Math. J. 6 (81), 1956, 431–433.

• O. Borůvka, Sur la transformation des intégrales des équations differentielles linéaires
ordinaires du second ordre. Ann. Mat. Pura Appl., S. IV, T. XLI, 1956, 325–342.

• M. Greguš, Diferenciálna rovnica tretieho rádu tvaru y′′′+2Ay′+(A′+b)y = 0 so všetkými
integrálmi oscilatorickými. Acta F. R. N. Univ. Comen. Math. 1 (1956), 41–47.

• M. Greguš, O niektorých vzt’ahoch medzi integrálmi navzájom adjungovaných lineárnych
diferenciálnych rovnı́c tretieho rádu a o jednom okrajovom probléme. Acta F. R. N. Univ.
Comen. Math. 1 (1956), 265–272.

• Z. Hustý, O iteraci homogennı́ch lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic. Sbornı́k VŠZ Brno, 4,
1956, 1–16.

• M. Laitoch, Sovpadenie central�nyh dispersi$i 1-go i 2-go roda, sootvetstvu-
�xih differencial�nomu uravneni� vtorogo por�dka y′′ = Q(x)y. Czech. Math.
J. 6 (81) (1956), 365–380.

• M. Laitoch, Aplikace dispersı́ v oboru lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic druhého řádu. Čas.
pěst. mat. 81, 1956, č.1, 111–112.

• M. Laitoch, O jistých řešenı́ch funkčnı́ rovnice F [ϕ(x)] − F (x) = 1. Čas. pěst. mat. 81
(1956), 420–425.

• M. Laitoch, Aplikace teorie dispersı́ v oboru homogennı́ch lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic
2. řádu. (Kandidátská práce, schválena 6. 6. 1956)

• M. Ráb, Asymptotische Eigenschaften der Lösungen linearer Differentialgleichung dritter
Ordnung. Spisy přı́r. fak. MU, 374 (1956), 177–184.

• M. Ráb, Asymptotické vlastnosti integrálů diferenciálnı́ rovnice 3. řádu. Spisy přı́r. fak. MU,
379 (1956), 441–454.

• M. Švec, Eine Eigenwertaufgabe der Differentialgleichung y(n) + Q(x, λ)y = 0. Czech.
Math. J. 6 (81) (1956), 46–71.

• M. Zlámal, Über asymptotische Eigenschaften der Lösungen der linearen Differentialglei-
chung zweiter Ordnung. Czech. Math. J. 6 (81), 1956, 75–93.
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Poznámky:

1. V roce 1956 vyšla Borůvkova práce Über eine Verallgemeinerung der Eindeutigkeitssätze
für Integrale der Differentialgleichung y′ = f(x, y) (Acta F. R. N. Univ. Comenianae,
Mathematica, 1956, 155–167). V nı́ se O. Borůvka vracı́ k problematice, které se věnoval
v prvnı́ch letech činnosti semináře i ve svých univerzitnı́ch přednáškách. Jde o otázku jed-
noznačnosti řešenı́ rovnice y′ = f(x, y) (nebo systému, značı́-li y a f vektory). O. Borůvka
nalézá velmi obecné kritérium, které zahrnuje v sobě řadu známých kritériı́ jako podmı́nku
Montelovu, Peanovu, Bompianiho a Nagumovu. Ukázalo se také, že podmı́nka O. Borůvky
je obecnějšı́ než známé kritérium Kamkeho uvedené v jeho knize Differentialgleichungen
reeller Funktionen.

2. V tomto roce se O. Borůvka zúčastnil matematických sjezdů v Bukurešti a ve Vı́dni. V Bu-
kurešti proslovil přednášku s názvem Théorie analytique et constructive des transformati-
ons différentielles linéaires du 2nd ordre a ve Vı́dni přednášel o výsledcı́ch své nové práce
Über eine Verallgemeinerung der Eindeutigkeitssätze für Integrale der Differentialgleichung
y′ = f(x, y) (viz 7. kapitola Zahraničnı́ cesty a mezinárodnı́ konference).

3. V roce 1956 ukončil O. Borůvka dlouhodobý úkol Přı́prava kritického vydánı́ některých
spisů Matyáše Lercha, který byl plněn od roku 1952 v rámci činnosti ÚÚM (později MÚ
ČSAV, Matematické komise ČSAV) a MŠK.

Výsledkem splněnı́ předloženého úkolu je článek L. Franka, O životě Matyáše Lercha (Čas.
pěst. mat. 78 (1953), 119–137), stat’ J. Škráška, Seznam pracı́ prof. Matyáše Lercha (Čas.
pěst. mat. 78 (1953), 139–148) a obsáhlá souborná práce, která se skládá ze šesti článků, jež
se týkajı́ jednotlivých úseků Lerchovy činnosti v oboru matematické analýzy: J. Čermák,
Lerchův přı́nos k obecné theorii funkcı́; J. Čermák, Lerchův přı́spěvek k theorii nekonečných
řad; O. Borůvka, Dı́lo Matyáše Lercha v theorii funkce gamma; V. Radochová, Lerchův
přı́nos k theorii funkcı́ eliptických; V. Radochová, Lerchův přı́nos k integrálnı́mu počtu;
L. Frank, Spor Matyáše Lercha s Alfredem Pringsheimem. Tato souborná práce vyšla pod
názvem Dı́lo Matyáše Lercha v oboru matematické analýzy (Práce Brněnské základny ČSAV,
XXIX (1957), 417–540).

4.7 Činnost semináře v roce 1957

I. pololetı́ 1957:

V I. pololetı́ se konalo 5 schůzı́ semináře (9. 4., 23. 4., 14. 5., 21. 5., 18. 6.), jichž se průměrně
zúčastňovalo 14 členů.

Dne 21. 5. přednášel host prof. A. Bielecki z Lublina o rovnicı́ch paratingentnı́ch.
Ve dnech 9. 4. a 23. 4. přednášel V. Šeda o svých výsledcı́ch, které se týkajı́ přenesenı́ teorie

transformacı́ integrálů lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic 2. řádu do komplexnı́ho oboru. V podstatě
jde o studium diferenciálnı́ rovnice−{z, x}+Q(z)z′ 2 = q(x) za předpokladu, žeQ, q jsou holo-
morfnı́ funkce v jednoduše souvislých oblastech. Autorovy výsledky tvořı́ obsah jeho kandidátské
práce, která byla v tomto roce předložena na Přı́rodovědecké fakultě MU.

103



Ve zbývajı́cı́ch dvou seminářı́ch přednášel O. Borůvka o své teorii transformacı́. Pokračoval
v řešenı́ problému, který spočı́vá v určenı́ topologických zobrazenı́ dvou otevřených intervalů, která
zachovávajı́ konjugovaná čı́sla vzhledem k daným lineárnı́m diferenciálnı́m rovnicı́m 2. řádu.

Řešenı́ tohoto problému velmi úzce souvisı́ s vlastnostmi prvnı́ch fázı́ uspořádaných dvojic
integrálů dif. rovnice y′′ = q(t)y (a). Pro prvnı́ fáze jsem zavedl pojem tzv. okrajové charakteris-
tiky, což jest uspořádaná trojice čı́sel (t, c1, c2), která v jistém smyslu popisuje chovánı́ prvnı́ fáze
na koncı́ch intervalu. Dokázal jsem, že každá uspořádaná trojice čı́sel, jejı́ž čı́sla vyhovujı́ jistým
podmı́nkám, jest okrajovou charakteristikou vhodné prvnı́ fáze dif. rovnice (a). Tato věta má pro
řešenı́ výše zmı́něného problému, které bude ukončeno v II. pololetı́, základnı́ důležitost.

II. pololetı́ 1957:

Ve II. pololetı́ byly vykonány 4 schůze semináře (26. 11., 3. 12., 10. 12., 17. 12.), jichž se
průměrně zúčastňovalo 13 členů.

Schůze byly věnovány podánı́ přehledu o nových výsledcı́ch v oboru obyčejných lineárnı́ch
diferenciálnı́ch rovnic, kterých v poslednı́ době dosáhli účastnı́ci semináře. Výsledky se týkajı́
asymptotických vlastnostı́ rovnic 2. a 4. řádu a některých otázek v souvislosti s teoriı́ transformacı́
lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic 2. řádu. Přednášeli:

M. Zlámal (26. 11.) o asymptotickém chovánı́ integrálů rovnice y′′+a(t)y′+y = 0 v přı́padě,
že a(t) →∞ pro t→∞.

E. Barvı́nek (3. 12.) o zaměnitelnosti dispersı́ a integrálů rovnice −{X, t} + Q1(X)X ′ 2 =
Q2(t).

M. Švec (10. 12.) o asymptotickém chovánı́ integrálů rovnice y(4) +Q(t)y = 0.
M. Ráb (17. 12.) o asymptotických vlastnostech integrálů rovnice y′′ +Q(t)y = 0.

Publikačnı́ činnost členů semináře:

• O. Borůvka, Théorie analytique et constructive des transformations différentielles linéaires
du second ordre. Bulletin Math. de la Soc. Sci. Math. Phys. de la R. P. R. 1 (49), 1957,
125–130.

• M. Greguš, O lineárnej diferenciálnej rovnici tretieho rádu s konštantnými koeficientami.
Acta F. R. N. Univ. Comen. Math. 2 (1957), 61–66.

• M. Greguš, O nekotoryh novyh kraevyh problemah differencial�nogo uravne-
ni� tret�ego por�dka. Czech. Math. J. 7 (82) (1957), 41–47.

• M. Greguš, Homogénny okrajový problém pre integrály lineárnej diferenciálnej rovnice
tretieho rádu. Acta F. R. N. Univ. Comen. Math. 2 (1957), 219–228.

• M. Greguš, O některých vlastnostech řešenı́ lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice 3. řádu. (Kandi-
dátská práce, schválena 14. 6. 1957)

• M. Ráb, Poznámka k otázce o oscilačnı́ch vlastnostech řešenı́ diferenciálnı́ rovnice y′′ +
A(x)y = 0. Čas. pěst. mat. 82 (1957), 342–348.

• M. Ráb, Oscilačnı́ a asymptotické vlastnosti integrálů lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice 3. řádu.
(Kandidátská práce, schválena 27. 11. 1957)
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• M. Šeda, Transformácia integrálov obyčajných lineárnych diferenciálnych rovnı́c 2. rádu
v komplexnom obore. Acta F. R. N. Univ. Comen. 5–6, Math. (1957), 229–254.

• V. Šeda, Transformácia integrálov obyčajných lineárnych diferenciálnych rovnı́c 2. rádu
v komplexnom obore. (Kandidátská práce, schválena 18. 12. 1957)

• M. Švec, Sur une propriété des intégrales de l‘équation y(n) +Q(x)y = 0, n = 3, 4. Czech.
Math. J. 77 (82), 1957, 450–461.

• M. Švec, O niektorých vlastnostiach integrálov diferenciálnych rovnı́c typu y(n) +Q(xy) =
Q′′. (Kandidátská práce, schválena 27. 11. 1957)

• M. Zlámal, Über die Differentialgleichung ẏ+y = ÿ2. Czech. Math. J. 7 (82) (1957), 26–40.

Poznámka:

V tomto roce se O. Borůvka zúčastnil matematického sjezdu v Berlı́ně a konference Spolku
německých matematiků v Drážd’anech.

Matematický sjezd v Berlı́ně se konal 21. 3. 1957 při přı́ležitosti 250. výročı́ narozenı́ L. Eulera.
O. Borůvka, jež byl jediným delegátem z Československa, přednášel na téma Matyáš Lerch jako
pokračovatel klasiků v theorii funkce gamma.

Konference Spolku německých matematiků (DMV) se konala ve dnech 9. – 14. zářı́ a z Čes-
koslovenska se jı́ zúčastnilo šest delegátů. O. Borůvka zde proslovil přı́spěvek týkajı́cı́ se řad
rozkladů na množinách a jejich aplikacı́ Über Reihen von Zerlegungen auf Mengen und einige
Anwendungen derselben.

4.8 Činnost semináře v roce 1958

I. pololetı́ 1958:

V I. pololetı́ bylo vykonáno 5 schůzı́ semináře (18. 3., 1. 4., 15. 4., 6. 5., 23. 5.), jichž se
průměrně zúčastňovalo 13 členů.

Schůze byly věnovány podánı́ přehledu o nových výsledcı́ch v oboru obyčejných lineárnı́ch
diferenciálnı́ch rovnic, kterých v poslednı́ době docı́lili účastnı́ci semináře. Výsledky se týkajı́
rovnic n-tého řádu a oscilačnı́ch vlastnostı́ rovnic 2. a 3. řádu. Přednášeli:

M. Greguš (18. 3.) o vlastnostech řešenı́ lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice 3. řádu y′′′+ 2A(x)y′+
(A′(x) + b(x))y = 0 v přı́padě A(x) < 0.

Z. Hustý (1. 4. a 15. 4.) o lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnicı́ch n-tého řádu. Vyložil pojmy
lineárnı́ch invariantů, iterované rovnice a iterovaných semiinvariantů rovnice n-tého řádu

y(n) +
n∑

i=2

(
n

i

)
Ai(x)y(n−i) = 0,

uvedl jejich vzájemné souvislosti a oscilačnı́ vlastnosti integrálů iterované rovnice.
M. Ráb (6. 5. a 23. 5.) o kritériı́ch pro oscilaci integrálů rovnice [p(x)y′]′ + q(x)y = 0.
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II. pololetı́ 1958:

Ve II. pololetı́ byly vykonány 3 schůze semináře (11. 11., 9. 12., 17. 12.), jichž se průměrně
zúčastňovalo 17 členů.

V seminářı́ch konaných ve dnech 11. 11. a 9. 12. přednášel M. Zlámal o svých výsledcı́ch
o smı́šeném problému pro hyperbolické rovnice s malým parametrem.

Dne 17. 12. přednášel J. Kurzweil z MÚ ČSAV v Praze o své teorii zobecněných diferenciál-
nı́ch rovnic. Nastı́nil také některé problémy v souvislosti s dřı́vějšı́mi výsledky docı́lenými v teorii
dispersı́.

Publikačnı́ činnost členů semináře:

• E. Barvı́nek, O svo$istve zamenitel�nosti dispersi$i i rexeni$i differen-
cial�nogo uravneni�

√
(|X ′|)(1/

√
|X ′|)′′ + q(X)X ′ 2 = Q(t). Publ. Fac. Sci. Univ.

Masaryk, Brno, No 393 (1958), 141–155.
• L. Frank, O diferenciálnı́ rovnici y′′ = Q(x)y, jejı́ž integrály majı́ ekvidistantnı́ nulové body.

Sbornı́k VUT v Brně, 1958, 91–96.
• M. Greguš, Poznámka k oscilatorickým vlastnostiam riešenı́ lineárnej diferenciálnej rovnice

tretieho rádu. Acta F. R. N. Univ. Comen. Math. 3 (1958), 23–28.
• Z. Hustý, O některých vlastnostech homogennı́ lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice pátého řádu.

Sbornı́k VŠZ Brno, 1, 1958, 1–20.
• Z. Hustý, Asymptotické vlastnosti integrálů homogennı́ lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice čtvr-

tého řádu. Čas. pěst. mat. 83 (1958), 60–69.
• Z. Hustý, O některých vlastnostech homogennı́ lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice čtvrtého řádu.

Čas. pěst. mat. 83 (1958), 202–213.
• Z. Hustý, Kolebatel�nye svo$istva odnorodnogo differencial�nogo uravneni�
qetvertogo por�dka. Czech. Math. J. 8 (83) (1958), 62–75.

• M. Ráb, Über lineare Perturbation eines Systems von linearen Differentialgleichungen.
Czech. Math. J. 8 (83) (1958), 222–229.

• M. Ráb, Asymptotische Eigenschaften der Lösungen der Differentialgleichung y′′+A(x)y =
0. Czech. Math. J. 8 (83) (1958), 513–519.

• M. Ráb, O diferenciálnı́ rovnici y′′′ + 2A(x)y′ + [A′(x) +w(x)]y = 0. Mat.-fyz. Čas. SAV,
2, 8 (1958), 115–122.

• M. Švec, Sur le comportement asymptotique des intégrales de l‘équation y(4) + q(x)y = 0.
Czech. Math. J. 8 (83), 1958, 243–244.

4.9 Činnost semináře v roce 1959

I. pololetı́ 1959:

V I. pololetı́ bylo vykonáno 5 schůzı́ semináře (7. 4., 21. 4., 5. 5., 16. 6., 30. 6.), jichž se
průměrně zúčastňovalo 14 členů.
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V seminářı́ch konaných ve dnech 7. 4. a 21. 4. přenášel J. Chrastina o geometrických meto-
dách v teorii dispersı́. Zabýval se otázkou určenı́ všech lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic 2. řádu
y′′ = q(t)y (−∞ < t <∞) se splývajı́cı́mi centrálnı́mi dispersemi 3. a 4. druhu.

V ostatnı́ch seminářı́ch přednášel O. Borůvka na téma Úplné transformace lineárnı́ch diferen-
ciálnı́ch rovnic 2. řádu.

Zabýval jsem se tzv. úplnými transformacemi dif. lin. rovnic 2. řádu:

(a) y′′ = q(t)y, Y ′′ = Q(T )Y (A)

při čemž q, Q značı́ spojité funkce v nějakých otevřených intervalech j = (a, b), J = (A,B).
V podstatě jde o tento problém: Majı́ se nalézt nutné a dostatečné podmı́nky, aby nelineárnı́ dif.
rovnice 3. řádu:

(b) − {X, t}+Q(X)X ′ 2 = q(t), −{x, T}+Q(x)ẋ2 = Q(T ) (B)

měly úplná řešenı́ a v přı́padě, že tyto podmı́nky jsou splněny, majı́ se všechny úplné řešenı́ určit.
Úplným řešenı́m dif. rovnice (b) nebo (B) se rozumı́ řešenı́ definované v intervalu j popř. J a zob-
razujı́cı́ tento interval na interval J popř. j. Přı́pravu k řešenı́ tohoto problému jsem zčásti provedl
již v letech 1956 a 1957. Letos jsem řešenı́ ukončil, při čemž jsem se omezil na obecný přı́pad,
tj. na rovnice (a), (A) konečného typu s konjugovanými body. Výsledky svých úvah jsem předložil
v květnu t. r. k uveřejněnı́ v časopisu Ann. di mat. pura ed appl. v slavnostnı́m svazku věnovaném
prof. G. Sansoneovi.

II. pololetı́ 1959:

Ve II. pololetı́ byly vykonány 3 schůze semináře (25. 11., 10. 12., 22. 12.), jichž se průměrně
zúčastňovalo 21 členů.

Ve všech seminářı́ch pokračoval O. Borůvka ve výkladu své teorie úplných transformacı́
lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic 2. řádu.

Nynı́ jsem ukázal, že všechna rostoucı́ a rovněž všechna klesajı́cı́ úplná řešenı́ rovnice (b) pro-
cházejı́ jistými pevnými body a vyplňujı́ obory skládajı́cı́ se z vnitřků několika obdélnı́ků. Množina
všech rostoucı́ch a rovněž klesajı́cı́ch úplných řešenı́ dif. rovnice (b) je ekvivalentnı́ s množinou
všech reálných kladných čı́sel a dá se uvést řada vlastnostı́ zobrazenı́ realisujı́cı́ch tuto ekvivalenci.
To pak vede k četným důsledkům umožňujı́cı́m popis struktury množiny úplných řešenı́ dif. rovnice
(b). V přı́padě, že dif. rovnice (a), (A) splývajı́, tvořı́ úplná řešenı́ dif. rovnice (b) jednoparametric-
kou abelovskou grupu. V těchto úvahách mı́nı́m pokračovat v I. pololetı́ 1960.

Publikačnı́ činnost členů semináře:

Řada spolupracovnı́ků se zabývala tématy z oboru dif. lin. rovnic 2. řádu a vyššı́ch řádů
v reálném a komplexnı́m oboru. Odb. asist. J. Chrastina došel k významným výsledkům týkajı́cı́m
se porovnánı́ dosahu dvou velmi obecných kriteriı́ jednoznačnosti dif. rovnice y′ = f(x, y) (jedno
z nich je obecné kriterium Kamkeovo, které se ukazuje jako slabšı́).
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• E. Barvı́nek, Aplikace teorie transformacı́ diferenciálnı́ch rovnic 2. řádu. (Kandidátská
práce, schválena 18. 2. 1959)

• L. Frank, Přı́spěvek k otázce jednoznačnosti řešenı́ diferenciálnı́ rovnice y′ = f(x, y).
Sbornı́k VUT v Brně, 1959, 31–35.

• M. Greguš, Poznámka o disperziách a transformáciách diferenciálnej rovnice tretieho rádu.
Acta F. R. N. Univ. Comen. Math. 4 (1959), 205–211.

• M. Greguš, Oscillatorische Eigenschaften der Lösungen der linearen Differentialgleichung
dritter Ordnung y′′′ + 2Ay′ + (A′ + b)y = 0, wo A = A(x) ≤ 0 ist. Czech. Math. J. 84
(1959), 416–428.

• Z. Hustý, Homogennı́ lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice vyššı́ch řádů. (Kandidátská práce, schvá-
lena 18. 2. 1959)

• Z. Hustý, O ekvivalenci a iteraci homogennı́ch lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic. Čas. pěst.
mat. 84 (1959), 475–476.

• Z. Hustý, Některé vlastnosti homogennı́ lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice n-tého řádu. Čas. pěst.
mat. 84 (1959), 476–478.

• M. Laitoch, O ortogonalitě řešenı́ lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice druhého řádu y′′ = q(x)y.
Sbornı́k Vys. školy Pedagog. Olomouc, VI, 3 (1959), 7–22.

• M. Ráb, Kriterien für die Oscillation der Lösungen der Differentialgleichung [p(x)y′]′ +
q(x)y = 0. Čas. pěst. mat. 84 (1959), 335–370.

• S. Šantavá, Transformace integrálů systému dvou diferenciálnı́ch lineárnı́ch rovnic 1. řádu.
Sbor. Voj. Akad. A. Z. Brno, 8 (50) (1959), 3–14.

• V. Šeda, O niektorých vlastnostiach riešenı́ diferenciálnej rovnice y′′ = Q(x)y, Q(x) 6= 0
je celá funkcia. Acta. F. R. N. Univ. Comenianae, Mathematica, 1959, 223–253.

Poznámka:

O. Borůvka se zúčastnil jako delegát ČSAV oslav, které upořádala Německá akademie věd
v Berlı́ně na počest J. P. G. Lejeune-Dirichleta a proslovil při této přı́ležitosti přednášku s názvem
Über einige Ergebnisse der Theorie der linearen Differentialtransformationen 2. Ordnung (viz
7. kapitola Zahraničnı́ cesty a mezinárodnı́ konference).

4.10 Činnost semináře v roce 1960

I. pololetı́ 1960:

V I. pololetı́ bylo vykonáno 5 schůzı́ semináře (6. 4., 20. 4., 4. 5., 16. 5., 30. 5.), jichž se
průměrně zúčastňovalo 16 členů.

V prvnı́m semináři dokončil O. Borůvka přednášky o teorii úplných transformacı́ lineárnı́ch
diferenciálnı́ch rovnic 2. řádu. Navázal na výsledky, které byly probrány ve II. pololetı́ 1959.
V nich šlo o úplné transformace rovnic

(a) y′′ = q(t)y, Y ′′ = Q(T )Y (A)

za předpokladu, že rovnice (a), (A) jsou konečného typu (m), m ≥ 2, obecného druhu.
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Nynı́ jsem popsal strukturu množiny M všech úplných rostoucı́ch (klesajı́cı́ch) řešenı́ dif.
rovnice (b):

−{X, t}+Q(X)X ′ 2 = q(t). (b)

Zejména jsem ukázal, že v množině M existujı́ spočetné husté podmnožiny M?, které se v přı́padě
ohraničenosti integrálů dif. rovnic (a), (A) vyznačujı́ tı́m, že každé úplné řešenı́X ∈ M se dá s libo-
volnou přesnostı́ stejnoměrně aproximovat vhodným rostoucı́m (klesajı́cı́m) řešenı́m z množiny M?.

V dalšı́ch seminářı́ch přednášeli o svých výsledcı́ch tito členové:
M. Ráb (20. 4.) o asymptotických vzorcı́ch pro řešenı́ rovnice y′′ + q(x)y = 0.
J. Chrastina (4. 5.) o vzájemném vztahu obecných kritériı́ K (Kamke) a B (Borůvka) pro lokálnı́

jednoznačnost řešenı́ diferenciálnı́ rovnice y′ = f(x, y).
V. Šeda (16. 5.) o nulových bodech řešenı́ rovnice v′′ = G(z)v v komplexnı́m oboru.
M. Švec (30. 5.) o asymptotických vzorcı́ch pro řešenı́ diferenciálnı́ch rovnic 3. a 4. řádu.

II. pololetı́ 1960:

Ve II. pololetı́ se v souvislosti s reorganizacı́ vědeckovýzkumných úkolů v oboru matematiky
na léta 1961 – 1965 schůze semináře nekonaly.

Publikačnı́ činnost členů semináře:

• O. Borůvka, Sur les transformations différentielles linéaires complètes du second ordre.
Ann. Mat. Pura Appl., XLIX, 1960, 229–252.

• J. Chrastina, Speciálnı́ vlastnosti integrálnı́ch křivek některých diferenciálnı́ch rovnic. (Kan-
didátská práce, schválena 24. 10. 1960)

• M. Laitoch, O preobrazovani�h rexeni$i line$inyh differencial�nyh uravneni$i.
Czech. Math. J. 10 (85) (1960), 258–270.

• M. Laitoch, Über die Nullstellenanzahl der Lösungen der Differentialgleichung y′′ = Q(t)y.
Acta. Univ. Palackianae Olomucensis, 3 (1960), 5–9.

• M. Laitoch, K probleme ortogonal�nyh sistem funkci$i s vesom. Acta Univ.
Palackianae Olomucensis, 3 (1960), 11–28.

• J. Mařı́k, M. Ráb, Asymptotische Eigenschaften von Lösungen der Differentialgleichung
y′′ = A(x)y im nichtoszillatorischen Fall. Czech. Math. J. 10 (85) (1960), 501–521.

• J. Moravčı́k, Poznámka k transformácii riešenı́ lineárnych diferenciálnych rovnı́c. Acta
F. R. N. Univ. Comenianae, Math. 6, 1960, 327–339.

• M. Ráb, O jistém zobecněnı́ Sansonovy věty o neoscilaci integrálů diferenciálnı́ rovnice
y′′′ + 2A(x)y′ + [A′(x) + w(x)]y = 0. Mat.-fyz. Čas. 1, 10 (1960), 3–8.

• S. Šantavá – Krohová, Transformace integrálů systémů dvou lineárnı́ch diferenciálnı́ch
rovnic 1. řádu. (Kandidátská práce, schválena 24. 10. 1960)
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Poznámka:

V srpnu 1960 se O. Borůvka zúčastnil II. Mad’arského matematického sjezdu v Budapešti a
v listopadu 1960 oslav 150. výročı́ založenı́ Humboldtovy univerzity a 250. výročı́ založenı́ Charité
v Berlı́ně.

V Budapešti proslovil přednášku s názvem Neuere Ergebnisse auf dem Gebiet der linearen Dif-
ferentialgleichungen 2. Ordnung a v Berlı́ně na matematickém sjezdu, jenž se konal v rámci výše
zmı́něných oslav proslovil přednášku Über die Bedeutung und Anwendungen von Zerlegungen in
Mengen in der Gruppoid- und Gruppentheorie (viz 7. kapitola Zahraničnı́ cesty a mezinárodnı́
konference).

5 O vzniku transformačnı́ teorie (do roku 1960)

V úvodu celé práce jsme se zmı́nili o tom, že koncem války se mezi matematiky začı́naly vést
diskuse o zaměřenı́ a vývoji vědecké práce po válce. Těmito otázkami se zabývala předevšı́m sku-
pina pražských matematiků kolem F. Vyčichla, za nimiž se koncem války vypravil i O. Borůvka.
Citujme jeho vlastnı́ úvahy z [B17]:

Tehdy nebyla vědecká činnost žádným způsobem řı́zena, odpovědnost za svou práci nesl každý
profesor osobně, a já jsem neměl dobrý přehled o tom, jak to vcelku u nás vypadá a v jakém směru
by měla vědecká práce v matematice u nás pokračovat.

Poznamenejme, že před válkou se O. Borůvka zabýval kromě prvnı́ch pracı́ z matematické
analýzy a práce z teorie grafů hlavně diferenciálnı́ geometriı́ a později algebrou, teoriı́ grup a
grupoidů. Je možné, že mu tato témata připadala z jeho pohledu již vyčerpaná. K tomu jistě při-
spělo i to, že v oblasti algebry působil V. Kořı́nek, který sepisoval rozsáhlé Základy algebry a
diferenciálnı́ geometrie měla také svého představitele, jı́mž byl Václav Hlavatý. I některá dalšı́
témata byla zastoupena významnými matematiky jako byli V. Jarnı́k, E. Čech, M. Kössler nebo
M. Katětov. A tak O. Borůvka hledal nové téma svého budoucı́ho vědeckého bádánı́.

Mluvil jsem hlavně s profesorem, tehdy snad ještě docentem – to si nevzpomı́nám – Františkem
Vyčichlem, kterého jsem si velice vážil. Věc jsme dokonale probrali a došli jsme zejména k závěru,
že je naprosto nutné, aby se u nás začala pěstovat teorie diferenciálnı́ch rovnic, která je důležitá
po stránce aplikačnı́ a která u nás byla před válkou dost zanedbávána. [B17]

V části Pedagogická činnost byla hlavnı́ pozornost věnována činnosti matematického semináře
(pro studenty), nebot’ho lze považovat za prvopočátek semináře pro studium diferenciálnı́ch rovnic.

Ve školnı́m roce 1945/46 byla v tomto v semináři (pro studenty) probı́rána teorie grup podle
knihy O. Borůvky Úvod do teorie grup. Ve školnı́m roce 1946/47 zde byly probı́rány vybrané statě
z teorie diferenciálnı́ch rovnic. V každém z těchto seminářů referoval některý z posluchačů na
zadané téma, jı́mž byla nejčastěji určitá část z pracı́ E. Kamkeho, G. Sansoneho nebo F. Montela.
V roce 1947/48 byla probı́rána opět teorie grup a v roce 1948/49 teorie diferenciálnı́ch rovnic.

Od počátku školnı́ho roku 1948/49 začaly svoji činnost pod vedenı́m O. Borůvky semináře
sekce pro klasickou analýzu zaměřené výhradně na studium diferenciálnı́ch rovnic.
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Který rok tedy lze považovat za rok vzniku semináře pro studium diferenciálnı́ch rovnic?
Školnı́ rok 1946/47 nebo školnı́ rok 1948/49?

Prvnı́ varianta, školnı́ rok 1946/47, vycházı́ z činnosti semináře pro studenty. K nı́ se přiklánı́
autoři většiny jubilejnı́ch článků o O. Borůvkovi, kteřı́ udávajı́ vznik semináře v roce 1946, napřı́-
klad [A1], [A12], [A19] nebo [A25]. Zřejmě za nejdůležitějšı́ z nich lze považovat článek [A1],
nebot’většina ostatnı́ch se na něj odkazuje. Velmi pádným důvodem přikloněnı́ se k této variantě
je však vlastnı́ názor O. Borůvky. Ten ve svých přednáškách [B3] a [B4] uvádı́:

... Seminář pro studium diferenciálnı́ch rovnic, který vedu sám od roku 1947, ...

Druhá varianta, rok 1948/49, vycházı́ až z činnosti semináře sekce pro klasickou analýzu.
K této možnosti se přiklánı́ napřı́klad M. Novotný v [A14].

Z výše zmı́něných důvodů budeme v této práci za rok vzniku semináře považovat školnı́ rok
1946/47.

V roce 1951 plnili členové semináře v čele s O. Borůvkou výzkumný úkol Studium obtı́žněj-
šı́ch kapitol o diferenciálnı́ch rovnicı́ch7 a v letech 1952 – 1960 vědecko-výzkumný úkol Studium
speciálnı́ch vlastnostı́ diferenciálnı́ch rovnic obyčejných se zřetelem k aplikacı́m.8

Práce na zmı́něných úkolech probı́hala formou pracovnı́ch seminárnı́ch schůzı́, jichž se konalo
přibližně 10 ročně a jichž se pravidelně zúčastňovali matematikové z vysokých škol brněnských
i mimobrněnských.

V prvnı́ch letech byla činnost semináře pro studium diferenciálnı́ch rovnic věnována spı́še
přı́pravě vědecké a výzkumné práce a formulaci problémů než vlastnı́mu badatelskému úsilı́.

Citujme část přednášky s názvem O vývoji pracı́ v oboru diferenciálnı́ch rovnic na zdejšı́
fakultě [B6], kterou O. Borůvka proslovil na sjezdu absolventů fakulty dne 20. 11. 1959.

V té době jsme studovali hlavně Perronovy práce o průběhu integrálnı́ch křivek diferenciálnı́ch
rovnic 1. řádu y′ = f(x, y) v okolı́ singulárnı́ch bodů, práce téhož autora o asymptotických vlast-
nostech integrálů systémů diferenciálnı́ch lineárnı́ch rovnic a též spisy jiných autorů o rozmanitých
tématech vyžadujı́cı́ch hlubšı́ch znalostı́ o dif. rovnicı́ch. Chtěl bych zdůraznit, že mám na mysli
obyčejné diferenciálnı́ rovnice v reálném oboru.

V průběhu tohoto studia jsme byli vedeni k lineárnı́m diferenciálnı́m rovnicı́m vyššı́ch řádů,
zejména k rovnicı́m druhého řádu. Je s podivem, že právě teorie diferenciálnı́ch lineárnı́ch rovnic
n-tého řádu jakoby byla přeskočena při bouřlivém rozvoji modernı́ matematiky. Třebaže jde o úsek
oboru diferenciálnı́ch rovnic, který v hlavnı́ch rysech byl vypracován již v prvnı́ polovině minulého
stoletı́ a jı́mž se zabývala – ovšem tehdy v komplexnı́m oboru – řada klasiků a jejich pokračovatelů,
jmenuji na př. Eulera, Gausse, Laplacea, Kummera, Jacobiho, Sturma – přinesl pozdějšı́ vývoj
v tomto směru nové poznatky v podstatě jenom v přı́padě lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic 2. řádu.

7Tento úkol, jež byl vyhlášen v rámci pracovnı́ho plánu ÚÚM, byl v průběhu roku 1951 převzat Ministerstvem
školstvı́, věd a uměnı́.

8Jedná se o dlouhodobý vědecko-výzkumný úkol z matematiky, zařazený do resortnı́ho plánu Ministerstva školstvı́
a kultury. V rámci reorganizace vědecko-výzkumných úkolů na léta 1961–65 v souvislosti se zařazenı́m matematiky do
státnı́ho plánu vědecko-výzkumných pracı́ v III. pětiletce, byl úkol pro přı́štı́ léta z resortnı́ho plánu MŠK vyčleněn a
dalšı́ práce v tomto směru byly od 1. 1. 1961 pojaty do státnı́ho plánu výzkumu. Vzhledem k tomu byl zmı́něný resortnı́
úkol ke dni 31. 12. 1960 ukončen.
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Všimneme-li si dif. lineárnı́ch rovnic 2. řádu, vidı́me, že majı́ důležité aplikace v otázkách fyzikálnı́ch
a technických. Od nejjednoduššı́ch úloh klasické mechaniky, jako je analysa harmonického pohybu,
k mnohem složitějšı́m otázkám týkajı́cı́m se na př. vedenı́ tepla, chvěnı́ tyčı́ a membrán nebo
v problémech nebeské mechaniky, setkáváme se s těmito dif. rovnicemi zpravidla jako s ústřednı́mi
mı́sty obsahujı́cı́mi odpověd’ na dané otázky. K tomu přistupuje, že teorie dif. lineárnı́ch rovnic
2. řádu je ovládána nevelkým počtem jednoduchých theorémů, takže jest jednoduchá a průhledná
a přitom obsahově bohatá. Je přirozené, že při studiu theorie dif. lineárnı́ch rovnic n-tého řádu
majı́ dif. lineárnı́ rovnice 2. řádu důležitý význam jakožto nejjednoduššı́ vzor. Těmito úvahami
jsme dospěli k tomu, že jsme v pozdějšı́ fázi činnosti našeho semináře, asi od roku 1952, zaměřili
pozornost předevšı́m k dif. lineárnı́m rovnicı́m 2. řádu a pak k lineárnı́m rovnicı́m vyššı́ch řádů
s konečným cı́lem definitivně vybudovat jejich theorii.

. . .

Naši vlastnı́ výzkumnou práci o dif. lineárnı́ch rovnicı́ch jsme ve zmı́něném semináři zahájili
tı́m, že jsem přednesl referát o svém obsáhlém pojednánı́ týkajı́cı́m se t.zv. dispersı́ dif. lineárnı́ch
rovnic 2. řádu a položil jsem řadu problémů vztahujı́cı́ch se k pojmům, jež jsem v této theorii zavedl.
Theorie dispersı́ popisuje vlastnosti nulových bodů neboli kořenů integrálů a jejich derivacı́ dif.
lineárnı́ch rovnic 2. řádu

y′′ = Q(t)y. (a)

Tato problematika byla už od dob Sturmových velmi často studovaná. Známé výsledky v tomto
směru mne však neuspokojovaly proto, že nevyrůstaly ze širokých metodických principů a proto
byly většinou vı́c nebo méně isolované.

Základnı́m předpokladem theorie dispersı́ je to, že funkce Q je v intervalu (−∞,∞) stále
záporná a že integrály dif. rovnice (a) oscilujı́. Poznal jsem, že v této situaci lze definovat spočetné
systémy jistých funkcı́ ϕn(t), ψn(t), χn(t), ωn(t) (n = 0,±1,±2, . . . ), které nazývám centrálnı́
disperse 1., 2., 3. a 4. druhu. „Disperse“ proto, že popisujı́ rozloženı́ neboli rozptyl kořenů
integrálů a jejich derivacı́ dif. rovnice (a); přı́vlastek „centrálnı́“ má hlubšı́ význam. Hlavnı́
úspěch theorie dispersı́ je dán tı́m, že zmı́něné funkce jsou přı́stupné široké a hluboké analyse a
jejich vlastnosti se dajı́ vyjádřit elegantnı́mi vzorci. Zmı́nı́m se zde stručně jenom o centrálnı́ch
dispersı́ch 1. druhu. Budiž t libovolné čı́slo a z(t) nenulový integrál dif. rovnice (a), majı́cı́ v čı́sle
t kořen, takže z(t) = 0. Označmeϕn(t) po př.ϕ−n(t) n-tý kořen funkce z, který následuje po bodu
t po př. předcházı́ bodu t; n = 1, 2, 3, . . . ;ϕ0(t) = t. Takový kořen vždycky existuje vzhledem
k předpokladu, že integrály dif. rovnice (a) oscilujı́. Funkceϕn(t) se nazývá n-tá centrálnı́ disperse
1. druhu.

. . .

Ukazuje se, že centrálnı́ disperse ϕn(t) splňujı́ dif. nelineárnı́ rovnici 3. řádu

−1
2
X ′′′

X ′ +
3
4
X ′′ 2

X ′ 2 +Q(X)X ′ 2 = Q(t). (b)

A právě podrobná analysa této dif. rovnice, zejména theorém o existenci a jednoznačnosti jejı́ch
řešenı́, úvahy o algebraické struktuře systémů těchto řešenı́ a s tı́m souvisı́cı́ otázky, které se týkajı́
geometrické konstrukce zmı́něných řešenı́ tvořı́ hlavnı́ náplň oné části theorie dispersı́, která se
vztahuje na disperse 1. druhu.
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Vložme nynı́ citaci části přednášky Nové výsledky v teorii diferenciálnı́ch rovnic [B2] z roku
1954, kde O. Borůvka sám hodnotı́ přı́nos teorie dispersı́.

Přı́nos je v tom, že se objevuje úzká souvislost mezi d. lineárnı́mi rovnicemi 2. řádu a theoriı́
spojitých grup; dále v tom, že se popisujı́ nové vlastnosti integrálů těchto d. rovnic, které se dajı́
vyjádřit jednoduchými a elegantnı́mi vzorci; a konečně v tom, že se v této souvislosti ukazujı́ nové
problémy, které se zejména týkajı́ d. rovnic řádů vyššı́ch, a současně se naznačujı́ cesty vedoucı́
k jejich řešenı́. Pokud jde o aplikace, theorie dispersı́ již umožnila podstatné zjednodušenı́ kla-
sických úvah o Sturmových d. systémech, vedla k objevu nových vlastnostı́ integrálů d. lineárnı́ch
rovnic 4. řádu a k novým výsledkům v mechanice, a ukazuje dalšı́ možnosti v některých theoriı́ch,
které souvisı́ s klasickou Floquetovou theoriı́, d. rovnicı́ Hillovou, Mathieuovými funkcemi aj.

Vrat’me se nynı́ zpět k citaci z přednášky [B6] z roku 1959:

Těmito úvahami jsem byl veden ke studiu transformacı́ řešenı́ dvou dif. lineárnı́ch rovnic
2. řádu:

(a) y′′ = q(t)y, Y ′′ = Q(T )Y. (A)

Východiskem k těmto úvahám je transformačnı́ problém, který poprvé formuloval v r. 1834
proslulý německý matematik E. E. Kummer: Majı́ se najı́t ke každému řešenı́ Y dif. rovnice (A)
dvě funkce w(t), X(t) tak, aby funkce y, vyjádřená vzorcem

y(t) = w(t)Y [X(t)]

byla řešenı́m dif. rovnice (a).
Vidı́me, že v tomto problému jde o vzájemnou transformaci integrálů y, Y rovnic (a), (A), čili,

stručně řešeno, o transformaci dif. rovnic (a), (A). Již Kummer ukázal, že tento transformačnı́
problém vede k dif. nelineárnı́ rovnici 3. řádu

−1
2
X ′′′

X ′ +
3
4
X ′′ 2

X ′ 2 +Q(X)X ′ 2 = q(t), (b)

která, jak vidı́me, přecházı́ v dif. rovnici (b), když q(t) = Q(t), t.j. když obě dif. rovnice (a), (A)
splynou v jedinou a problém se redukuje na vzájemnou transformaci integrálů téže dif. rovnice (a).

Zkušenosti, které jsem zı́skal v theorii dispersı́ umožnily podrobnou analysu dif. rovnice (b),
kterážto dif. rovnice má pro theorii transformacı́ dif. lineárnı́ch rovnic 2. řádu podobný význam
jako dif. rovnice (b) v theorii dispersı́.

O významu transformačnı́ teorie a výsledcı́ch, které byly nalezeny v souvislosti s teoriı́ dispersı́
a transformacı́, citujme ze zprávy o ukončenı́ resortnı́ho úkolu Ma-6:

Je přirozené, že teorie dif. lineárnı́ch rovnic 2. řádu je pro tyto dif. rovnice důležitá, nebot’
v konkrétnı́ch přı́padech umožňuje převést studium vlastnostı́ integrálů dané a často složité dif. li-
neárnı́ rovnice 2. řádu na dif. rovnice jako jsou y′′ = 0 nebo y′′ = −y. Nemohu zde ovšem zacházet
do podrobnostı́, avšak dovolı́m si alespoň heslovitě uvést některé výsledky, které jsme v souvislosti
s výše uvedenými theoriemi nalezli ve spolupráci s jednotlivými členy našeho semináře, zejména též
mimobrněnskými: Nový způsob řešenı́ okrajového problému 2. řádu, řešenı́ některých okrajových
problémů vyššı́ch řádů, rozšı́řenı́ Floquetovy teorie na dif. rovnice s neperiodickými koeficienty,
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nové výsledky o Abelově funkčnı́ rovnici F [ϕ(t)]−F (t) = 1, nové vlastnosti integrálů dif. lineár-
nı́ch rovnic 3., 4. a 5. řádů, zejména úplná teorie rovnic 3. řádu, kanonické tvary rovnic vyššı́ch
řádů, rozšı́řenı́ teorie dispersı́ a teorie transformacı́ na systémy dvou dif. lineárnı́ch rovnic 1. řádu,
aj. Zejména se obě teorie ukázaly účinnými při řešenı́ otázek, v nichž jsou předepsány jisté vlast-
nosti integrálů a hledajı́ se všechny dif. lineárnı́ rovnice 2. řádu, jejichž integrály je majı́. V tomto
směru byly např. určeny všechny dif. lineárnı́ rovnice 2. řádu s ekvidistantnı́mi kořeny integrálů,
rovnice s danými centrálnı́mi dispersemi 1. druhu, rovnice se splývajı́cı́mi centrálnı́mi dispersemi
3. a 4. druhu, aj.

. . .

Vedle studia dif. rovnic lineárnı́ch věnoval jsem v semináři pozornost i rovnicı́m nelineárnı́m.
V tomto směru jsem našel velmi obecné a současně účinné kriterium pro jednoznačnost integrálů
dif. rovnice y′ = f(x, y) (nebo systému, značı́-li y a f vektory), které zahrnuje řadu známých
kritériı́, jako podmı́nku Montelovu, Peanovu, Bompianiovu a Nagumovu a dalšı́ kriteria zcela
nového typu. Také tato práce byla v semináři předmětem podrobného a hlubokého studia a vedla
k pozoruhodným výsledkům objasňujı́cı́m vztah zmı́něného kriteria k obecnému kriteriu Kamkeovu.

Lze řı́ci, že rokem 1960 ukončil O. Borůvka prvnı́, nejzávažnějšı́ etapu výzkumu a položil
základy nové teorii dispersı́ a transformacı́. V pozdějšı́ch letech tuto teorii neustále rozšiřoval a
prohluboval, obohacoval o algebraické a geometrické pohledy, nacházel nové aplikace a přenášel
ji na rovnice vyššı́ch řádů. Vytvořil přitom obrovskou základnu, na nı́ž stavěli a nové výsledky
nacházeli jeho mladšı́ kolegové a spolupracovnı́ci z celé republiky. O tom, že si O. Borůvka byl
tohoto přı́nosu pro mladou matematickou generaci plně vědom, svědčı́ následujı́cı́ citace ze zprávy
o ukončenı́ resortnı́ho úkolu Ma-6:

Velký úspěch vyplynuvšı́ z plněnı́ zmı́něného úkolu vidı́m v tom, že řada mladšı́ch pracovnı́ků
byla uvedena do vážné vědecké práce a zı́skala pevný a široký základ pro dalšı́ vlastnı́ vědecké
výzkumy. Práce v semináři vedly u řady jeho členů k dosaženı́ hodnosti kandidáta věd fyzikálně-
matematických 9 a v některých přı́padech k habilitaci, právě na základě výsledků z okruhu problémů
probı́raných v semináři (docenti: M. Švec, M. Greguš, Z. Hustý, M. Laitoch; odb. asistenti: V. Šeda,
M. Ráb, E. Barvı́nek, J. Chrastina, S. Šantavá-Krohová). Někteřı́ z těchto pracovnı́ků zakládajı́ již
vlastnı́ vědecké kroužky, v nichž dále rozvı́jejı́ docı́lené výsledky.

O. Borůvka sám na základě dosažených výsledků slavil mnohé úspěchy a dostalo se mu
mnohých významných oceněnı́ a poct. Z těch nejvýznamnějšı́ch jmenujme Eulerovu medaili
Německé akademie věd v Berlı́ně roku 1957, Státnı́ cenu Klementa Gottwalda roku 1959 a
Eulerovu medaili AV SSSR roku 1960.

O výsledcı́ch docı́lených v rámci plněnı́ uvedeného úkolu Ma-6 přednášel na řadě matema-
tických sjezdů u nás (1955) a v cizině (Varšava 1953, Bukurešt’1956, Vı́deň 1956, Berlı́n 1959,
Budapešt’1960) a mimo to v roce 1955 konal přednášky na univerzitách v Krakově, Vratislavi a
Varšavě. Vı́ce o tom pojednává 7. kapitola Zahraničnı́ cesty a mezinárodnı́ konference.

9Soupis všech disertačnı́ch pracı́ k dosaženı́ doktorátu, disertačnı́ch pracı́ kandidátů věd a doktorů věd, jež se týkaly
diferenciálnı́ch rovnic a byly obhájeny na brněnské univerzitě od jejı́ho založenı́ do roku 1967 je uveden v Přı́loze 3.
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Ukončeme toto shrnutı́ vývoje transformačnı́ teorie do roku 1960 citacı́ z dopisu M. Greguše
O. Borůvkovi ze 17. listopadu 1958:

Váž. pán profesor,
v prı́lohe Vám posielam stručný popis Vašich disperziı́ a transformáciı́ v aplikáciach na naše

výsledky, presnějšie v našich výsledkoch. Viete vec sa má tak, že Vaše práce boli nielen výdatnou
a podstatnou pomôckou pri dôkazoch určitých viet, hlavne okrajových úloh, ale čo je najdôležitej-
šie inšpirovali celý kolektiv ako brnenských tak aj bratislavských matematikov k hlbšiemu štúdiu
problematiky lineárnych rovnı́c a boli výstižným prı́kladom štúdia problematiky, ktorá sa naoko
nezdala problematikou, alebo sa problémy nevideli. Možno som to poriadne nevystihol čo chcem
povedat’, avšak pri štúdiu lineárnych dif. rovnı́c sa vždy bude vychádzat’z Vašich výsledkov hlavne
u rovnı́c vyššı́ch rádov, kde sa nutne prichádza k zväzkom riešenı́ a ku skúmaniu ich vlastnostı́.

6 Seminář v letech 1961 – 1966

Státnı́ plán vědeckovýzkumných pracı́ na léta 1961 – 1965, jenž byl součástı́ státnı́ho plánu rozvoje
národnı́ho hospodářstvı́ na totéž obdobı́, obsahoval 16 komplexnı́ch úkolů. Komplexnı́ úkoly se
dělily na stěžejnı́ výzkumné úkoly a každý stěžejnı́ úkol byl členěn na hlavnı́ problémy. Práce na
hlavnı́m problému se zúčastňovalo zpravidla vı́ce vědeckovýzkumných pracovišt’. Každé z těchto
pracovišt’řešilo dı́lčı́ problém.

Výzkum O. Borůvky spadal pod komplexnı́ úkol I. Výzkum matematických metod a fysikálnı́ch
zákonitostı́ k zı́skánı́ podkladů pro nové řešenı́ problémů přı́rodnı́ch a technických věd, pod stěžejnı́
úkol I-1 Matematické metody přı́rodnı́ch a technických věd a hlavnı́ problém I-1-1 Matematická
analýza.10 Dı́lčı́ problém, jenž byl plněn O. Borůvkou, nesl název Teorie diferenciálnı́ch rovnic
obyčejných. (Studium speciálnı́ch vlastnostı́ obyčejných diferenciálnı́ch rovnic hlavně lineárnı́ch
2. řádu se zřetelem k aplikacı́m.) S řešenı́m bylo započato 1. ledna 1961 a hlavnı́m cı́lem bylo
sepsánı́ modernı́ a původnı́ učebnice z oboru obyčejných diferenciálnı́ch rovnic.

V následujı́cı́ch odstavcı́ch si všimneme činnosti semináře v jednotlivých letech 1961 – 1966.
Nebudeme již činnost semináře rozdělovat na I. a II. pololetı́, ani uvádět publikačnı́ činnost členů
semináře. Vzhledem k nedostatku archivnı́ch zdrojů se zaměřı́me pouze na obsahovou náplň se-
mináře a zmı́nı́me se o zahraničnı́ch cestách a přednáškách O. Borůvky.

6.1 Činnost semináře v roce 1961

Bylo vykonáno 5 schůzı́ semináře 20. 6.), jichž se průměrně zúčastňovalo 20 členů.
Ve dvou seminářı́ch přednášeli o svých výsledcı́ch M. Greguš (o některých vlastnostech řešenı́

diferenciálnı́ rovnice y′′′ + 2Ay′ + (A + b)y = 0 (b ≥ 0)) a M. Zlámal (o odhadu chyb při
okrajových problémech druhého a vyššı́ch řádů s použitı́m Greenovy funkce).

V ostatnı́ch seminářı́ch přednášel O. Borůvka. Vyložil přehledný úvod do teorie transformacı́
lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic 2. řádu za účelem uvedenı́ nových členů semináře do této teorie

10Koordinátorem hlavnı́ho problému I-1-1 byl J. Kurzweil z MÚ ČSAV.
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a předvedl aplikaci teorie transformacı́ na určenı́ všech lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic 2. řádu,
které majı́ předepsaný konečný typ s konjugovanými body.

Poznámky:

1. V květnu 1961 vykonal O. Borůvka zahraničnı́ cestu do Pařı́že, kde proslovil v ústavu
Institut Henri Poincaré přednášky na téma Transformations des équations différentielles
linéaires du deuxième ordre, Décompositions dans les ensembles et théorie des groupoides
(viz 7. kapitola Zahraničnı́ cesty a mezinárodnı́ konference).

2. V roce 1961 vyšly Borůvkovy skripta Diferenciálne rovnice (Slovenské pedagogické nakla-
datelstvı́, Bratislava, 1961, 205 str.). Jedná se o původnı́ vysokoškolský učebnı́ text obsahujı́cı́
řadu nových výsledků.

6.2 Činnost semináře v roce 1962

Bylo vykonáno 8 schůzı́ semináře, jichž se průměrně zúčastňovalo 15 členů.
Ve čtyřech seminářı́ch přednášeli o svých výsledcı́ch M. Laitoch (o aplikacı́ch teorie trans-

formacı́ lineárnı́ch rovnic 2. řádu na řešenı́ okrajových problémů), M. Švec (o oscilatorickém
charakteru nehomogennı́ch lineárnı́ch rovnic 2. řádu a aplikaci přı́slušných metod na homogennı́
lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice 4. řádu) a F. Neuman.

O. Borůvka měl čtyři přednášky o vlastnostech množin lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic 2. řádu
majı́cı́ch společnou základnı́ centrálnı́ dispersi 1. druhu.

Docı́lené výsledky prohlubujı́ a značně rozšiřujı́ dosavadnı́ znalosti v oboru dif. lin. rovnic
2. řádu. V oboru teorie množin dif. lin. rovnic 2. řádu se společnou základnı́ centrálnı́ dispersı́
1. druhu je hlavnı́m výsledkem zjištěnı́ účinnosti obecných algebraických metod z teorie grup a
věta, že mohutnost každé takové množiny je vždycky táž, tj. nezávisı́ na volbě základnı́ centrálnı́
disperse 1. druhu, a rovná se mohutnosti kontinua.

Poznámka:

V zářı́ 1962 se O. Borůvka zúčastnil prvnı́ českoslovenké konference o diferenciálnı́ch rovni-
cı́ch a jejich aplikacı́ch s názvem Equadiff, jež se konala v Praze. Proslovil zde přednášku na téma
Transformace diferenciálnı́ch lineárnı́ch rovnic obyčejných druhého řádu.

V řı́jnu a listopadu 1962 proslovil na univerzitách v Greifswaldu, Rostocku a Halle přednášky
s názvy Transformationen gewöhnlicher linearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung a Zer-
legungen in Mengen und algebraische Strukturen (viz 7. kapitola Zahraničnı́ cesty a mezinárodnı́
konference).

6.3 Činnost semináře v roce 1963

Bylo vykonáno 8 schůzı́ semináře, jichž se průměrně zúčastňovalo 16 členů.
V pěti seminářı́ch přednášel o svých výsledcı́ch Z. Hustý (o iterovaných lineárnı́ch diferenci-

álnı́ch rovnicı́ch; asymptotické vzorce pro integrály homogennı́ch lineárnı́ch rovnic n-tého řádu),
ve dvou V. Šeda (o transformacı́ch lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic n-tého řádu) a na jedné schůzi
proslovil O. Borůvka přednášku o fázovém vyjádřenı́ diferenciálnı́ rovnice Y ′′ = q(t)Y .
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Výsledky, kterých bylo v r. 1963 docı́leno, jsou hluboké a týkajı́ se širokých úseků teorie dif.
lineárnı́ch rovnic vyššı́ch řádů a proto je nelze v podrobnostech v této zprávě uvádět. Jde hlavně
o vlastnosti dif. lineárnı́ch (homogennı́ch) rovnic n-tého řádu, které vzniknou (n − 1)-násobnou
iteracı́ dif. rovnic 1. řádu (Z. Hustý), o asymptotické vyjádřenı́ integrálů dif. lineárnı́ rovnicen-tého
řádu (Z. Hustý). Dalšı́ výsledky přinášejı́ rozsáhlou teorii transformacı́ dif. lineárnı́ch rovnicn-tého
řádu; zejména lze pomocı́ výsledků teorie transformacı́ dif. lineárnı́ch rovnic 2. řádu a klasických
výsledků o lineárnı́ch invariantech odvodit nutnou a dostatečnou podmı́nku pro ekvivalenci dvou
dif. lineárnı́ch rovnic n-tého řádu v polokanonickém tvaru (V. Šeda). Rovněž široce založené jsou
úvahy týkajı́cı́ se fázového vyjádřenı́ dif. rovnice y′′ = q(t)y, které souvisı́ s problémy splynutı́
prvnı́ a druhé, popř. třetı́ a čtvrté centrálnı́ disperse (O. Borůvka). Ve všech těchto přı́padech jde
o výsledky globálnı́ povahy v reálném oboru.

Poznámka:

V roce 1963 se O. Borůvka zúčastnil konference o aproximacı́ch funkcı́ s numerickými aplika-
cemi konané v Kluži, v jejı́mž rámci proslovil plenárnı́ přednášku na téma Über einige Fragen aus
der Theorie der gewöhnlichen linearen Differentialgleichungen 2. Ordnung. Během konference
byl pozván k přednáškám na univerzitách v Bukurešti a v Iassi, kde přednášel na téma Apercu de
la théorie des transformations des equations différentielles linéaires ordinaires du deuxième ordre
(viz 7. kapitola Zahraničnı́ cesty a mezinárodnı́ konference).

6.4 Činnost semináře v roce 1964

Bylo vykonáno 8 schůzı́ semináře, jichž se průměrně zúčastňovalo 22 členů.
V prvnı́ch čtyřech schůzı́ch přednášel Z. Hustý o svých výsledcı́ch o transformaci a ekviva-

lenci homogennı́ch lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic vyššı́ch řádů a o diferenciálnı́ch invariantech.
V ostatnı́ch schůzı́ch přednášel O. Borůvka o teorii fázı́ lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic 2. řádu.

V této teorii jsem systematicky zpracoval řadu nových výsledků v širšı́ souvislý úsek teorie dif.
lineárnı́ch rovnic 2. řádu.

Popišme stručně obsahy jednotlivých Borůvkových přednášek:

V prvnı́ přednášce byly podány základnı́ pojmy této teorie, zejména pojmy prvnı́ a druhé fáze
rovnice

y′′ = q(t)y. (q)

Byly odvozeny jejich základnı́ vlastnosti, zvláště vzorce pro jejich derivace a vztahy k funkci q
v souvislosti se schwarzovskou derivacı́.

Ve druhé přednášce byly odvozeny vzorce pro obecný integrál y a jeho derivaci y′ v závislosti
na prvnı́ a druhé fázi α, β rovnice (q)

y = k1
sin(α+ k2)√

|α′| , y′ = ±k1

√
|q| sin(β + k2)√

|β′|
(k1, k2 = konst.) a byly studovány vztahy mezi prvnı́mi a druhými fázemi patřı́cı́mi k téže bázi.
Základnı́ vztah v tomto směru je dán vzorcem

β = α+ Arccotg
1
2

(
1
α′

)′.
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V dalšı́ přednášce byly stručně uvedeny pojmy centrálnı́ch dispersı́ jednotlivých druhů ϕn,
ψn, χn, ωn oscilatorické rovnice (q) a byly odvozeny přı́slušné abelovské relace. Zejména pro
základnı́ centrálnı́ disperse ϕ1, ψ1, χ1, ω1 lze tyto relace psát ve tvaru

α(ϕ1) = α+ επ, β(ψ1) = β + επ, β(χ1) = α+
1
2

(1 + ε)π, α(ω1) = β − 1
2

(1 + ε)π,

přičemž je ε = ±1. Na tomto základě byly odvozeny nelineárnı́ diferenciálnı́ rovnice 3. řádu pro
centrálnı́ disperse jednotlivých druhů.

Poslednı́ přednáška byla věnována studiu tzv. polárnı́ch funkcı́ rovnice (q). Polárnı́ funkcı́
rovnice (q) se rozumı́ funkce θ = β − α, kde α, β jsou libovolná prvnı́ a druhá fáze patřı́cı́ k téže
bázi rovnice (q). Byly odvozeny charakteristické vlastnosti polárnı́ch funkcı́. Ke každé funkci θ
s těmito vlastnostmi existuje jednoparametrický systém rovnic (q), pro něž je θ polárnı́ funkcı́.

Poznámka:

V roce 1964 proslovil O. Borůvka na osobnı́ pozvánı́ na Vysoké škole technické ve Stuttgartu
a na univerzitách v Giessenu a Tübingenu v NSR následujı́cı́ přednášky o svých vědeckých vý-
sledcı́ch: Transformationstheorie der gewöhnlichen linearen Differentialgleichungen 2. Ordnung,
Algebraische Methoden in der Theorie der gewöhnlichen Differentialgleichungen 2. Ordnung (viz
7. kapitola Zahraničnı́ cesty a mezinárodnı́ konference).

Kromě toho se v témže roce zúčastnil jubilejnı́ch slavnostı́ v Krakově, jež se konaly při
přı́ležitosti 600. výročı́ založenı́ Jagellonské univerzity.

6.5 Činnost semináře v roce 1965

Bylo vykonáno 11 schůzı́ semináře, jichž se průměrně zúčastňovalo 24 členů.
V prvnı́ch osmi seminářı́ch přednášel O. Borůvka o svých výsledcı́ch z teorie fázı́ lineárnı́ch

diferenciálnı́ch rovnic 2. řádu. V dalšı́ch třech přednášeli o svých výsledcı́ch M. Ráb a M. Švec.
Ve svých přednáškách z teorie fázı́ se O. Borůvka věnoval následujı́cı́m tématům: Radonův

parametr báze, Radonův polárnı́ tvar nosiče q, normované polárnı́ funkce 1., 2. a 3. druhu a jejich
vlastnosti a aplikace na řadu úloh, napřı́klad určenı́ všech rovnic (q) s ekvidistantnı́m rozloženı́m
kořenů jejich integrálů nebo určenı́ všech rovnic (q) se splývajı́cı́mi centrálnı́mi dispersemi 1. a
2. druhu.

Výsledky zı́skané při plněnı́ tohoto úkolu v roce 1965 přinášejı́ podstatné rozšı́řenı́ a prohlou-
benı́ poznatků o dif. lineárnı́ch rovnicı́ch 2. řádu a v širokých souvislostech objasňujı́ význam teorie
dispersı́ a jejı́ vztahy k teorii transformacı́ těchto dif. rovnic.

Poznámka:

V roce 1965 se O. Borůvka zúčastnil matematické konference, která se konala v Berlı́ně
k uctěnı́ 150. výročı́ narozenı́ K. Weierstrasse. Proslovil zde přednášku na téma Neuere Ergebnisse
der Transformationstheorie der gewöhnlichen linearen Differentialgleichungen 2. Ordnung (viz
7. kapitola Zahraničnı́ cesty a mezinárodnı́ konference).

Kromě toho přednášel o svých výsledcı́ch na letnı́ škole o diferenciálnı́ch rovnicı́ch v Jesenı́-
kách, kterou uspořádala JČMF.
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6.6 Činnost semináře v roce 1966

Bylo vykonáno 9 schůzı́ semináře, jichž se průměrně zúčastňovalo 26 členů semináře.
Ve dvou seminářı́ch přednášel M. Švec o použitı́ věty o pevném bodě při asymptotickém

vyšetřovánı́ řešenı́ diferenciálnı́ch rovnic, ve třech schůzı́ch F. Neuman o nových výsledcı́ch
z teorie lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic 2. řádu s periodickými koeficienty.

V dalšı́ch čtyřech schůzı́ch přednášel O. Borůvka na téma Teorie obecných dispersı́ diferenci-
álnı́ch lineárnı́ch rovnic 2. řádu. Uved’me stručně obsah těchto přednášek:

V prvnı́ přednášce byl podán stručný přehled teorie obecných dispersı́ s uvedenı́m zamýšlených
cı́lů přednášek. Byly probrány základnı́ poznatky o lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnicı́ch 2. řádu se
zřetelem k teorii transformacı́ těchto rovnic. Byl zaveden pojem lineárnı́ho zobrazenı́ integrálnı́ch
prostorů dvou rovnic

(q) y′′ = q(t)y, Y ′′ = Q(T )Y. (Q)

Druhá přednáška byla věnována studiu vlastnostı́ lineárnı́ch zobrazenı́ p integrálnı́ch prostorů
r, R rovnic (q) a (Q). Zejména byl zaveden pojem fázové báze (α,A) lineárnı́ho zobrazenı́ p a
bylo ukázáno, že pro každé dva integrály y ∈ r, Y = py ∈ R platı́ vzorce tvaru

y = k1
sin(α+ k2)√

|α′| , Y = ck1
sin(A+ k2)√

|A′|
s vhodnými, popř. libovolnými konstantami c, k1(6= 0), k2.

V dalšı́ přednášce bylo pokračováno ve studiu vlastnostı́ lineárnı́ch zobrazenı́ p integrálnı́ch
prostorů rovnic (q), (Q). Hlavnı́ pozornost byla věnována pojmu tzv. normovaných lineárnı́ch zob-
razenı́ a jejich kanonickým fázovým bázı́m. Dále byl konstruktivně zaveden pojem obecné disperse
X(t) oscilatorických rovnic (q), (Q). Obecná disperse X(t) je funkce definovaná v definičnı́m
intervalu rovnice (q), jejı́ hodnoty pokrývajı́ definičnı́ interval rovnice (Q), a je jednoznačně určena
libovolnou počátečnı́ hodnotou T0 = X(t0) a libovolným lineárnı́m zobrazenı́m p normovaným
vzhledem k čı́slům t0, T0.

Poslednı́ přednáška byla věnována studiu vlastnostı́ obecných dispersı́ X(t) rovnic (q), (Q).
Bylo odvozeno vyjádřenı́ obecných dispersı́ ve tvaruX(t) = A−1(α(t)) pomocı́ kanonické fázové
báze (α,A), lineárnı́ho zobrazenı́ p a bylo ukázáno, že obecné disperse X(t) jsou právě úplnými
řešenı́mi Kummerovy diferenciálnı́ rovnice

−{X, t}+Q(X)X ′ 2 = q(t). (Qq)

Poznámka:

V roce 1966 se O. Borůvka zúčastnil mezinárodnı́ho kongresu matematiků v Moskvě, matema-
tické konference v Karl-Marx-Stadtu a mezinárodnı́ konference Equadiff II v Bratislavě. V Moskvě
přednesl sdělenı́ na téma Die Phasengruppe und ihre Beziehungen zu Differentialtransformationen
2. Ordnung, v Karl-Marx-Stadtu na téma Neuere Ergebnisse in der Transformationstheorie der
gewöhnlichen linearen Differentialgleichungen 2. Ordnung a na konferenci Equadiff II proslovil
přednášku s názvem Algebraische Elemente in der Transformations theorie der oszillatorischen
linearen Differentialgleichungen 2. Ordnung (viz 7. kapitola Zahraničnı́ cesty a mezinárodnı́ kon-
ference).

119



Dnem 31. 12. 1966 ukončil O. Borůvka etapu výzkumu z let 1961 – 1966 a podal návrh na
zahájenı́ oponentského řı́zenı́. Dalšı́ etapu výzkumu s týmž názvem dı́lčı́ho úkolu zahájil 1. 1.
1967.

Ukončenı́ etapy v letošnı́m roce 1966 je odůvodněno tı́m, že výsledky, které jsem v nı́ zı́skal, tvořı́
s výsledky předcházejı́cı́ etapy ucelenou teorii transformacı́ obyčejných diferenciálnı́ch lineárnı́ch
rovnic 2. řádu v reálném oboru. Takovou teorii jsem v poslednı́ch letech (mimo svůj výzkumný
úkol) skutečně vypracoval. V r. 1966 jsem ukončil jejı́ přı́pravu do tisku jako monografii s názvem
„Lineare Differentialtransformationen 2. Ordnung“. Tato monografie má v r. 1967 vyjı́t v Berlı́ně
(NDR).

Ukončenı́m uvedené etapy výzkumu nenı́ ovšem o transformacı́ch dif. lineárnı́ch rovnic 2. řádu
řečeno poslednı́ slovo. Naopak, jako každá matematická teorie, která je vybudována na širokém
základě, připouštı́ i teorie transformacı́ dalšı́ rozvoj. Široké možnosti rozvoje vidı́m zejména ve
využitı́ zı́skaných výsledků k vypracovánı́ účinných numerických metod v oboru dif. lineárnı́ch
rovnic 2. řádu a v prohloubenı́ znalostı́ o struktuře grupy fázı́ se zaměřenı́m k abstraktnı́ axio-
matisaci teorie transformacı́. Z těchto důvodů hodlám ve výzkumu uvedeného úkolu pokračovat
v letech 1967 – 1969 a to metodami, kterých jsem použil a které se osvědčily v minulých letech.
Předpokládám, že též etapu 1967 – 1969 ukončı́m oponentským řı́zenı́m.
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7 Zahraničnı́ cesty a mezinárodnı́ konference

Tato kapitola přinášı́ úplnou informaci o zahraničnı́ch cestách O. Borůvky, jež se týkaly proble-
matiky diferenciálnı́ch rovnic do roku 1966.

Nejprve uved’me seznam všech studijnı́ch cest, zahraničnı́ch cest a mezinárodnı́ch konferencı́,
jichž se O. Borůvka za svého života zúčastnil. Zvýrazněny jsou ty akce, na nichž O. Borůvka
proslovil přednášku týkajı́cı́ se diferenciálnı́ch rovnic.

1926 – 1927 studijnı́ pobyt v Pařı́ži u prof. E. Cartana
1929 – 1930 studijnı́ pobyt v Pařı́ži u prof. E. Cartana
1930 – 1931 studijnı́ pobyt v Hamburku u prof. W. Blaschkeho
1948 přednáškový pobyt – Brusel, Liège
1953 sjezd polských matematiků – Varšava
1955 přednáškový pobyt – Vratislav, Krakov, Varšava
1956 přednáškový pobyt – Iassi
1956 sjezd rumunských matematiků – Bukurešt’
1956 sjezd rakouských matematiků – Vı́deň
1957 oslavy 250. výročı́ narozenı́ L. Eulera – Berlı́n
1957 konference Spolku německých matematiků – Drážd’any
1959 oslavy J. P. G. Lejeune-Dirichleta – Berlı́n
1960 II. Mad’arský matematický sjezd – Budapešt’
1960 oslavy 150. výročı́ založenı́ Humboldtovy univerzity a 250. výročı́ založenı́ Charité – Berlı́n
1961 přednáškový pobyt – Pařı́ž
1962 mezinárodnı́ konference Equadiff – Praha
1962 přednáškový pobyt – Greifswald, Rostock, Halle
1963 matematická konference – Kluž, přednáškový pobyt – Bukurešt’, Iassi
1964 oslavy 600. výročı́ založenı́ Jagellonské univerzity v Krakově
1964 přednáškový pobyt – Stuttgart, Giessen, Tübingen
1965 oslavy K. Weierstrasse – Berlı́n
1966 mezinárodnı́ kongres matematiků – Moskva
1966 matematická konference na VŠT – Karl-Marx-Stadt
1966 mezinárodnı́ konference Equadiff II – Bratislava
1967 přednáškový pobyt – Řı́m, Florencie
1967 vědecká konference – Bologna
1967 vědecká konference – Kluž
1968 přednáškový pobyt – Londýn, Cambridge, Coventry, Pařı́ž
1969 matematický sjezd – Bukurešt’, Brašov
1972 mezinárodnı́ konference Equadiff III – Brno
1973 matematická konference na VŠT – Karl-Marx-Stadt
1974 vědecká konference – Dundee
1977 mezinárodnı́ konference Equadiff IV – Praha
1981 mezinárodnı́ konference Equadiff V – Bratislava
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Dále se budeme věnovat pouze těm cestám a konferencı́m do roku 1966, na nichž O. Borůvka
proslovil sdělenı́ z oblasti diferenciálnı́ch rovnic. Všechny podklady k této kapitole jsou čerpány
z osobnı́ch záznamů O. Borůvky (archiv O. Borůvky) a ze zpráv o těchto cestách opublikovaných
v časopisech.

1953 sjezd polských matematiků – Varšava

Jednalo se o VIII. sjezd polských matematiků ve Varšavě. O. Borůvka zde proslovil přednášku
s názvem Propriétés nouvelles des intégrales des équations différentielles ordinaires linéaires du
second ordre.

1955 přednáškový pobyt – Vratislav, Krakov, Varšava

Jednalo se o přednáškovou činnost ve zmı́něných městech v době od 23. 5. do 13. 6. 1955.

Ve Vratislavi O. Borůvka pobyl od 26. 5. do 30. 5. a proslovil následujı́cı́ přednášky:

26. 5. Theorie dispersı́ (v semináři prof. Hartmana)
27. 5. Přehled o theorii dispersı́, Aplikace theorie rozkladů množin v oboru vědeckých klasifikacı́

(na schůzi PTM11)
30. 5. Množinové základy theorie grup (v semináři prof. Marczewského)

V Krakově pobyl od 31. 5. do 8. 6. V té době vykonal tyto přednášky:

1. 6. Theorie dispersı́ (na schůzi PTM)
2. 6. Množinové základy theorie grup (v semináři prof. F. Leja)
3. 6. Obecné kritérium jednoznačnosti řešenı́ pro diferenciálnı́ rovnici y′ = f(x, y) (v semináři

prof. Szarského)
7. 6. Transformace integrálů diferenciálnı́ch lineárnı́ch rovnic 2. řádu (na schůzi PTM)

Pobyt ve Varšavě trval od 9. 6. do 13. 6. a proslovil zde přednášku:

10. 6. Přehled o theorii transformacı́ integrálů diferenciálnı́ch lineárnı́ch rovnic 2. řádu a o theorii
dispersı́ (na schůzi PTM)

Poznamenejme, že O. Borůvka v Polsku přednášel česky a že účast na jeho přednáškách, které
trvaly průměrně dvě a půl hodiny, byla 15 až 50 matematiků.

1956 sjezd rumunských matematiků – Bukurešt’

4. sjezd rumunských matematiků se konal v Bukurešti ve dnech 27. 5. – 4. 6. 1956. Československá
delegace byla vyslána ČSAV a skládala se z těchto členů: O. Borůvka, Š. Schwarz (Bratislava),
F. Nožička (Praha) a A. Švec (Praha).

11Polske Tovaryszstwo Matematyczne (PTM) je organizace podobná našı́ JČMF.
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Sjezdové práce byly rozděleny do pěti sekcı́ (Algebra a teorie čı́sel, Analýza, Geometrie a
topologie, Aplikovaná matematika, Metodologie a historie matematiky) a přednášky probı́haly
v plenárnı́ch schůzı́ch, ve schůzı́ch společných několika sekcı́m a ve schůzı́ch jednotlivých sekcı́.

O. Borůvka měl 28. 5. přednášku v plenárnı́ schůzi s názvem Théorie analytique et constructive
des transformations différentielles linéaires du 2nd ordre. V této přednášce podal přehled výsledků
analytické části teorie transformacı́, kterou v témže roce publikoval v práci [3] a dále zde uvedl
přehled nových výsledků, týkajı́cı́ch se konstruktivnı́ části teorie. Mimo to uvedl jako aplikaci
těchto výsledků určenı́ všech funkcı́ Q v diferenciálnı́ rovnici y′′ = Q(t)y, které se vyznačujı́ tı́m,
že všechna řešenı́ této rovnice jsou oscilatorická.

Bývá zvykem, že se v rámci matematických, ale i jiných vědeckých sjezdů, konajı́ zájezdy na
zajı́mavá mı́sta přı́slušné země. Členové československé delegace se zúčastnili zájezdu k Černému
moři a výletu na parnı́ku k deltě Dunaje. Jako zajı́mavost citujme z přednášky O matematických
sjezdech v Bukurešti a ve Vı́dni, kterou O. Borůvka proslovil v pobočce JČMF v Brně 6. 12. 1956:

Při své cestě na parnı́ku po dunajských ramenech a pak na menšı́ch motorových lodicı́ch na
dunajských kanálech viděli jsme hejna pelikánů, divokých kačen, volavky a jiné pernaté obyvatele
těchto končin v množstvı́ch, jimž bychom přisoudili kardinálnı́ čı́sla značné velikosti. Dunaj měl
značně vysoký vodnı́ stav, takže na některých mı́stech byla krajina daleko široko zaplavena a jenom
rákosı́ v nepřehledných lánech a nečetné stromy ukazovaly, kde je pevná země.

1956 sjezd rakouských matematiků – Vı́deň

4. sjezd rakouských matematiků se konal ve Vı́dni ve dnech 17. 9. – 22. 9. 1956. Tento sjezd
obeslala jednak ČSAV svým delegátem Š. Schwarzem z Bratislavy, jednak Ministerstvo školstvı́
a kultury delegáty z přı́rodovědecké fakulty v Brně, M. Novotným a O. Borůvkou. Mimo to se
sjezdu zúčastnil R. Piska z Vojenské technické akademie v Brně a neoficiálně O. Vejvoda, V. Pták
a M. Fiedler z Matematického ústavu ČSAV v Praze.

Sjezdová jednánı́ byla rozdělena do pěti sekcı́ (Algebra a teorie čı́sel, Analýza, Geometrie a
topologie, Aplikovaná matematika, Historie a filozofie) a přednášky se konaly pouze ve schůzı́ch
sekcı́.

O. Borůvka měl 22. 9. sdělenı́ na téma Über eine Verallgemeinerung der Eindeutigkeitssätze
für Integrale der Differentialgleichung y′ = f(x, y), kde vyložil výsledky své nové práce se stej-
ným názvem.

Pro zajı́mavost a dokreslenı́ tehdejšı́ situace citujme ze zprávy O. Borůvky o tomto sjezdu:

Pokud se týče s. doc. Novotného a mne, byla naše radost z účasti na tomto sjezdu značně zka-
lena tı́m, že naše pasové věci byly vyřı́zeny opožděně, takže jsme do Vı́dně přijeli až 19. zářı́ večer,
a tı́m jsme přišli o tři sjezdové dny. Za naši účast na tomto sjezdu vděčı́me zejména obětavé snaze
s. doc. Novotného, který odejel do Prahy, když se na vyřı́zenı́ našich pasových věcı́ pozapomnělo,
a tam všechny potřebné formality uspı́šil s časovým epsilonem rovným třem dnům.

O tom, že ani tato nepřı́liš veselá přı́hoda neubrala O. Borůvkovi a M. Novotnému na humoru
svědčı́ také následujı́cı́ poznámka z téže zprávy:
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Ve dnech 23. 9. – 25. 9. se konala pro účastnı́ky sjezdu okružnı́ cesta po Rakousku, která
vyvrcholila jı́zdou po proslulé automobilové dráze vedoucı́ z obce Heiligenblut pod Glossglockner
do výše 2400 m. Chtěl bych prozradit, že při této jı́zdě překypoval můj milý společnı́k doc. Novotný
znamenitým humorem, když při různých přı́ležitostech na této cestě konstatoval, že zřı́cenı́ auto-
busu do propasti s výše pouhých 50 m by bylo nepatrnou dopravnı́ nehodou, s výše 500 m by bylo
pěkným neštěstı́m a s výše 1000 m pořádnou katastrofou.

1959 oslavy J. P. G. Lejeune-Dirichleta – Berlı́n

Německá akademie věd v Berlı́ně uspořádala ve dnech 22. 6. – 24. 6. 1959 oslavy německého
matematika Jeana Petra Gustava Lejeune-Dirichleta. V rámci těchto oslav byla na Humboldtově
univerzitě odhalena Dirichletova busta a konala se menšı́ matematická konference s mezinárodnı́
účastı́. Slavnostı́ se zúčastnilo 6 zahraničnı́ch matematiků, z nichž jednı́m byl O. Borůvka. Celkem
bylo prosloveno 9 přednášek.

O. Borůvka proslovil 23. 6. přenášku na téma Über einige Ergebnisse der Theorie der linearen
Differentialtransformationen 2. Ordnung. Sám O. Borůvka hodnotil tuto přednášku jako velmi
úspěšnou, nebot’se po přednášce na něho obrátil W. Zwick z Německé akademie věd s dotazem
o možnosti spolupráce.

1960 II. Mad’arský matematický sjezd – Budapešt’

II. Mad’arský matematický sjezd se konal v Budapešti ve dnech 24. 8. – 31. 8. 1960. Z Česko-
slovenska se sjezdu zúčastnili O. Borůvka, J. Novák, V. Jarnı́k, V. Kořı́nek a několik mladšı́ch
matematiků.

Vědecký program sjezdu probı́hal v sedmi sekcı́ch. O. Borůvka proslovil v sekci aplikace
matematiky přednášku s názvem Neuere Ergebnisse auf dem Gebiet der linearen Differentialglei-
chungen 2. Ordnung, jejı́ž výtah vyšel ve sjezdovém sbornı́ku. Mimo to vedl 25. 8. odpoledne
v této sekci sjezdové jednánı́ jako předseda.

1961 přednáškový pobyt – Pařı́ž

V listopadu 1960 obdržel O. Borůvka od děkana přı́rodovědecké fakulty univerzity v Pařı́ži
J. Pérèse pozvánı́, aby ve školnı́m roce 1960/61 proslovil dvě přednášky z matematiky v ústavu
Institut Henri Poincaré. Tomuto pozvánı́ O. Borůvka vyhověl ve dnech 27. 4. – 16. 5. 1961.

Prvnı́ část svého pobytu v Pařı́ži věnoval O. Borůvka důkladné přı́pravě svých přednášek a
jejich úpravě k tisku. Prvnı́ přednášku s názvem Transformations des équations différentielles
linéaires du deuxième ordre proslovil 3. 5. a druhou Décompositions dans les ensembles et théorie
des groupoides 8. 5.

Uved’me citaci ze zprávy o této cestě, kde se O. Borůvka zamýšlı́ nad výběrem témat svých
přednášek a nad zaměřenı́m pařı́žské matematiky:

Jestliže jsem o vhodnosti přednášky o rozkladech množin a teorii grupoidů neměl ani na oka-
mžik pochybnosti z důvodů, o nichž ještě budu hovořit, byla situace jiná pokud jde o zmı́něnou
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přednášku z oboru diferenciálnı́ch rovnic. Ne snad proto, že jsem si nebyl jist vědeckou hodnotou,
dosahem a bohatostı́ výsledků, o nichž jsem chtěl hovořit, ale proto, že jsem mohl pochybovat
o porozuměnı́ pařı́žských matematiků právě v tomto směru. Je všeobecně známo, že v současné
tvorbě a zájmu těchto matematiků převládá vliv kolektivu N. Bourbaki, který se uplatňuje ústřednı́m
postavenı́m modernı́ algebry a topologie. Dobře jsou v Pařı́ži též zastoupeny obory pravděpodob-
nosti, matematické statistiky a matematické fysiky, kdežto rozsah zájmu o analysu a geometrii
(nealgebraickou) a zejména o klasické úseky těchto disciplin je podstatně menšı́. Tento nedostatek
je kritisován i některými pařı́žskými matematiky, hlavně pokud jde o diferenciálnı́ geometrii, která
v době Darbouxově, kolem začátku tohoto stoletı́, a později pracemi E. Cartana dosáhla v Pařı́ži
zlatého věku svého rozvoje. Za této situace a při častých přednáškách zahraničnı́ch profesorů
z oborů blı́zkých škole bourbakistů bych nemohl být překvapen jistým nezájmem nebo neúčastı́
pařı́žských matematiků na přednášce z oboru tak odlehlého, jako je klasická teorie diferenciálnı́ch
rovnic. ... Dnes mohu řı́ci, že jsem volbou přednášky o diferenciálnı́ch rovnicı́ch nechybil.

Pro doplněnı́ uved’me ještě zmı́nku o přednášce týkajı́cı́ se rozkladů množin a teorie grupoidů:

... o vhodnosti této přednášky jsem neměl ani na okamžik pochyby a vlastně za účelem této
přednášky se mně dostalo pozvánı́ do Pařı́že. Je všeobecně známo, že teorie rozkladů množin je
v úzké souvislosti s teoriı́ ekvivalencı́, která byla založena právě pařı́žskými profesory P. Dubreilem
a pı́. M. L. Dubreil-Jacotinovou v r. 1937 a americkým profesorem O. Orem v r. 1942, a později
rozvinuta. Pokud jde o teorii rozkladů v množinách, založil jsem ji v r. 1939.

Celkem lze řı́ci, že O. Borůvka v této přednášce podal přehled hlavnı́ch výsledků ze své knihy
Grundlagen der Grupoid- und Gruppentheorie z roku 1960.

Návštěva na obou přednáškách byla dobrá; zúčastnilo se jich pokaždé asi 30 lidı́, mezi nimi
někteřı́ zahraničnı́ profesoři a též studenti z nejvyššı́ch ročnı́ků proslulé školy École normale supé-
rieure. Domnı́vám se, že jsem dosáhl plného úspěchu, jak soudı́m z několika blahopřánı́, která
mně po přednáškách projevili profesoři Dubreil, Cartan, Mandelbrojt aj. Profesoru Lesieurovi
z pařı́žské university, který si po druhé přednášce vyžádal krátkou konsultaci a předal mně některé
své publikace, jsem věnoval výtisk své německé knihy Gruppoid- und Gruppentheorie.

1962 mezinárodnı́ konference Equadiff – Praha

Equadiff 1962 byl prvnı́ československou konferencı́ o diferenciálnı́ch rovnicı́ch a jejich aplikacı́ch
s mezinárodnı́ účastı́, která se konala ve dnech 5. 9. – 11. 9. 1962 v Praze.

Hlavnı́ referáty byly přednášeny na plenárnı́ch zasedánı́ch a průběžně překládány do ruštiny a
angličtiny. Poznamenejme přitom, že hlavnı́ referáty českých matematiků byly přednášeny v čes-
kém jazyce. Ostatnı́ sdělenı́ byla prezentována ve třech sekcı́ch: Obyčejné diferenciálnı́ rovnice,
Parciálnı́ diferenciálnı́ rovnice, Aplikace.

Konference byla zahájena přednáškou O. Borůvky s názvem Transformace diferenciálnı́ch
lineárnı́ch rovnic obyčejných druhého řádu. V dopolednı́m zasedánı́ byl dále zařazen referát akad.
S. L. Soboleva a v odpolednı́m zasedánı́ referát prof. G. Sansone a dr. Babušky.

Na Equadiffu vystoupila se svými referáty také řada členů Borůvkova semináře o diferenci-
álnı́ch rovnicı́ch, napřı́klad M. Greguš (Über Randwertprobleme n-ter Ordnung), Z. Hustý (Über
einige Eigenschaften linearer Differentialgleichungen höherer Ordnung), M. Laitoch (Die Beglei-
tungsgleichung und ihre Bedeutung in der Theorie der Transformationen gewöhnlicher linearer
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Differentialgleichungen zweiter Ordnung), M. Ráb (Asymptotische Formeln für die Lösungen li-
nearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung), V. Šeda (Über die Eigenschaften der linearen
Differentialgleichung zweiter Ordnung in komplexer Ebene), M. Švec (O lineárných diferenciál-
ných rovniciach tretı́ho a štvrtého rádu), M. Zlámal (The Parabolic Equations as a Limiting Case
of Hyperbolic and Elliptic Equations) a mnoho dalšı́ch českých a slovenských matematiků.

1962 přednáškový pobyt – Greifswald, Rostock, Halle

O. Borůvka se nejprve zúčastnil ve dnech 24. 10. – 29. 10. 1962 konference o algebře a teorii čı́sel
v Berlı́ně a na to navázal svými přednáškami na univerzitách v Greifswaldu (29. 10. – 2. 11.),
Rostocku (2. 11. – 5. 11.) a Halle (5. 11. – 9. 11.).

Konference o algebře a teorii čı́sel byla uspořádána ústavem pro čistou matematiku při Ně-
mecké akademii věd v Berlı́ně. Z Československa byl kromě O. Borůvky pozván prof. J. Bı́lek
z Prahy. O. Borůvka zde žádnou přednášku neproslovil, nebot’v té době pracoval hlavně v oboru
diferenciálnı́ch rovnic.

Na univerzitách proslovil O. Borůvka přednášku s názvem Transformationen gewöhnlicher
linearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung (Greifswald 30. 10., Rostock 3. 11., Halle 6. 11.)
a mimo to v Halle přednášku Zerlegungen in Mengen und algebraische Strukturen (7. 11.).

Přednášek se zúčastnilo vždy asi 50 matematiků a domnı́vám se, že měly naprostý úspěch. Po-
chvalně se o nich vyjádřili zejména prof. R. Kochendörffer a A. Schmidt (Rostoky), prof. H. Schubert
a O. H. Keller (Halle) v soukromých rozhovorech a veřejně při závěru přednášek.

1963 matematická konference – Kluž, přednáškový pobyt – Bukurešt’, Iassi

Matematická konference o aproximacı́ch funkcı́ s aplikacemi na numerické výpočty v Kluži se
konala ve dnech 15. 11. – 19. 11. 1963. Z Československa byl na konferenci pozván kromě
O. Borůvky ještě prof. F. Nožička z Prahy.

O. Borůvka proslovil na této konferenci plenárnı́ přednášku na téma Über einige Fragen aus
der Theorie der gewöhnlichen linearen Differentialgleichungen 2. Ordnung. Během konference
byl O. Borůvka i F. Nožička pozván od akad. G. Moisila (Bukurešt’) a prof. A. Haimovici (Iassi)
k proslovenı́ přednášek na univerzitách v Bukurešti a Iassi. Tomuto pozvánı́ oba matematikové
vyhověli a po ukončenı́ konference odcestovali do Bukurešti (20. 11. – 24. 11.) a pak do Iassi
(25. 11. – 26. 11.). V těchto městech O. Borůvka proslovil přednášku s názvem Apercu de la
théorie des transformations des équations différentielles ordinaires du deuxième ordre.

1964 přednáškový pobyt – Stuttgart, Giessen, Tübingen

Jednalo se o zahraničnı́ cestu ve dnech 3. 6. – 10. 6. 1964 za účelem proslovenı́ přednášek na
Vysoké škole technické ve Stuttgartu a na univerzitách v Giessenu a Tübingenu. K pozvánı́ k této
cestě došlo v listopadu 1963 na podnět G. Grimeisena, docenta matematiky při Vysoké škole
technické ve Struttgartu, který byl přı́tomen přednášce O. Borůvky na konferenci o uspořádaných
množinách, jež se konala v listopadu 1963 v Brně, a projevil značný zájem o jeho výsledky z oboru
algebry a diferenciálnı́ch rovnic.
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Ve Stuttgartu proslovil O. Borůvka dne 4. 6. přednášku na téma Transformationstheorie der
gewöhnlichen linearen Differentialgleichungen 2. Ordnung. Přednáška se dle jeho vlastnı́ch slov
konala za přı́tomnosti asi 70 účastnı́ků. Druhou přednášku vykonal dne 5. 6. na univerzitě v Gies-
senu na téma Algebraische Methoden in der Theorie der gewöhnlichen Differentialgleichungen
2. Ordnung. Třetı́ přednášku proslovil dne 8. 6. v Tübingenu a jejı́ téma bylo podle přánı́ tamějšı́ch
matematiků stejné jako ve Stuttgartu. Druhé i třetı́ přednášky se zúčastnilo asi 40 matematiků.

1965 oslavy K. Weierstrasse – Berlı́n

Jednalo se o účast O. Borůvky na matematické konferenci, která se konala v Berlı́ně ve dnech 19.
10. – 23. 10. 1965 k uctěnı́ 150. výročı́ narozenı́ slavného německého matematika K. Weierstrasse.
Kromě toho byl O. Borůvka jmenován členem čtrnáctičlenné delegace ČSAV, která byla vedena
akademikem F. Šormem a měla v Berlı́ně jednat o spolupráci mezi ČSAV a Deutschen Akademie
der Wissenschaften zu Berlin (DAW).

V Berlı́ně se O. Borůvka zúčastnil jako člen uvedené delegace všech jejı́ch pracı́ a ve zbý-
vajı́cı́m čase byl přı́tomen jednánı́ matematické konference. Většina přednášek této konference,
jı́ž se zúčastnilo asi 130 matematiků z celého světa, měla vztah k Weierstrassovu dı́lu. O. Bo-
růvka proslovil dne 22. 10. přednášku s názvem Neuere Ergebnisse der Transformationstheorie
der gewöhnlichen Differentialgleichungen 2. Ordnung. V této přednášce vyložil několik svých vý-
sledků z poslednı́ doby týkajı́cı́ch se lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic 2. řádu se stejnou základnı́
centrálnı́ dispersı́ 1. druhu.

Pro zajı́mavost uved’me citace z korespondence, která předcházela účasti O. Borůvky na ma-
tematické konferenci v Berlı́ně. Dne 14. zářı́ 1965 pı́še O. Borůvka řediteli Matematického ústavu
ČSAV prof. V. Knichalovi:

... včera jsem obdržel přı́pis z Tvého ústavu, obsahujı́cı́ opis sdělenı́ zahraničnı́ho odboru úřadu
presidia ČSAV týkajı́cı́ se mé účasti na Weierstrassových oslavách ...

Jsem zcela bezradný a nevı́m co s tı́m dělat. V červnu t. r. jsem obdržel osobnı́ pozvánku
k účasti na těchto oslavách a dopisem (adresovaným Deutsche Akad. der Wiss. zu Berlin) jsem se
dne 5. července omluvil, že se nemı́nı́m zúčastnit.

V přı́pise z Tvého ústavu je opis sdělenı́ téže DAW datovaného 4. srpna 1965, podle něhož by
mne (a s. Kurzweila) na oslavách rádi viděli. Přitom by si přáli, aby výlohy hradila některá naše
instituce (v mém přı́padě ČSAV nebo MŠK). Je samozřejmé, že cestu do Berlı́na rád podniknu
jestliže k tomu budu vyzván (a domnı́vám se, že by bylo vhodné přánı́ DAW vyhovět), avšak na
druhé straně se mně zdá dost nesnadné žádat z vlastnı́ iniciativy o povolenı́ cesty, kterou jsem
původně nemı́nil vykonat.

Proto Tě prosı́m, kdybys laskavě promluvil se s. Jarnı́kem po př. se zahraničnı́m odborem
úřadu presidia ČSAV, jak se mám zachovat. ...

Dne 17. zářı́ 1965 dostává O. Borůvka odpověd’ od vědeckého tajemnı́ka Matematického
ústavu ČSAV dr. M. Jiřiny, jež zastupoval v té době nepřı́tomného V. Knichala.

Vyšetřenı́m v zahraničnı́m odboru ČSAV jsem zjistil, že máte zásadnı́ nárok jeti do zahraničı́
(z titulu člena korespondenta) na útraty Akademie. Je ovšem nutné, aby Vaše pracoviště ihned
zaslalo přı́slušný návrhový list na Vaše vyslánı́ do NDR k účasti na oslavách 150. výročı́ narozenı́

127



K. T. Weierstrasse a výslovně tam podotklo, že náklady pobytu uhradı́ Československá akademie
věd z titulu člena korespondenta.

1966 mezinárodnı́ kongres matematiků – Moskva

Mezinárodnı́ kongres matematiků v Moskvě se konal ve dnech 16. 8. – 26. 8. 1966 a zúčastnili
se ho matematikové z celého světa. Práce kongresu se konaly v 15 sekcı́ch a týkaly se všech
matematických oborů.

O. Borůvka proslovil dne 25. 8. sdělenı́ na téma Die Phasengruppe und ihre Beziehungen zu
Differentialtransformationen 2. Ordnung.

1966 matematická konference na VŠT – Karl-Marx-Stadt

Matematická konference „3. Tagung über Probleme und Methoden der Mathematischen Physik“
se konala na vysoké škole technické v Karl-Marx-Stadtu ve dnech 1. 6. – 4. 6. 1966 a zúčastnilo
se jı́ asi 140 matematiků.

O. Borůvka, jenž byl pozván rektorem této školy, proslovil 1. 6. hlavnı́ přednášku na téma
Neuere Ergebnisse in der Transformationstheorie der gewöhnlichen linearen Differentialgleichun-
gen 2. Ordnung. Z československých matematiků proslovili hlavnı́ přednášku kromě O. Borůvky
ještě M. Greguš z Bratislavy a K. Rektorys z Prahy. Kromě toho dalšı́ch sedm československých
matematiků předneslo krátká sdělenı́ v jednotlivých sekcı́ch.

1966 mezinárodnı́ konference Equadiff II – Bratislava

Druhá československá konference o diferenciálnı́ch rovnicı́ch a jejich aplikacı́ch Equadiff II se
konala ve dnech 1. 9. – 7. 9. 1966 v Bratislavě. Tato konference byla součástı́ oslav 500. výročı́
založenı́ vysoké školy Academie Istropolitany v Bratislavě a 25. výročı́ otevřenı́ Přı́rodovědecké
fakulty Univerzity Komenského.

Vědecký program se rozděloval do třech sekcı́: Obyčejné diferenciálnı́ rovnice, Parciálnı́
diferenciálnı́ rovnice, Numerické metody a aplikace.

O. Borůvka zde proslovil zahajovacı́ řeč a hned prvnı́ den konference přednesl referát s názvem
Algebraische Elemente in der Transformations theorie der oszillatorischen linearen Differential-
gleichungen 2. Ordnung. Výtah tohoto referátu vyšel ve sbornı́ku abstraktů. Na Equadiffu II
vystoupila se svými referáty řada členů Borůvkova semináře, napřı́klad M. Greguš (Über die
linearen Differentialgleichungen höherer ungerader Ordnungen), Z. Hustý (Transformation der
homogenen linearen Differentialgleichungen n-ter Ordnung), F. Neuman (On Bounded Solutions
of a Certain Differential Equation), M. Ráb (Les développements asymptotiques concernant les so-
lutions d’une équation différentielle linéaire du second ordre), V. Šeda (An Application of Green’s
Function in the Theory of Differential Equations), M. Švec (Recherches des solutions des équations
différentielles sur un intervalle infini et le théorème du point invariant), M. Zlámal (Discretisation
and Error Estimates for Elliptic Boundary Value Problems) a mnoho dalšı́ch českých a slovenských
matematiků.
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V Publikace a jejich charakteristika
Prvnı́ kapitola této části je věnována osudu některých Borůvkových pracı́. Všimneme si zde recenze
prvnı́ Borůvkovy práce [1], jež vyšla v Referativnı́m Žurnálu a následné reakce O. Borůvky na tuto
recenzi v práci [2]. Dále nahlédneme do zákulisı́ vzniku a vydánı́ Borůvkovy německé monografie
[16] a budeme se snažit odpovědět na otázku, proč nikdy nebyla vydána učebnice o diferenciálnı́ch
rovnicı́ch, na nı́ž O. Borůvka začal pracovat již ve čtyřicátých letech a znovu se pak k nı́ vrátil
v letech šedesátých.

Druhá a třetı́ kapitola přinášı́ seznam a charakteristiku publikacı́ O. Borůvky, které se týkajı́
teorie fázı́, dispersı́ a transformacı́. Nenı́ zde uveden seznam všech vědeckých pracı́ O. Borůvky,
nebot’ten lze nalézt v monografii Otakar Borůvka [A43]. Oproti seznamu uvedenému v monografii
jsou však některé citace opraveny a jsou přidány práce [2] a [33].

Charakteristika přı́slušných pracı́ vycházı́ ze dvou základnı́ch zdrojů. V přı́padě, že byla daná
práce recenzována v Mathematical Reviews (MR) nebo v Zentralblatt für Mathematik (Zbl), jsou
uvedeny přesné citace těchto recenzı́ (v jazyce, ve kterém byly recenze zveřejněny). V přı́padě, že
daná práce recenzována nebyla, je uvedena jejı́ stručná charakteristika česky.

Důvodem zařazenı́ přesných citacı́ z MR a Zbl je to, že uveřejněné recenze dávajı́ dosti přesný
obraz o obsahu jednotlivých publikacı́ a mnohdy i názor na ně. Nemusı́ být bez zajı́mavosti ani
porovnánı́ názorů různých recenzentů. Je samozřejmé, že tento materiál nenı́ přı́liš homogennı́.
To souvisı́ s politikou vydavatelů zmı́něných referativnı́ch časopisů; ta se v průběhu let z různých
důvodů měnila.

1 O osudu některých pracı́

1.1 Poznámky k Jelšinově recenzi Borůvkovy práce [1]

19. března 1956 pı́še O. Borůvka E. Čechovi: Osměluji se obrátit se na Tebe se žádostı́ o radu
ve vážnějšı́ věci, ačkoli nevı́m, zda je vhodné Tě jakkoli zatěžovat. V 1. čı́sle Refer. žurnálu, 1956
(406), které jsem před několika dny obdržel, vyšla recense M. I. Jelšina mojı́ práce o dispersı́ch,
kterou jsem uveřejnil v našem mezinár. časopisu v r. 1953. Recenze se jen hemžı́ nepřesnostmi a
chybami, takže považuji za nutné na ni odpovědět.

Odpověd’publikoval O. Borůvka v práci [2] v Czech. Math. J., kde přehledně v šesti hlavnı́ch
bodech cituje Jelšinovy omyly a uvádı́ je na pravou mı́ru. Práce [2] do redakce časopisu došla
26. března 1956. Pro ukázku citujme překlad některých částı́ Jelšinovy recenze a následné odpo-
vědi O. Borůvky.

Jelšin: V důsledku autor odvozuje rovnici
√
|ξ′|(|ξ′|− 1

2 )′′ + ξ′2Q(ξ) = q(x) (2)

a docházı́ k nepochopitelnému závěru, že každé řešenı́ dif. rovnice (2) definované v intervalu
(−∞,∞) je vlastnı́ dispersı́ (1. druhu). Ve skutečnosti, obecný integrál rovnice (2) (Jelšin M. I.,
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Dokl. AN, 1949, 68, č. 3, 221 – 224) má tvar

∫ ξ(x)

x
[(Au+Bv)2 + v2]−1Adξ = Cπ, (b)

kde u a v je fundamentálnı́ systém řešenı́ dif. rovnice y′′ = Q(x)y s počátečnı́mi podmı́nkami
u0 = 1, u′0 = 0, v0 = 0, v′0 = 1, A = w 6= 0, B a C jsou libovolné konstanty.

Borůvka: Ve skutečnosti se v uvedené recensentově práci dif. rovnice (2) ani jiná dif. rovnice
3. řádu nevyskytuje. Tvrzenı́, že obecný integrál dif. rovnice (2) má tvar (b) je nesprávné, protože
všechny integrály určené rovnicı́ (b) rostou (ξ′(x) > 0), kdežto dif. rovnice (2) má vždycky také
integrály, které klesajı́ (např.Q(x) = −1, ξ(x) = −x). Můj výsledek nenı́ nepochopitelný, protože
vlastnı́ disperse 1. druhu splňujı́ dif. rovnici (2) (19,1)12 a závisı́, stejně jako řešenı́ dif. rovnice
(2), na třech parametrech (20,4, 23).

Celkově lze řı́ci, že se Jelšin dopouštı́ mnoha nepřesnostı́ a chyb. Nesprávně reprodukuje i zá-
kladnı́ pojmy jako jsou centrálnı́ disperse. Zaměňuje napřı́klad pojmy centrálnı́ch dispersı́ druhého
a třetı́ho druhu aj. Přitom neuvádı́ nic o hlavnı́ch výsledcı́ch Borůvkovy práce, tj. o grupě vlastnı́ch
dispersı́ 1. druhu, o existenci a jednoznačnosti řešenı́ diferenciálnı́ rovnice rovnice (2) a o řešenı́
této rovnice.

Reakce O. Borůvky na Jelšinovu recenzi vyšla v Czech. Math. J. koncem roku 1956. Dne 10.
května 1957 pı́še profesor Moskevské univerzity V. V. Němyckij O. Borůvkovi objasňujı́cı́ dopis.
Citujme překlad tohoto dopisu:

Vážený profesore Borůvko,
já jako redaktor oddı́lu diferenciálnı́ch rovnic Referativnı́ho Žurnálu Matematika se Vám upřı́mně
omlouvám, že jsme tak dlouho nereagovali na Vaše poznámky k recenzi M. I. Jelšina. Referát
Jelšina skutečně nedostatečně odrazil výsledky Vašı́ velké práce, která našla dále, v pracı́ch jiných
československých vědců mnohonásobné odezvy. V blı́žı́cı́m se čı́sle (No 2-1957) uveřejnı́me můj
doplněk k této recenzi. Způsobilo nám obtı́že to, že Vaše terminologie nesouhlası́ s terminologiı́
užı́vanou v jiných pracı́ch o rozloženı́ nulových bodů řešenı́ diferenciálnı́ch rovnic. Naši recenzenti
jsou postaveni před těžký úkol při snaze srovnat Vaše výsledky a výsledky Vašich četných spolu-
pracovnı́ků s výsledky již existujı́cı́mi v matematické literatuře. A je to tı́m obtı́žnějšı́, že samotnı́
autoři těchto pracı́ také nedělajı́ dostatečně úplná srovnánı́. A právě tı́mto se objasňuje neúplnost
referátu M. I. Jelšina. Nynı́ je nám známá Vaše terminologie a tak doufáme, že práce Vašı́ školy
budou recenzovány dostatečně úplně.

Zmiňovaný doplněk k recenzi M. I. Jelšina vyšel na poslednı́ straně Referativnı́ho Žurnálu
2–1957. Ocitujme jeho překlad:

Jako doplněnı́ k referátu na článek O. Borůvky O koleóbl�wihs� integralah diffe-
rencial�nyh line$inyh uravneni$i 2-ogo por�dka redakce považuje za nutné ukázat, že
článek obsahuje následujı́cı́.

12Čı́slo v závorce značı́ kapitolu a odstavec, tak jak jsou očı́slovány v práci [1].
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Necht’ je x – libovolné čı́slo a A – množina řešenı́ rovnice

y′′ = Q(x)y (a)

s nulovým bodem x a B - množina takových řešenı́, kde x je nulovým bodem derivace. Provádı́
se vyšetřovánı́ čtyř nekonečných posloupnostı́ funkcı́. ϕn(x) (ϕ−n(x)) označuje n-tý nulový bod
řešenı́ z množiny A následujı́cı́ za bodem x (předcházejı́cı́ bodu x), ψn(x) (ψ−n(x)) – n-tý nulový
bod derivace řešenı́ z množiny B následujı́cı́ za bodem x (předcházejı́cı́ bodu x), χn(x) (χ−n(x))
– n-tý nulový bod derivace řešenı́ z množiny A následujı́cı́ za bodem x (předcházejı́cı́ bodu x),
ωn(x) (ω−n(x)) – n-tý nulový bod řešenı́ z množinyB následujı́cı́ za bodem x (předcházejı́cı́ bodu
x).

Tyto čtyři posloupnosti funkcı́ se nazývajı́ centrálnı́ disperse 1., 2., 3. a 4. druhu.
Dále se vyšetřuje řada obecných vlastnostı́ centrálnı́ch dispersı́, napřı́klad spojitost, monoton-

nost nebo existence derivacı́. Ukazujı́ se také některé, i když neefektivnı́, vyjádřenı́ dispersı́ pomocı́
Q(x).

Pro objasněnı́ dalšı́ch vlastnostı́ dispersı́ se spolu s danou rovnicı́ zkoumá rovnice

√
|ξ′|( 1√

ξ′
)′′ + ϕ′2Q(ϕ) = Q(x). (b)

Souvislost mezi rovnicemi (a) a (b) je dána tı́m, že podı́l y(ξ)/
√
|ξ′|, sestavený z libovolného

řešenı́ rovnice (a) a libovolného řešenı́ rovnice (b), je řešenı́m rovnice (a). Řešenı́ rovnice (b) tvořı́
množinu tzv. obecných dispersı́ a tvořı́ spojitou grupu.

Dále se vyšetřujı́ vlastnosti této grupy a jejı́ vyjádřenı́.
V. V. Němyckij

Na tuto recenzi reaguje O. Borůvka dopisem z 28. srpna 1957 profesoru V. V. Němyckému,
kde čteme:

S Vašı́ recensı́ zcela souhlası́m a děkuji Vám, že jste se této věci ochotně ujal. Těšı́ mne, že tato
přı́hoda vedla k našemu sblı́ženı́, od něhož zajisté právem mohu očekávat vědecký užitek pro naši
matematiku.

Současně s tı́mto dopisem zası́lá O. Borůvka V. V. Němyckému separáty některých svých pracı́
a vyslovuje zájem o budoucı́ spolupráci.

Nakonec jen poznamenejme, že i Němyckého doplněk k recenzi obsahuje chybu a to ve vzorci
(b), kde je dvakrát chybně uvedeno ϕ mı́sto správného ξ.

1.2 Úmysl O. Borůvky sepsat knihu o diferenciálnı́ch rovnicı́ch

V I. části práce, v odstavci Rozhodnutı́ věnovat se diferenciálnı́m rovnicı́m, jsme ocitovali část
vzpomı́nek, v nichž O. Borůvka uvádı́, že koncem roku 1944 hovořil v Praze s F. Vyčichlem
o budoucı́m zaměřenı́ své vědecké práce a vůbec celé poválečné matematiky u nás.

Z následujı́cı́ch citacı́ z korespondence O. Borůvky je ovšem patrné, že ke zmiňovaným roz-
hovorům muselo dojı́t o hodně dřı́ve, nejspı́še koncem roku 1942. Již počátkem roku 1943 totiž
O. Borůvka uvažuje o sepsánı́ učebnice o diferenciálnı́ch rovnicı́ch.
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23. ledna 1943 pı́še O. Borůvka F. Vyčichlovi:

Pan prof. Klı́ma mně vyřı́dil Váš dotaz o diferenciálnı́ch rovnicı́ch v tom smyslu, jak jsme o tom
spolu v Praze hovořili. V poslednı́ době jsem o věci častěji uvažoval a klonı́m se k tomu, že se do
sepsánı́ rukopisu pustı́m. Předem bych však rád znal Váš názor, k jaké hlavnı́ potřebě by knı́žka
měla sloužiti. Patrně by byla určena hlavně pro adepty matematiky, ale měl by se vzı́ti zřetel na
jejı́ přı́padné použitı́ (technikové, inženýři)? Pak, v jakém asi rozsahu by byl rukopis nejvhodnějšı́?
Dále by bylo nutno se vyrovnati s otázkou, pokud uvažovati o komplexnı́m oboru, ale tato věc se
již podřadı́ celkovému rázu knı́žky. Vyšla by knı́žka v Kruhu nebo v Knihovně?13 Prosil bych Vás,
milý kolego, kdybyste mně laskavě napsal Vaše přánı́ a pak bychom se o věci blı́že dohodli.

Odpověd’dostává 4. února 1943:

... děkuji Vám za dopis z 23. 1. 43 a za laskavý přı́slib, že nám knı́žku o diferenciálnı́ch rovnicı́ch
napı́šete. Mám na mysli tyto věci: V Cestě14 by vyšla úvodnı́ knı́žka (elem.) o diferenciálnı́ch
rovnicı́ch s konstantnı́mi koeficienty, která by obsahovala nejnutnějšı́ pojmy pro fysiky a geometry
v 1.-3. semestru. Tuto knı́žku mi přislı́bil napsat Dr. M. Katětov a začı́náme o věci hovořit. Vaše
knı́žka by mohla tuto předpokládati. Šlo by tedy o diferenciálnı́ rovnice jako učebnı́ látku pro
posluchače matematiky a fysiky, kteřı́ majı́ 1. státnı́ zkoušku. Ovšem byl bych rád, kdyby svým
způsobem výkladu, provedenými přı́klady a cvičenı́mi byl vzat zřetel na potřeby fysiků a techniků.
Knı́žka vyjde pro Knihovnu a počı́tám s rozsahem asi 20 archů. (Zřetel k technikům bude mı́ti
dvě dobré stránky: Přispěje k prohloubenı́ matematiky v jejich kruzı́ch a zı́ská nám nové přátele
a umožnı́ nad to, abychom vydali vı́c kusů). Pokud se týká oboru, v němž se má výklad dı́ti: Bude
rozhodně záležet na Vás, ale dovolte mi, abych k tomu řekl toto: Výklady při použitı́ komplexnı́ho
oboru budou přehlednějšı́, než omezı́te-li se na pole reálné. Aplikace ale potřebujı́ reálné výsledky
(fysika, elektrotech.). Některé, pro praxi důležité rovnice budou chtı́t býti probrány v oboru reálném.

Budu Vám povděčen pane profesore, když tyto bolesti nám odstranı́te a já vı́m, že to dobře
umı́te a provedete.

Většina ostatnı́ korespondence této doby se týká vydánı́ Borůvkovy knihy Úvod do teorie grup.
Jen občas se v dopisech F. Vyčichla O. Borůvkovi vyskytujı́ otázky typu Co dělajı́ rovnice? nebo
Již jste se rozhodl ve věci Kamkeho knihy? apod.

16. června 1943 pı́še F. Vyčichlo O. Borůvkovi:

... Knihy Sansonovy ted’ nepotřebuji, až o prázdninách bych rád si je prohlédl; proto si je
prosı́m ponechte.

Vaše stanovisko o rozdělenı́ knihy o diferenciálnı́ch rovnicı́ch na dva dı́ly, abyste nemusel řadu
věcı́ pomocných sám uvádět, velmi vı́tám. Přitom Vás upozorňuji, že vyjde vlastně nové vydánı́
Petrova difer. počtu; je to kniha Jarnı́kova: Dif. počet, I. a II. dı́l. Bude proto dobře, když Vám bud’
obstarám obsah, přejete-li si toto, nebo Vy pane profesore napı́šete, které věci potřebujete, abych
to zjistil.

Kniha Kösslerova o funkcı́ch komplexnı́ proměnné se také dokončuje; kdybyste pomýšlel už
nynı́ na 2. dı́l, mohl bych i obsah od prof. Kösslera Vám obstarat.

13Kruh a Knihovna byly názvy sbı́rek JČMF.
14Cesta byla taktéž jedna se sbı́rek JČMF.
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Nějaké poznámky najdeme i v dopisech zaslaných V. Kořı́nkovi. Napřı́klad 28. 6. 1943 se
O. Borůvka zmiňuje o tom, že ... bych se Vás dovolil navštı́viti a vrátil s dı́kem Vaše knihy o dif.
rovnicı́ch. 7. prosince 1943 již pı́še: Nynı́ pilně studuji a spisuji diferenciálnı́ rovnice, ale kniha
jest ještě v daleké budoucnosti.

Již v roce 1945 měl O. Borůvka zřejmě hluboké znalosti z diferenciálnı́ch rovnic, o čemž
svědčı́ i následujı́cı́ úryvek z dopisu V. Kořı́nka ze dne 16. března 1945:

... Nevı́m, zda vı́te, že máme zřı́zenou při Jednotě matematickou poradnu, kam přicházejı́ různé
dotazy od členů. Dosud to byly hlavně dotazy týkajı́cı́ se studia neb žádajı́cı́ vysvětlenı́ nějakých
mı́st v učebnicı́ch, na které jsem celkem odpovı́dal sám. Docent Hampl nám však poslal dotaz
o diferenciálnı́ch rovnicı́ch vědeckého rázu, který zası́lám v přı́loze. Z pražských pánů nikdo o věci
nic nevı́. Obracı́m se tedy na Vás s dotazem, zda o věci snad něco nevı́te. ...

O. Borůvka na to obratem 20. března odpovı́dá, že přiložený způsob řešenı́ je chybný a zası́lá
protipřı́klad.

Vrat’me se však k zamýšlené knize O. Borůvky o diferenciálnı́ch rovnicı́ch. Jak jsme se do-
zvěděli z předchozı́ch dopisů, měly ve skutečnosti vyjı́t knihy dvě. Jedna elementárnı́, kterou
slı́bil napsat M. Katětov a druhá, na nı́ž pracoval O. Borůvka. Přitom Borůvkova kniha měla být
rozdělena na diferenciálnı́ rovnice a reálném oboru a diferenciálnı́ rovnice v komplexnı́m oboru.
V průběhu let však nastaly mnohé změny. O jedné z nich se dovı́dáme z dopisu F. Vyčichla E. Če-
chovi z 21. března 1948:

... děkuji Vám za dopis, přišel zároveň s dopisem prof. Kauckého, který sděloval, že knı́žku
pro Cestu o difer. rov. napı́še. .... Děkuji Vám, pane profesore, že jste svou laskavostı́ celou zá-
ležitost pomohl rozřešit a že budete tak laskav a prof. Kauckému poskytnete pro knı́žku několik úloh.

Poznamenejme, že na rozdı́l od M. Katětova, jež knihu o diferenciálnı́ch rovnicı́ch nenapsal,
J. Kaucký svému slibu dostál a roku 1953 vydal Elementárnı́ metody řešenı́ obyčejných diferenci-
álnı́ch rovnic (Nakl. ČSAV, Praha, 1953, 222 str.).

Kolem roku 1949 se v souvislosti s knihou O. Borůvky již začalo hovořit o přesnějšı́m termı́nu
dodánı́ rukopisu. Citujme z dopisu O. Borůvky F. Vyčichlovi z 15. ledna 1949:

Milý pane kolego,
Dovolte, abych přátelsky protestoval proti zněnı́ zápisu o řádné valné schůzi JČMF ze dne

30. listopadu 1948, který je uveřejněn ve spolkovém věstnı́ku Časopisu, roč. 73 (1948), D 29,
pokud se týká mne v souvislosti s rukopisem o diferenciálnı́ch rovnicı́ch. Stojı́ tam, že jsem lhůtu
určil na dalšı́ jeden rok. Považuji toto zněnı́ za naprosto nepřesné, poněvadž lze je chápati v tom
smyslu, že lhůta, kterou jsem dřı́ve dal, již prošla a že ji nynı́ o jeden rok prodlužuji. Nuže, jistě to
tak nenı́ mı́něno, protože až do minulých prázdnin, kdy jsem dostal Váš dotaz o pravděpodobném
dodánı́ rukopisu, nebyla nikdy o nějaké pevné lhůtě řeč, třebaže všichni dobře vı́me, že kniha
o diferenciálnı́ch rovnicı́ch je velmi potřebná. Za druhé, v odpovědi na Váš prázdninový dopis
jsem uvedl, že se chci přičinit, abych rukopis během roku dokončil, že však nemohu s určitostı́
slı́bit zda se mně to podařı́. Nemohu Vám prostě žádnou pevnou lhůtu určit, protože nesmı́rné
množstvı́ povinnostı́, z nichž některé jsou zcela nepředvı́dané a kterých spı́še přibývá než ubývá,
to vylučuje. Ostatně sám to naznačujete pokud jde o kol. Kořı́nka, a z vlastnı́ zkušenosti to dobře
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znáte. Skutečně nevı́m, zda jsem někdy pevně stanovenou lhůtu, at’v jakékoli věci, překročil a tuto
vlastnost bych si rád zachoval. Jistě mně nezazlı́te, jestliže opětovně poznamenám, že jsem si dobře
vědom nutnosti brzkého vydánı́ učebnice o dif. rovnicı́ch a že se chci o to přičinit. Nemohu však
pracovat pod tlakem blı́žı́cı́ho se data a za žádných okolnostı́ nepustı́m ven rukopis, s nı́mž bych
nebyl zcela spokojen a který by nevyhovoval podmı́nkám dobré učebnice po stránce didaktické,
vědecké, obsahové, jazykové a při tom pokud možno originálnı́. Prosil bych Vás, milý pane kolego,
abyste se smı́řil s tı́mto stavem věci a věřil v moji nejlepšı́ vůli.

21. řı́jna 1949 pı́še F. Vyčichlo O. Borůvkovi:

Vážený pane profesore,
potřebuji (pro tiskár. podniky) uvésti datum, kdy předložı́me Váš rukopis Difer. rovnic I. k sazbě.

Plánujeme jej pro r. 1950 – druhé pololetı́. Je to tak správně? Prosı́m Vás o takové sdělenı́. A jaký
bude Váš plán s Difer. r. II.? (Obsah – doba.). Děkuji Vám předem za řádky a srdečně Vás
pozdravuji.

Oddaný F. Vyčichlo

O. Borůvka odpovı́dá F. Vyčichlovi 31. řı́jna 1949:

Milý pane kolego,
Na Váš dotaz ve věci d. rovnic Vás prosı́m, abyste d. rovnice zatı́m závazně neuváděli v publi-

kačnı́m plánu v r. 1950. Přičiňuji se se všech sil, avšak závazek by mne zneklidňoval a práci spı́še
brzdil než podporoval. V minulém stud. roce jsem se v důsledku nových nepředvı́daných úkolů
předsednictvı́ reformnı́ komise na přı́rod. fakultě (dvojı́ stěhovánı́, školenı́), které ještě přistoupily
k mému velkému zatı́ženı́, v práci na d. rovnicı́ch opozdil. Nynı́ jsem se (sice obtı́žně ale přece)
vzdal úvazku na technice a vzhledem ke svému předsednictvı́ ve Správnı́ komisi sociálnı́ jsem byl
uvolněn z předsednictvı́ reformnı́ komise a tak doufám v možnost rychlejšı́ho postupu. Slibuji Vám
znovu, že dodám dobrou věc, ale ještě prosı́m o trpělivost. Jistě kol. Kořı́nek je na tom podobně.
Zatı́m Vám nabı́zı́m do publikačnı́ho plánu druhé vydánı́ Úvodu do theorie grup. Prvnı́ vydánı́ se
mně po didaktické stránce velmi dobře osvědčilo a změnil bych v něm jenom to, že bych jednotlivé
kapitoly rozdělil do menšı́ch odstavců a opatřil je nápisy za účelem lepšı́ přehlednosti. Pokud jde
o d. rovnice v komplexnı́m oboru, ty jsou velmi daleko. Moje knı́žka o d. rovnicı́ch v reálnı́m oboru
bude obsahovat mnoho látky a podá přehled po největšı́ části theorie d. rovnic, myslı́m, že v ně-
kterých směrech lépe než na př. Kamke nebo Sansone. Toho lze dosáhnouti v poměrně nevelkém
objemu, nebot’ se v elementech mohu odvolat na české učebnice (Petr, Jarnı́k, Čech). Myslı́m, že
v komplexnı́m oboru by zatı́m byly velké obtı́že. Budu velmi št’asten, až splnı́m svůj dluh v reálnı́m
oboru. To mne zbavı́ mimo jiné i obavy, že bych mohl přijı́t do souvislosti s d. rovnicemi asi takové,
jakou má nebožtı́k prof. Sobotka s diferenciálnı́m počtem.

Srdečně Vás, milý pane kolego, pozdravuji a těšı́m se, že se zase vbrzku uvidı́me.

A to je jedna z poslednı́ch zmı́nek o této Borůvkově knize o diferenciálnı́ch rovnicı́ch. Co bylo
přı́činou přerušenı́ práce na této knize a jejı́ho nevydánı́?

Připomeňme, že od roku 1945 O. Borůvka zahrnuje problematiku diferenciálnı́ch rovnic do
seminářů pro studenty, od roku 1948 vede vědecké semináře zaměřené na obtı́žnějšı́ otázky z teorie
obyčejných diferenciálnı́ch rovnic. Již v prvnı́m pololetı́ 1951 zařazuje do svých přednášek v se-
minářı́ch nové výsledky z teorie dispersı́. Je tedy zřejmé, že počátky teorie dispersı́ byly položeny
již v roce 1950 a lze řı́ci, že tı́mto rokem se O. Borůvka začı́ná plně věnovat své nové teorii.
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Ve zprávách o publikačnı́ a vědecké činnosti za roky 1950 až 1953 O. Borůvka sice uvádı́, že
pracuje na obsáhlé knize o diferenciálnı́ch rovnicı́ch, zřejmě již však s jiným cı́lem i obsahem.

Poznamenejme, že roku 1950 vyšel Čechův překlad knihy V. V. Stěpanova Kurs diferenciálnı́ch
rovnic (Přı́rodovědecké nakl., Praha, 1950) a roku 1953 již zmı́něná Kauckého kniha Elementárnı́
metody řešenı́ obyčejných diferenciálnı́ch rovnic.

Kauckého kniha je určena hlavně pro posluchače technických škol a pro techniky z praxe. Před-
pokládá pouze znalost některých základnı́ch věcı́ z diferenciálnı́ho a integrálnı́ho počtu. A podle
slov autora by si ji měl pročı́st každý, kdo se chce pustit do studia nějakého rozsáhlejšı́ho a
důkladnějšı́ho dı́la o diferenciálnı́ch rovnicı́ch – např. do dı́la V. V. Stěpanova.

Dalšı́ knihou o diferenciálnı́ch rovnicı́ch, která byla již v roce 1951 připravena k tisku byla
publikace J. Hronca Diferenciálne rovnice I – obyčajné diferenciálne rovnice (Vydavatelstvı́ SAV,
Bratislava, 1956, 370 str.). O. Borůvka hodnotı́ v červnu 1951 tuto knihu takto:

Předložený rukopis se vyznačuje bohatým výběrem klasické látky, která přesahuje rámec no-
vějšı́ch učebnic světové literatury (na př. český překlad knihy V. V. Stěpanov, Kurs diferenciálnı́ch
rovnic, 1950). Čtenář, který sáhne po knize za účelem zı́skánı́ prvnı́ho poučenı́ o d. rovnicı́ch nebo
za účelem aplikacı́ ve fysice nebo v inženýrských vědách, najde v nı́ řadu přı́kladů zaměřených
k samostatnému procvičenı́ látky; pokročilejšı́ čtenář ocenı́ přehled po metodách a výsledcı́ch
klasické theorie d. rovnic, který mu četba knihy přinese. S těchto hledisek znamená předložený
rukopis cenný přı́nos našı́ matematické knižnı́ literatuře.

Co se týče knihy O. Borůvky, důvodem jejı́ho nevydánı́ v této etapě bylo zřejmě nejdřı́ve zdr-
ženı́ kvůli výše deklarované důkladnosti a později orientace O. Borůvky na novou teorii dispersı́ a
transformacı́. Jistě k tomu přispělo také vydánı́ již zmı́něných knih o diferenciálnı́ch rovnicı́ch. Za
prvnı́ učebnı́ text O. Borůvky o diferenciálnı́ch rovnicı́ch lze považovat až skripta Diferenciálne
rovnice, jež vyšly v Bratislavě roku 1961. Lze se jen dohadovat, nakolik jsou tyto skripta onou
zamýšlenou knihou o diferenciálnı́ch rovnicı́ch.

1.3 Kapitoly z klasické a modernı́ teorie obyčejných diferenciálnı́ch rovnic

V tomto odstavci si všimneme osudů dalšı́ práce, která nakonec nebyla vydána. Znovu se jedná
o českou učebnici o diferenciálnı́ch rovnicı́ch, která tentokrát měla být knižnı́m zpracovánı́m slo-
venských skript.

Dne 9. února 1960 uložilo Presidium ČSAV sekcı́m, aby zjistily na svých pracovištı́ch náměty
publikacı́, které přicházejı́ v úvahu v nejbližšı́ch třech letech pro sestavenı́ perspektivnı́ho plánu
pravděpodobných námětů na léta 1961 – 1963. Za tı́mto účelem obeslala I. sekce ČSAV všechny
své členy a pracoviště s žádostı́ o přı́padné návrhy.

Dne 25. února 1960 O. Borůvka uvádı́ následujı́cı́ návrhy publikacı́, které by mohl realizovat:

1. Úvod do teorie grupoidů a grup. (Učebnice, o jejı́ž vydánı́ se jedná v nakladatelstvı́ ČSAV.
Rukopis je ukončen a může býti dodán v krátké lhůtě.)

2. Kapitoly z klasické a modernı́ teorie diferenciálnı́ch rovnic. (Učebnice obsahujı́cı́ základy
teorie diferenciálnı́ch rovnic reálnı́ch funkcı́ v exaktnı́m podánı́ a též přihlı́žejı́cı́ k nejnovějšı́m
výsledkům v tomto oboru. Rukopis je v pokročilém stadiu.)
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V odpovědi na tento návrh ze 6. června 1962 čteme, že kolegium matematiky ČSAV zařadilo
publikaci Kapitoly z klasické a modernı́ teorie diferenciálnı́ch rovnic do návrhu edičnı́ho plánu
z matematiky a za tı́m účelem žádá o podrobnějšı́ informace o této učebnici. O. Borůvka v odpovědi
mimo jiné uvádı́, že učebnice je knižnı́m zpracovánı́m vysokoškolského učebnı́ho textu ”Diferen-
ciálne rovnice”, který vyšel v r. 1961 v Bratislavě. Dobu dodánı́ rukopisu navrhuje na konec roku
1964.

18. května 1964 žádá J. Kurzweil15 O. Borůvku o sdělenı́, v jakém stadiu rozpracovanosti je
rukopis učebnice a zda bude dodržen předpokládaný termı́n dodánı́ rukopisu v roce 1965. O. Bo-
růvka na to odpovı́dá:

... rukopis mé budoucı́ knihy ... je v pokročilém stádiu rozpracovánı́. Vzhledem k tomu, že
současně pracuji na jiném souborném dı́le z oboru diferenciálnı́ch rovnic16, které mám ukončit
během tohoto nebo začátkem přı́štı́ho roku, prosı́m, abyste s odevzdánı́m rukopisu „Kapitoly“
počı́tal během roku 1966.

O rok později znovu žádá J. Kurzweil o sdělenı́ stavu rozpracovanosti rukopisu a dodrženı́
termı́nu dodánı́. Na to O. Borůvka odpovı́dá 9. května 1965 takto:

Myslı́m, že budu moci dodat rukopis knihy „Kapitoly z klasické a modernı́ teorie diferenci-
álnı́ch rovnic“ koncem r. 1966 (podle plánu), takže by v r. 1967 mohl přijı́t do dalšı́ho řı́zenı́
popř. do výroby. Rukopis je v pokročilém stavu rozpracovánı́ a vzhledem k tomu, že jde v podstatě
o prohloubenı́ a rozšı́řenı́ mých slovenských skript, doufám, že budu moci termı́n dodržet.

V edičnı́m programu vysokoškolských učebnic na léta 1968 – 1970 je uvedeno, že rukopis
učebnice Kapitoly z klasické a modernı́ teorie diferenciálnı́ch rovnic má být dodán v roce 1967 a
vydánı́ proběhne v roce 1969.

28. února 1966 pı́še Z. Knichalová z nakladatelstvı́ ČSAV O. Borůvkovi:

Dr. Kurzweil nám sdělil, že letošnı́ho roku skončı́te dva rukopisy, a to český Kapitoly z klasické
a modernı́ teorie diferenciálnı́ch rovnic a německý Theorie transformace obyčejných lineárnı́ch
diferenciálnı́ch rovnic druhého řádu, který chystáte pro Deutscher Verlag der Wissenschaften.

Z. Knichalová dále žádá O. Borůvku o vyplněnı́ formuláře, tzv. Nabı́dky autora, jež je nutný
k zahájenı́ schvalovacı́ho řı́zenı́ rukopisu předkládaného dı́la. Autor zde uvádı́ základnı́ informace
o dı́le, jako je jeho obsah, rozsah, charakteristika aj. Nabı́dku autora zası́lá O. Borůvka edičnı́
komisi vědeckého kolegia matematiky ČSAV 8. července 1966. Jako konečné datum pro dodánı́
rukopisu stanovuje 31. prosinec 1967. V té souvislosti ale uvádı́:

Nemohu však v této chvı́li vyloučit menšı́ zpožděnı́ vzhledem k tomu, že mne v r. 1967 čekajı́
korektury mé německé knihy, která je nynı́ v tisku.

Uved’me nynı́ přehled některých informacı́ ze zmı́něné Nabı́dky autora:

Název dı́la: Kapitoly z klasické a modernı́ teorie obyčejných diferenciálnı́ch rovnic.

Jakému okruhu čtenářů je dı́lo určeno: Všem zájemcům s vědomostmi v rozsahu základnı́ch
kursů o matematické analýze na vysokých školách universitnı́ho nebo technického směru.

15V té době předseda edičnı́ komise kolegia matematiky ČSAV.
16Jedná se o připravovanou německou monografii [16].
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Charakteristika dı́la: Dı́lo, které nabı́zı́m ke knižnı́mu vydánı́, má být zdokonalenı́m slovenského
vysokoškolského textu „Diferenciálne rovnice“, který jsem vydal v r. 1961 a v dotisku r. 1965.
V úvodu k tomuto textu jsem napsal: „Z velmi obsažné látky jsou ovšem v těchto skriptech
zpracovány jenom některé kapitoly. Jejich výběr jsem učinil s ohledem na to, aby čtenář zı́skal
jednak solidnı́ základy teorie obyčejných dif. rovnic, jednak široký rozhled po přı́slušných metodách
a výsledcı́ch. Zejména se snažı́m zavést čtenáře daleko od látky probı́rané v běžných učebnicı́ch a
v některých směrech až k výsledkům z nejnovějšı́ doby. Na mnohých mı́stech, zejména tam, kde jsou
možnosti širokého rozšı́řenı́ vyložené látky, uvádı́m bez podrobnějšı́ho výkladu přehledné pohledy
na tyto širšı́ teorie. Svůj výklad zpestřuji mnohými přı́klady, které jsem vybral se zřetelem k tomu,
abych objasnil přı́slušné situace a zvýšil čtenářův zájem.“ Několikaleté zkušenosti, které jsem
o těchto skriptech zı́skal z prospěchu posluchačů při zkouškách a ze samostatného a iniciativnı́ho
přı́stupu čtenářů ke studované látce, jsou nejlepšı́.

Asi nejvýstižněji bych charakterisoval nabı́zené dı́lo jako monografickou přı́ručku ke studiu
teorie obyčejných dif. rovnic. Pokud jde o jednotlivé kapitoly, je každá z nich co do zpracovánı́ a
často i obsahově původnı́m pojednánı́m.

Mimo celkové netradičnı́ pojetı́ přinášı́ kniha řadu obsahově i metodicky nových popř. knižně
dosud nezpracovaných poznatků. To se týká zejména obecné věty o jednoznačnosti řešenı́ dif. rov-
nice y′ = f(x, y) (uveřejnil jsem ji v r. 1956 v Acta Fac. rer. nat. Univ. Comenianae v Bratislavě),
která již pronikla do světové literatury a zahrnuje většinu staršı́ch kriteriı́ v přı́slušném směru.
Dále jde o nové poznatky o Picardových posloupnostech pro zmı́něnou dif. rovnici v přı́padě, kdy
se nepředpokládá platnost Lipschitzovy nebo jiné podobné podmı́nky, dále o původnı́ teorii tzv.
Peanovských funkcı́, popisujı́cı́ závislost řešenı́ uvedené dif. rovnice na počátečnı́ch podmı́nkách a
na parametru, atd. Poslednı́ kapitola má obsahovat hlavnı́ výsledky o transformaci lineárnı́ch dif.
rovnic 2. řádu, které jsou vhodně vybrány z výše zmı́něné knihy o dif. transformacı́ch. Mezi těmito
výsledky zamýšlı́m zejména popsat souvislosti mezi zmı́něnými transformacemi a obecnými větami
z modernı́ algebry, zejména z teorie grup.

Rozsah dı́la: 321 stran strojopisu celkem.

V Nabı́dce autora uvedl O. Borůvka obsah knihy Kapitoly, který se však vůbec nelišı́ od obsahu
slovenských skript. Poněvadž je v archivu O. Borůvky uložen (i když neúplný) strojopis knihy
Kapitoly, je zajı́mavé porovnat skutečný obsah Kapitol s obsahem slovenských skript.

Kapitoly měly pravděpodobně obsahovat 17 hlavnı́ch odstavců, porovnánı́ je však možné jen
u dvanácti, nebot’13. – 17. odstavec v uloženém strojopisu chybı́. Porovnánı́m dojdeme k závěru,
že rozsah v rámci 1. – 12. odstavce vzrostl přibližně o 50 stran. Některé části byly úplně přidány,
mnohé odstavce pozměněny nebo rozšı́řeny. Obecně lze řı́ci, že O. Borůvka rozšiřuje úvody k jed-
notlivým odstavcům, komentáře ke větám a doplňuje nebo upřesňuje mnohé důkazy.

Podrobnějšı́ informace o struktuře a obsahu slovenských skript i Kapitol lze zı́skat z následně
uvedeného obsahu.

K tomu jen poznamenejme, že obsah 1. – 12. odstavce je čerpán ze strojopisu knihy Kapitoly,
přičemž zcela nově přidané odstavce (oproti slovenským skriptům) jsou označeny hvězdičkou (?) a
v závorce je uveden přibližný počet přidaných stran. Obsah 13. – 17. odstavce je převzat z Nabı́dky
autora a je téměř totožný s obsahem slovenských skript. Podstatně se lišı́ pouze 17. odstavec, jenž
je v Nabı́dce autora mnohem rozsáhlejšı́ než ve slovenských skriptech.
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Obsah dı́la:

I. Diferenciálnı́ rovnice y′ = f(x, y).

[1] Základnı́ pojmy a poznatky.
Směrové pole.
Význam směrového pole.
Pojem řešenı́.
Definičnı́ obory dif. rovnice (a).
Základnı́ vlastnosti řešenı́.
Užšı́ a širšı́ řešenı́.
Řešenı́ s konci na hranici oboru dif. rovnice. Úplná řešenı́.
Zúženı́ a rozšı́řenı́ definičnı́ho oboru dif. rovnice.
Obory obsahujı́cı́ všechny integrálnı́ křivky procházejı́cı́ týmž bodem.
?Vlastnosti integrálů procházejı́cı́ch blı́zkými body. (3,5 str.)
Dolnı́ a hornı́ funkce.
Transformace proměnných.
?Nahrazenı́ dif. rovnice (a) systémem dvou dif. rovnic. (2 str.)

[2] Systémy funkcı́ jedné proměnné.
?Pomocné věty. (2,5 str.)
Základnı́ věci o systémech funkcı́ jedné proměnné.
Cauchyovské posloupnosti funkcı́.
Ascoliova věta.
Důsledky Ascoliovy věty.
Normálnı́ systémy.
Systémy funkcı́ jako metrické prostory.
Systémy funkcı́ jako svazy.

[3] Vlastnosti systémů řešenı́ dif. rovnice y′ = f(x, y).
Vlastnosti metrické.
Vlastnosti svazové.
?Aproximace integrálů. (3 str.)
Systémy integrálů procházejı́cı́ch daným bodem.
?Nejmenšı́ a největšı́ integrál. (5 str.)
?Dolnı́ a hornı́ složený integrál. (2 str.)
?Peanovské obory. (2 str.)

[4] Porovnávacı́ teorémy.
Metoda indukce v kontinuu.
Aplikace metody indukce v kontinuu na důkaz nerovnosti f(x) ≤ g(x).
Porovnávacı́ teorémy.
Prvnı́ porovnávacı́ teorém.
Druhý porovnávacı́ teorém.

[5] Peanovské existenčnı́ teorémy o řešenı́ch dif. rovnice y′ = f(x, y).
Přehled o existenčnı́ch teorémech.
Existenčnı́ teorém pro neohraničený dvojrozměrný interval.
Existenčnı́ teorém pro kompaktnı́ normálnı́ obor.
Existenčnı́ teorém pro kompaktnı́ dvojrozměrný interval.
Existenčnı́ teorém pro otevřenou množinu.
Peanův jev.
?Ukázka použitı́ existenčnı́ch teorémů. (4,5 str.)
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[6] Rozšı́řenı́ obsahu existenčnı́ch teorémů.
Rozšı́řenı́ integrálů k hranici oboru dif. rovnice.
Existence extrémnı́ch integrálů procházejı́cı́ch daným bodem.
Rozšı́řenı́ extrémnı́ch integrálů k hranici oboru dif. rovnice.
Extrémnı́ složené integrály procházejı́cı́ daným bodem.
Existence a vlastnosti peanovských oborů.
Perronův existenčnı́ teorém.
?Intervaly integrálů procházejı́cı́ch blı́zkými body. (2 str.)
?Porovnávacı́ teorémy za peanovských předpokladů. (1 str.)

[7] Závislost integrálů na počátečnı́ch podmı́nkách a na parametru.
Peanovské funkce.
Relativnı́ a absolutnı́ pravidelnost peanovské funkce.
Věta o relativnı́ spojitosti peanovské funkce.
Hlavnı́ věta o spojitosti peanovských funkcı́.
?Způsob zjištěnı́ spojitosti peanovské funkce. (0,5 str.)
?Spojitost speciálnı́ch peanovských funkcı́ přı́slušných k dif. rovnici y′ = f(x, y) + s.
(2 str.)
?Druhý porovnávacı́ teorém v přı́padě spojitých funkcı́ v otevřených oborech. (1 str.)
?Spojitost speciálnı́ch peanovských funkcı́ přı́slušných k dif. rovnici y′ = f(x, y; s).
(1,5 str.)

[8] Jednoznačné určenı́ integrálů dif. rovnice y′ = f(x, y) počátečnı́mi podmı́nkami.
Pojem jednoznačnosti řešenı́ dif. rovnice (a).
?Podmı́nky pro jednoznačnost řešenı́ dif. rovnice (a). (1 str.)
Nutné a dostatečné podmı́nky pro jednoznačnost řešenı́.
Dostatečné podmı́nky pro jednoznačnost řešenı́.
Lipschitzova podmı́nka.
Rosenblatt-Nagumova podmı́nka.
Ukázka užitečnosti R.-N. podmı́nky.
Obecná věta o jednoznačnosti řešenı́.
?Speciálnı́ kritéria jednoznačnosti řešenı́. (5 str.)

[9] Ukázky použitı́ předchozı́ teorie ke studiu speciálnı́ch dif. rovnic.
Dif. rovnice y′ = x− y2 (O. Perron).
?Dif. rovnice y′ =

√
1 + 2sx− y2 (E. Borel). (7 str.)

[10] Picardova metoda postupných aproximacı́.
Princip metody.
Důkaz existenčnı́ho teorému metodou postupných aproximacı́.
Vlastnosti Picardových posloupnostı́.
Částečné posloupnosti.
Picardovy posloupnosti v přı́padě, že funkce f(x, y) je monotonnı́ vzhledem k y.

II. Diferenciálnı́ rovnice vyššı́ch řádů.

[11] Úvodnı́ poznatky.
Základnı́ pojmy.
Explicitnı́ dif. rovnice a systémy.

[12] Základnı́ vlastnosti systémů explicitnı́ch dif. rovnic prvnı́ho řádu.
Směrové pole.

139



Význam směrového pole.
Vektorové označenı́.
Přehled o základech teorie systémů explicitnı́ch dif. rovnic 1. řádu.

[13] Přehled o existenčnı́ch teorémech a větách o jednoznačnosti řešenı́ systémů explicitnı́ch dif.
rovnic 1. řádu.

Existenčnı́ teorémy.
Věty o jednoznačnosti řešenı́.

[14] Systémy lineárnı́ch dif. rovnic.
Základnı́ pojmy a označenı́.
Homogennı́ lineárnı́ systémy.
Lineárnı́ relace mezi řešenı́mi.
Kvadratické relace mezi řešenı́mi.
Lineárnı́ systémy s konstantnı́mi koeficienty.
Nehomogennı́ lineárnı́ systémy.
Řešenı́ nehomogennı́ho systému.

[15] Lineárnı́ dif. rovnice n-tého řádu.
Existenčnı́ teorém v přı́padě cauchyovských počátečnı́ch podmı́nek.
Obecné počátečnı́ podmı́nky.

[16] Lineárnı́ dif. rovnice 2. řádu.
Úvod.
Elementárnı́ transformace dif. lineárnı́ rovnice 2. řádu.
Existenčnı́ teorém v přı́padě cauchyovských počátečnı́ch podmı́nek.
Základnı́ vlastnosti integrálů.
Závislé a nezávislé integrály.
Dif. rovnice y′′ = konst · y.
Piconeova identita.
Sturmova porovnávacı́ věta.
Konjugovaná čı́sla.
Základy teorie centrálnı́ch dispersı́.

[17] Základy teorie transformacı́ dif. lineárnı́ch rovnic 2. řádu.
Úvod.
Kummerova dif. rovnice −{X, t}+Q(X)X ′2 = q(t).
Transformačnı́ vlastnosti řešenı́ Kummerovy dif. rovnice.
Úplné transformace.
Transformace oscilatorických dif. lineárnı́ch rovnic 2. řádu.
Grupa fázı́ dif. lineárnı́ch rovnic 2. řádu.
Přehled o struktuře grupy fázı́.
Komplexy řešenı́ Kummerových dif. rovnic v grupě fázı́.

Jaké byly dalšı́ osudy této publikace?

Z předešlých citacı́ vı́me, že rukopis Kapitol měl být dodán nakladatelstvı́ ČSAV koncem roku
1967 nebo o něco později. S vydánı́m se počı́talo v roce 1969. Proč tato kniha nebyla nakonec
vydána? Pokusme se následujı́cı́mi řádky na tuto otázku odpovědět.

Pravděpodobné je, že se O. Borůvka s dodánı́m rukopisu opravdu zpozdil a to až do roku
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1970. To lze soudit jednak z toho, že ve strojopisu Kapitol je u každého odstavce tužkou pozname-
náno četl doc. Neuman (datum), doc. Barvı́nek (datum) a tyto datumy se pohybujı́ od 27. 3. 1968
u odstavce druhého až po 12. 12. 1969 u odstavce desátého a jednak z následujı́cı́ citace z dopisu
ministru školstvı́ z 19. ledna 1970:

Své životnı́ dı́lo zdaleka nepovažuji za ukončené a jsem přesvědčen, že mohu bohatě rozdávat ze
svých zkušenostı́. Mimo jiné mám rozpracovánu rozsáhlou knihu „Diferenciálnı́ rovnice v reálném
oboru“, která je krátce před ukončenı́m.

Významnou roli v celé záležitosti zřejmě sehrálo to, že se O. Borůvka v bouřlivých událostech
let 1968/69 připojil svým podpisem k rezoluci na podporu článku „2000 slov“. Tento politický akt
měl pro O. Borůvku nezanedbatelné následky v jeho činnosti pedagogické i publikačnı́.

Již v lednu 1970 oznámila univerzita O. Borůvkovi své rozhodnutı́ rozvázat s nı́m k 1. 3. 1970
pracovnı́ poměr. Proti tomuto rozhodnutı́ podal O. Borůvka 19. 1. 1970 odvolánı́ ministru školstvı́
J. Hrbkovi, ve kterém podrobně popsal výsledky své práce, své funkce, vyznamenánı́ a záměry a
cı́le do budoucna. Snažı́ se také vysvětlit a vzı́t zpět svůj podpis pod rezolucı́:

Na mé činnosti v tomto směru je ojedinělý kaz vzniklý tı́m, že jsem se v červenci 1968 připojil
k resoluci, kterou pracovnı́ci matematického oboru na přı́rodovědecké fakultě University J. E. Pur-
kyně odeslali ÚV KSČ a předsednictvu NS na podporu článku „2000 slov“. Resoluce nebyla určena
k zveřejněnı́ a žádným způsobem zveřejněna nebyla (nebyla zaslána do tisku, rozhlasu, televize
a nebyla nikde vyvěšena). Hlavnı́m jejı́m obsahem byl požadavek lidského a důstojného odchodu
z funkcı́ lidı́, kteřı́ jsou neschopni svěřené funkce zastávat. Celkové zněnı́ resoluce je však nevhodné
a je nutné je odsoudit. Bylo ovlivněno tehdejšı́m nenormálnı́m politickým ovzdušı́m a kusými nebo
nesprávnými informacemi. Upřı́mně lituji, že k podánı́ resoluce došlo. Z těchto důvodů jsem dne
15. ledna 1970 vzal svůj podpis pod resolucı́ zpět a to ve společném prohlášenı́ členů matematic-
kého oboru adresovaném ZO KSČ na přı́rodovědecké fakultě University J. E. Purkyně, se žádostı́
o zveřejněnı́. [osobnı́ spis O. Borůvky, archiv AV ČR]

Bohužel toto odvolánı́ bylo zamı́tnuto a tak O. Borůvka neodvolatelně nastupuje od 1. 3.
1970 do starobnı́ho důchodu. Tı́m však celá záležitost neskončila. Již v únoru 1970 byl uvolněn
z redakčnı́ rady Spisů přı́rodovědecké fakulty, v květnu byl zbaven funkce vedoucı́ho redaktora ča-
sopisu Archivum mathematicum a také byly velmi omezeny jeho možnosti publikovat své práce, a
to zejména v publikacı́ch brněnské univerzity. Jednı́m přı́kladem je neuvedenı́ plenárnı́ přednášky,
kterou O. Borůvka proslovil na mezinárodnı́ konferenci Equadiff III (Brno, 1972) v Proceedings
této konference. Podrobněji o tom pojednává poznámka k práci [28] ve 3. kapitole Charakteristika
publikacı́.

Výše uvedené události konce šedesátých a počátku sedmdesátých let jistě nesou svůj velký dı́l
na tom, že kniha Kapitoly nebyla nikdy vydána.

Závěrem poznamenejme, že prvnı́m učebnı́m textem z diferenciálnı́ch rovnic vydaným na
univerzitě v Brně byly skripta M. Rába Elementárnı́ řešenı́ diferenciálnı́ch rovnic (Vydala UJEP,
Brno, 1971, 98 str.).
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1.4 Německá monografie [16]

V tomto odstavci nahlédneme do zákulisı́ tvorby a vydánı́ německé monografie [16].

Dne 13. 10. 1960 dostává O. Borůvka dopis od šéfredaktora nakladatelstvı́ VEB Deutscher
Verlag der Wissenschaften pana Ulricha, ve kterém se začı́ná hovořit o vydánı́ Borůvkových vý-
sledků z oblasti diferenciálnı́ch rovnic:

... děkujeme Vám za rozhovor, který jste přátelsky poskytl našemu lektorovi pro matematiku
v Budapešti 17 a je nám ctı́ Vám sdělit, že bychom měli velký zájem zveřejnit Vaše novějšı́ výzkumné
výsledky z diferenciálnı́ch rovnic v našı́ řadě „Mathematische Forschungsberichte“.

Bylo by nám přı́jemné, kdybychom už u přı́ležitosti Vašeho pobytu zde v listopadu18 došli
k uzavřenı́ smlouvy. Mohl byste nám přivézt obsah nebo nějaké exposé?

3. prosince 1960 zası́lá O. Borůvka na třech stranách stručný obsah zamýšlené publikace s ná-
zvem Novějšı́ výsledky v oblasti obyčejných diferenciálnı́ch rovnic. Protože tento obsah dává dobrý
obraz o původnı́m plánu O. Borůvky, uvedeme jej v plném rozsahu:

Tyto výsledky se vztahujı́ k obyčejným diferenciálnı́m rovnicı́m (DR) prvnı́ho řádu y′ = f(x, y)
a k lineárnı́m DR 2. řádu. Rozdělenı́ látky do jednotlivých kapitol ještě nebylo provedeno (srv.
poznámku na konci tohoto výkladu). Jako úvod ke každé kapitole se počı́tá s krátkým přehledem
známých, ale ke čtenı́ nezbytných skutečnostı́. Vcelku by šlo zhruba o 5–6 kapitol, z nich dvě by
byly věnovány DR prvnı́ho řádu, zbylé pak lineárnı́m DR 2. řádu.

1. Pro DR y′ = f(x, y) (a) je známa řada vět o jednoznačnosti, které popisujı́ postačujı́cı́
podmı́nky pro jednoznačnost (unicitu) řešenı́ (integrálů) DR (a) v nějakém bodě. Většinou se
tato kritéria představujı́ zadánı́m vhodných majorant pro funkci f(x, y1)− f(x, y2) nebo pro jejı́
absolutnı́ hodnotu. Toto výsadnı́ postavenı́ rozdı́lu sice nevypadá metodicky, ale je věcně oprávněné,
nebot’ uvažovánı́ o funkcı́ch závislých na f(x, y1), f(x, y2), které jsou přizpůsobené poli rovnice
(a), může být v jednotlivých přı́padech velmi užitečné. Předkládá se tedy věta o jednoznačnosti
pomocı́ vztahu ve tvaru

ϕ′x(x, y1, y2) + ϕ′y1
(x, y1, y2)f(x, y1) + ϕ′y2

(x, y1, y2)f(x, y2) ≤ Φ[x, y1, ϕ(x, y1, y2)],

přičemž funkce ϕ a Φ lze do značné mı́ry volit libovolně a v konkrétnı́m přı́padě uzpůsobeně
DR (a). Tato věta o jednoznačnosti obsahuje většinu klasických kritériı́ a kromě toho i výhodná
kritéria nové struktury. Provedou se zajı́mavá vyšetřovánı́, aby se vyjasnil jejı́ vztah k „obecné větě
o jednoznačnosti“ p. Kamkeho. Ukazuje se, že vzpomenutá věta nenı́ slabšı́ než věta Kamkeova.

2. Vyšetřujı́ se postupné aproximace y0, y1, . . . (1) pro DR (a), přičemž pro řešenı́ DR pod-
mı́nky jednoznačnosti nejsou požadovány. Ukazuje se, že posloupnost (1) stále splňuje podmı́nky
Ascoliovy věty a přesto podstatně závisı́ na volbě výchozı́ funkce y0. I tehdy, když bodem (x0, y0)
procházı́ pouze jedno řešenı́ DR (a), se může stát, že žádná ze stejnoměrně konvergentnı́ch podpo-
sloupnostı́ posloupnosti (1), které jsou v posloupnosti (1) vždy obsaženy, k tomuto jedinému řešenı́
nekonverguje. Pro tuto okolnost budou uvedeny zajı́mavé přı́klady.

17V Budapešti se O. Borůvka zúčastnil II. Mad’arského matematického sjezdu, jež se konal ve dnech 24. – 31. 8. 1960
(viz IV. část, 7. kapitola Zahraničnı́ cesty a mezinárodnı́ konference).

18Ve dnech 7. – 11. listopadu 1960 se O. Borůvka zúčastnil oslav 150. výročı́ založenı́ Humboldtovy univerzity a
250. výročı́ založenı́ Charité v Berlı́ně.

142



3. Transformačnı́ teorie pro lineárnı́ DR 2. řádu.
V transformačnı́ teorii pro lineárnı́ DR 2. řádu se jedná o to, že se integrály y, Y dvou DR

Jacobiova typu
(a) y′′ = q(t)y, Y ′′ = Q(T )Y (A)

navzájem do sebe transformujı́ prostřednictvı́m vhodných funkcı́ w(t), X(t) ve smyslu formule

y(t) = w(t)Y [X(t)]. (l)

Poprvé o tomto problému pojednal E. E. Kummer v r. 1834, ale modernı́ transformačnı́ teorie, která
by se jej týkala, dosud chybı́. Význam takové teorie spočı́vá v tom, že se s jejı́ pomocı́ dá DR (a)
přetransformovat na jednoduššı́ rovnici, např. Y ′′ = 0 nebo Y ′′ = −Y . V dalšı́m se předpokládá,
že koeficienty q,Q jsou v intervalech j, J spojité.

Ústřednı́m bodem nové transformačnı́ teorie je analýza nelineárnı́ diferenciálnı́ rovnice 3. řádu

−{X, t}+Q(X)X ′ 2 = q(t), (b)

kde {X, t} představuje schwarzovskou derivaci neznámé funkce X v bodě t ∈ j. Zásadnı́ význam
má věta o existenci a jednoznačnosti řešenı́ DR (b): Pro libovolné hodnoty t0 ∈ j,X0, X

′
0( 6= 0), X ′′

0
existuje právě jedno nejširšı́ řešenı́ DR (b) s počátečnı́mi hodnotami X(t0) = X0, X

′(t0) =
X ′

0, X
′′(t0) = X ′′

0 . Zejména se vyšetřı́ takzvaná úplná řešenı́, která jsou definovaná v celém
intervalu j a jejichž hodnoty pokryjı́ interval J . Pomocı́ úplných řešenı́ se integrály DR (a), (A)
v celém svém průběhu transformujı́ navzájem ve smyslu formule (l). Zejména se vyšetřı́ otázky
existence a vlastnosti úplných řešenı́ a mimo jiné i struktura jimi vytvořené množiny.

Důležité mı́sto v této transformačnı́ teorii zaujı́má teorie tzv. dispersı́. Tato teorie má úzký vztah
k transformaci integrálů DR (a) na integrály téže rovnice, přičemž koeficient q je spojitý a záporný
v intervalu (−∞,∞) a integrály se předpokládajı́ oscilatorické. Výchozı́m bodem teorie dispersı́
jsou jisté funkce, které se nazývajı́ centrálnı́ disperse 1., 2., 3. a 4. druhu a popisujı́ „rozptyl“
nulových bodů integrálů a jejich derivacı́. Např. hodnota centrálnı́ disperse 1. druhu s indexem
ν(= . . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . ) v bodě t ∈ (−∞,∞), ϕν(t) je ν-tým konjugovaným bodem napravo
nebo nalevo podle toho, zda je ν > 0 nebo ν < 0; kromě toho se definuje ϕ0(t) = t.

Centrálnı́ disperse jsou přı́stupné hluboké analýze a vyznačujı́ se četnými jednoduchými a
zajı́mavými vlastnostmi. Např. centrálnı́ disperse ϕν jsou třı́dy C3 a splňujı́ nelineárnı́ DR 3. řádu

−{X, t}+ q(X)X ′ 2 = q(t). (b)

Řešenı́ této DR (b) definovaná v intervalu (−∞,∞) tvořı́ spojitou třı́parametrickou grupu G,
jejı́ž algebraickou strukturu lze obsáhle popsat. Dále pak lze udat konstrukci integrálů DR (b).

Aplikace vyšetřované teorie transformacı́ jsou četné. Tato teorie se hodı́ zejména k řešenı́
problémů, v nichž se majı́ určit všechny DR (a) s předem danými vlastnostmi integrálů. Tak
byly např. určeny všechny DR (a), jejichž integrály majı́ předepsaný počet nulových bodů, dále
všechny DR (a) s ekvidistantnı́mi nulovými body integrálů nebo s dvojicemi nezávislých integrálů
u, v se společnými nulovými body součinů uu′, vv′. Dále vedla transformačnı́ teorie k jiným
cenným výsledkům, např. k zobecněnı́ Floquetovy teorie na DR (a) s neperiodickými koeficienty a
k různým aplikacı́m v teorii lineárnı́ch DR 3. a 4. řádu.

4. V teorii lineárnı́ch DR 2. řádu se v poslednı́ době dosáhl dalšı́ významný pokrok. Např.
přesnějšı́ analýza všech pracı́ o oscilačnı́ch kritériı́ch pro lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice 2. řádu
dala výsledek, že všechna tato kritéria lze v podstatě vyjádřit pomocı́ samotných dvou formulı́.
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5. Poznámka. Bylo by přı́padně možné se omezit na vyšetřovánı́ lineárnı́ch DR 2. řádu, kdyby
se mělo ukázat, že zahrnutı́ výše zmı́něných otázek o DR y′ = f(x, y) vede k přı́liš velkému rozsahu
práce. V tomto přı́padě by přirozeně bylo žádoucı́ zvolit pro práci jiný titul.

Brno, 3. listopadu 1960 Dr. Otakar Borůvka

Termı́n odevzdánı́ rukopisu byl stanoven na konec roku 1961. Ovšem, stejně jako napřı́klad
u knihy Kapitoly, O. Borůvka termı́n odevzdánı́ rukopisu několikrát posouval a měnil také obsah
připravované knihy. O prvnı́m nedodrženı́ termı́nu pojednává následujı́cı́ citace z dopisu O. Bo-
růvky berlı́nskému nakladatelstvı́ z 8. března 1962:

Delšı́ dobu se odhodlávám (tentokrát s pocity dlužnı́ka) Vám napsat. Nezapomněl jsem na
domluvu mezi mnou a p. Bollem, která se týkala napsánı́ práce o nových výsledcı́ch v oblasti
obyčejných dif. rovnic pro Vaši řadu „Mathematische Forschungsberichte“ a jsem si plně vědom
toho, že lhůta odevzdánı́ rukopisu 31. 12. 1961 již uplynula. Bohužel nemohu lhůtu vzhledem k čet-
ným funkcı́m dodržet, přičemž roli hrála i ta skutečnost, že jsem při zpracovávánı́ látky narazil na
nové zajı́mavé problémy, jejichž vyřešenı́ a zahrnutı́ do práce se mi zdá být vhodné. Požádal bych
Vás o omluvu tohoto zpožděnı́ a o zprávu, zda stále ještě máte zájem tuto práci vydat. V kladném
přı́padě bych uvažoval o dokončenı́ rukopisu během roku 1962.

Přátelskou odpověd’s návrhem nového termı́nu dostává O. Borůvka obratem 23. března 1962:

... a sdělujeme Vám, že stejně jako dřı́ve máme zájem vydat Vaši práci a těšı́me se z toho, že
jste mezitı́m dosáhl dalšı́ nové výsledky.

Souhlasili bychom s tı́m, že nám koncem roku 1962 nebo počátkem 1963 zašlete rukopis tak,
že by kniha mohla vyjı́t počátkem roku 1964. Jestli s tı́mto souhlası́te, mohli bychom nynı́ připravit
nakladatelskou smlouvu.

V dopise z 21. června 1962 O. Borůvka termı́n odevzdánı́ ještě trochu posouvá a měnı́ také
původně navrhovaný název práce a jejı́ obsah. Nadále zamýšlı́ zahrnout do práce pouze vý-
sledky z teorie transformacı́, nikoliv výsledky týkajı́cı́ se otázek jednoznačnosti řešenı́ rovnice
y′ = f(x, y):

Dovoluji si Vám předem sdělit, že stejně jako dřı́ve pomýšlı́m na vydánı́ své práce o diferenciál-
nı́ch rovnicı́ch u Vašeho nakladatelstvı́ a přirozeně souhlası́m s přı́pravou nakladatelské smlouvy.
Za tı́m účelem si dovoluji sdělit následujı́cı́ (předběžná) data:

Název: Transformačnı́ teorie obyčejných diferenciálnı́ch rovnic
Rozsah: zhruba 8 tiskových archů
Odevzdánı́ rukopisu: do 31. července 1963.

V dalšı́ korespondenci mezi O. Borůvkou a berlı́nským nakladatelstvı́m VEB Deutscher Verlag
der Wissenschaften (dále DVdW) z roku 1962 se jedná o právech ohledně vydánı́. DVdW sděluje,
že nemohou převzı́t odpovědnost za vydánı́ v německém jazyce, jestliže si nebudou jisti, že tato
kniha nevyjde v anglickém nebo francouzském vydánı́. Česká organizace Dilia (Československé
divadelnı́ a literárnı́ jednatelstvı́), která zastřešovala jednánı́ ohledně vydánı́ této knihy, sděluje, že
nenı́ ochotna předávat celosvětová práva na vydánı́ nakladatelstvı́m mimo ČSSR.
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Uved’me stručně citace z několika dopisů, jež se týkajı́ organizačnı́ch záležitostı́ okolo vydánı́
této práce:

DVdW (13. zářı́ 1962): Panı́ Šimicová 19 nás informovala, že souhlas Dilie by byl dosaži-
telný, kdyby se dı́lo tisklo v ČSSR. Budeme v této záležitosti jednat s našı́m Deutschen Buch-Export
und Import GmbH, jelikož výrobnı́ pověřenı́ mimo NDR je možno zadat jenom přes tuto organizaci.

DVdW (2. listopadu 1962): Náš knižnı́ export v zásadě souhlası́ s tı́m, že Vaše plánované dı́lo
bude vytištěno v ČSSR. Jelikož dle sdělenı́ panı́ Šimicové pak pro zadánı́ celosvětových práv ze
strany Dilie nenastanou obtı́že, připravı́me návrh smlouvy a předáme ji Vám a Dilii prostřednictvı́m
našeho úřadu pro autorská práva.

Jelikož tato cesta zabere jistý čas, prosı́me Vás o trochu trpělivosti.

O. Borůvka (23. února 1963): Souhlası́m s tı́m, že dı́lo bude vytištěno v ČSSR. Jestli dobře
rozumı́m situaci, bude Vaše nakladatelstvı́ jediným mým smluvnı́m partnerem, zatı́mco s tiskem
v ČSSR souvisejı́cı́ (technické) otázky budou řešeny na základě dohody mezi Vašı́m nakladatel-
stvı́m a nakladatelstvı́m ČSAV (pı́. Šimicová).

DVdW (29. dubna 1963): ... potvrzujeme, že smluvnı́ situace bude skutečně taková, jak ji ve
svém dopise předpokládáte. K přı́pravě návrhu smlouvy bychom rádi měli ještě některé údaje,
které dnes už jistě přesněji přehlédnete než před časem. Žádáme Vás tedy o podrobnějšı́ obsah,
předpokládaný rozsah, počet vyobrazenı́ a termı́n dodánı́ rukopisu.

Po dalšı́ch dvou urgujı́cı́ch dopisech z německé strany O. Borůvka 1. řı́jna 1963 odepisuje a
vysvětluje svoji situaci ohledně odevzdánı́ rukopisu a znovu posouvá termı́n.

... Pilně pracuji na dı́le o diferenciálnı́ch rovnicı́ch, které připravuji pro Vaše nakladatelstvı́.
Práce pokračuje, ale často daleko pomaleji než jsem původně předpokládal. Chtěl jsem Vám
požadované údaje o svém rukopisu sdělit až po těchto prázdninách, protože jsem odpověd’ chtěl
uzpůsobit pokroku, kterého dosáhnu během prázdnin.

Nynı́ situace vypadá tak, že dı́lo bude trochu většı́ (kvůli četným novým výsledkům), zhruba
10 tiskových archů; vyobrazenı́ – asi 2 jednoduché grafy; termı́n dodánı́ rukopisu (prosı́m za pro-
minutı́) – zhruba 30. zářı́ 1964; název – Transformačnı́ teorie obyčejných diferenciálnı́ch rovnic
2. řádu; zpracovánı́ – podobně jako v mé knize o grupoidech (pečlivé). Kvůli smlouvě (po nejlep-
šı́ch zkušenostech s Vašı́m nakladatelstvı́m) si nedělám starosti a prosı́m Vás, abyste mému přı́slibu
v plné mı́ře důvěřovali.

V dopisech z 6. února 1964 a následně z 15. dubna 1964 nakladatelstvı́ DVdW žádá O. Borůvku
o sdělenı́, zda platı́ termı́n dodánı́ rukopisu 30. zářı́ 1964. Na to O. Borůvka odpovı́dá dopisem
z 6. května 1964:

... Pracuji pilně na dı́le o diferenciálnı́ch transformacı́ch, které připravuji pro Vaše nakla-
datelstvı́. K tomu se vztahujı́cı́ plán pracı́ jsem ve studijnı́m roce 1963/64 doposud mohl zhruba
dodržet. Nynı́ jsem ale před obdobı́m zahraničnı́ch cest, ve kterém by moje práce mohla být pozdr-
žena. (Zejména budu v červnu o své transformačnı́ teorii přednášet ve Stuttgartu, Tübingenu a
v Giessenu.) Doufám, že budu moci dodat rukopis nejpozději počátkem roku 1965, bojı́m se ale,
že tlak neměnitelného dodacı́ho termı́nu by moji práci mohl nepřı́znivě ovlivnit. Vždyt’ se jedná

19Panı́ Šimicová zastupovala nakladatelstvı́ ČSAV.
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o jedinečnou původnı́ monografii ve velmi žádoucı́ oblasti. O monografii, v nı́ž se uplatňujı́ moje
celoživotnı́ zkušenosti v klasické analýze, diferenciálnı́ geometrii a modernı́ algebře. Rozhodujı́-
cı́m pro dokončenı́ rukopisu bude pokrok, kterého budu moci dosáhnout během velkých prázdnin.
Neopomenu Vás o tom informovat kolem 30. zářı́ 1964.

Německá strana v dopise z 20. července 1964 sděluje, že bude stačit, když počátkem čtvrtého
čtvrtletı́ dá O. Borůvka vědět, jaký termı́n dodánı́ rukopisu navrhuje. 8. řı́jna 1964 O. Borůvka pı́še

... rukopis je ze třı́ čtvrtin hotový. Počı́tejte s dodánı́m rukopisu asi v průběhu přı́štı́ho roku 1965.

Následujı́cı́ dopisy nám ale dávajı́ informaci o tom, že ani tento termı́n ještě nebyl konečný.

DVdW (13. srpna 1965): ... Co se týče Vašı́ knihy o diferenciálnı́ch transformacı́ch byli bychom
rádi, kdybychom od Vás obdrželi rukopis do konce zářı́ t. r. Jako termı́n, kdyby dı́lo mělo vyjı́t,
předpokládáme I. čtvrtletı́ 1967.

O. Borůvka (4. řı́jna 1965): ... Současný stav rukopisu mé knihy o diferenciálnı́ch transforma-
cı́ch je takový, že k jeho dokončenı́ scházı́ ještě zhruba 15 stran. Pak by mělo dojı́t ještě k zevrubnému
projitı́ rukopisu a ke zhotovenı́ opisů. Doufám, že všechny tyto práce uzavřu během asi třı́ měsı́ců
tak, že budu moci rukopis odeslat asi v lednu 1966. Mohu Vás ujistit, že jde o pečlivou, vyzrálou
a zcela původnı́ práci. Rozsah by měl být zhruba tentýž jako u mé knihy o grupoidech a grupách.
Přirozeně by mě těšilo, kdyby předpokládaný termı́n I. čtvrtletı́ 1967 vydánı́ tohoto dı́la mohl být
zachován. Mám v úmyslu přijet do Berlı́na na oslavy K. Weierstasse (19. – 23. t. m.) a tak bychom
mohli diskutovat o podrobnostech. Je mi lı́to, že práce na rukopisu nepokračujı́ rychleji, mám
ale stále nové povinnosti, které nemohu pominout (mj. jsem byl od počátku roku 1965 požádán
o zaslánı́ rukopisů pro oslavné svazky časopisů od pěti redakcı́).

DVdW (3. prosince 1965): ... S termı́nem dodánı́ rukopisu (leden 1966) souhlası́me a doufáme,
že se nám přesto podařı́ dı́lo vydat v lednu 1967.

Při charakteru, který dı́lo nynı́ nabylo, se naskýtá otázka, zda je účelné dı́lo zveřejnit v řadě
„Mathematische Forschungsberichte“, kterou vydává pan prof. Dr. Grell jako brožovanou. Snad
by bylo účelnějšı́ dı́lo vydat jako monografii v našı́ řadě „Hochschulbuchreihe“ tak, jako Vaše
druhé dı́lo.

Byli bychom Vám vděčni, kdybyste nám k tomu sdělil svůj názor. Kromě toho Vás prosı́me
o udánı́ počtu stran rukopisu a počtu obrázků, abychom mohli připravit smlouvu. Jako honorář,
když od Vás zı́skáme celosvětová vydavatelská práva, předpokládáme 500,- MDN za tiskový arch.
Z toho se přirozeně odečtou daně z honoráře v NDR a u Vás. Výši nákladu stanovı́me až po
nahlédnutı́ do rukopisu.

DVdW (21. ledna 1966): ... Při této přı́ležitosti si dovolujeme Vás zdvořile požádat o odpověd’
na náš dopis z 3. prosince. Vaše údaje potřebujeme k vyhotovenı́ smlouvy... Kromě toho doufáme,
že zůstává u Vámi uvedeného termı́nu pro odevzdánı́ rukopisu (leden 1966).

O. Borůvka (12. února 1966): ... Práce na rukopisu mého dı́la Transformačnı́ teorie obyčejných
lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic 2. řádu ještě stále nejsou uzavřeny, i když tento cı́l sleduji
(doslova) ze všech sil. Myslı́m, že k úplnému dokončenı́ budu potřebovat ještě zhruba dva měsı́ce.
Jistou informaci o (zcela původnı́m) obsahu a rozsahu (zhruba 18 archů) dı́la Vám může poskytnout
přiložený přehled obsahu.

Jsem zcela srozuměn s tı́m, že dı́lo bude zveřejněno ve Vašı́ řadě „Hochschulbuchreihe“ a chtěl
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jsem Vám i sám učinit takový návrh. V rukopisu se vyskytujı́ 4 (tušı́ vyvedená) vyobrazenı́. Ve všem
ostatnı́m vkládám ve Váš dalšı́ postup plnou důvěru.

Německá strana v dopise z 8. března 1966 souhlası́ s odevzdánı́m rukopisu na konci dubna
1966 a navrhuje honorář 500,- MDN. Na to O. Borůvka odpovı́dá 23. dubna 1966:

... S největšı́ radostı́ Vám mohu sdělit, že je nynı́ rukopis mé knihy „Lineare Differentialtrans-
formationen 2. Ordnung“ připraven k tisku. Mám v úmyslu tento rukopis v průběhu přı́štı́ho týdne
odevzdat v Dilii. V přı́loze si Vám dovoluji k Vašı́ informaci poslat předmluvu ke své knize.

Zdá se mi dost obtı́žné zaujmout stanovisko k Vašemu návrhu honoráře MDN 500,- (brutto).
Myslı́m, že honorář zhruba MDN 600,- by byl přiměřenějšı́.

Celá tato záležitost je ukončena dnem 21. května 1966, kdy berlı́nské nakladatelstvı́ telegra-
mem potvrzuje převzetı́ rukopisu. A tak nakonec, po šesti letech zpožděnı́, byla monografie [16]
vydána v roce 1967.

Závěrem srovnejme původnı́ záměr O. Borůvky z roku 1960 s výslednou monografiı́ z roku
1967. Původně měla práce obsahovat jednak výsledky z oblasti diferenciálnı́ch rovnic prvnı́ho
řádu, předevšı́m o jednoznačnosti řešenı́ rovnice y′ = f(x, y) a jednak výsledky transformačnı́
teorie diferenciálnı́ch rovnic 2. řádu. Postupně byla teorie rozšiřována o nové výsledky z let 1961
– 1966, jako byla teorie fázı́ diferenciálnı́ch rovnic 2. řádu (vyjádřenı́ řešenı́ pomocı́ fázı́, vztahy
mezı́ fázı́ a dispersı́, polárnı́ funkce, elementárnı́ fáze, algebraická struktura fázı́) a teorie obec-
ných dispersı́ (lineárnı́ zobrazenı́ integrálnı́ch prostorů diferenciálnı́ch rovnic (q), (Q), normované
lineárnı́ zobrazenı́, konstruktivnı́ zavedenı́ obecné disperse a souvislost s úplným řešenı́m Kumme-
rovy rovnice). Množstvı́ nových výsledků vedlo O. Borůvku ke změně rozsahu, struktury i názvu
zamýšlené publikace. Konečná verze obsahuje pouze výsledky transformačnı́ teorie a nese název
Lineare Differentialtransformationen 2. Ordnung. Partie o obecnějšı́ch otázkách, které se pojı́
k Borůvkovým dřı́vějšı́m výsledkům o jednoznačnosti řešenı́ rovnice y′ = f(x, y) z roku 1956 se
do této knı́žky nedostaly.
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[14] Sur une application géométrique des dispersions centrales des équations différentielles linéaires du
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deuxième ordre. Rev. Roumaine Math. Pures Appl., 15 (1970), 1345–1356.

[25] Linear differential transformations of the second order. Translated from the German by F. M. Arscott.
The English Universities Press, Ltd., London, 1971, xvi+254.
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3 Charakteristika publikacı́

[1] O koleóbl�wihs� integralah differencial�nyh line$inyh uravneni$i 2-ogo por�dka.
Czech. Math. J. 3 (78) (1953), 199–255. (Russian. French summary)

MR 15,706:
Let Q(x) be continuous and negative for all real x and such that all the non-trivial solutions of
the equation (a) y′′ = Q(x)y are oscillatory, i.e. have infinitely many zeros with no finite limit
point. Let · · · < α−1 < α0 < α1 < . . . be the ordered zeros of an integral y0(x) of (a). Since
y0(x) is determined, except for a constant factor, by any one of its zeros, αn(n = ±1,±2, . . . )
is uniquely determined by α0: αn = ϕn(α0). The author calls ϕn(x) the central dispersion (of
the first kind) of index n; ϕn(x) is monotone increasing and belongs to C3. The ϕn(x) form
a cyclic group C in the sense that ϕn(ϕm(x)) = ϕn+m(x), ϕ1(x) being the generator, and
ϕ0(x) = x the unit element. The ϕ2n(x) (n = 0,±1, . . . ) form an invariant subgroup S of C.
Let U(x), V (x) and u(x), v(x) be two fundamental systems of solutions of (a). Then a relation
p is set up between the integrals Y (x) = aU(x) + bV (x) and y(x) = au(x) + bv(x) (a, b
any real constants): y =pY . This leads to a relation α = ζ(A) between the zeros A of Y
and the zeros α (properly chosen) of y, which the author calls proper dispersion. A proper
dispersion ζ(x) is in C3 and either monotone increasing („direct“) or decreasing („indirect“).
The ζ(x) form a 3-dimensional group G with ζ(x) = x as identity. The elements of G are all
the the solutions of the equation of third order (b) T ′′/T + ζ ′2Q(ζ) = Q(x), T = |ζ ′|−1/2.
The direct proper dispersions form an invariant subgroup P of G whose center is C. The
group G/S is isomorphic to the group of real unimodular matrices of order 2. Also considered
are dispersions of the second, third and fourth kind referring to the zeros and the extrema of
integrals of equation (a).

M. Golomb (Lafayette, Ind.)

Zbl 053.05805
A great number of elementary properties of the oscillatory solutions of an equation y′′ = Q(x)y
are discussed, such as the distribution of zeros and extreme values.

J. L. Massera

[2] Zameqani� k recenzii M. I. Eól�xina moeó$i stat�i ”O koleóbl�wihs� integralah
differencial�nyh line$inyh uravneni$i 2-ogo por�dka“. Czech. Math. J. 6 (81) (1956), 431–
433. (Russian. French summary)

MR 20 #4053
Reply to the review in RŽ Mat 1956 #406, of the article in same J. 3 (78) (1953), 199–255 [MR
15, 706].

Zbl 075.26901
Verf. gibt einige Bemerkungen und Berichtigungen zu dem im Titel genannten Referat von
M. I. El’šin (R. Ž. Mat. 1956, Nr. 406) über die Arbeit des Verf. [Czechosl. math. J. 3 (78),
199–255 (1953, dies. Zbl. 53, 58)].
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[3] Sur la transformation des intégrales des équations différentielles linéaires ordinaires du second
ordre. Ann. Mat. Pura Appl., (4) 41 (1956), 325–342. (French)

MR 20 #1814:
Given a function X(t) with a non-vanishing derivative X ′, define {X, t} = 1

2
X′′′
X′ − 3

4
X′′2
X′2 ;

similarly for functions of T , the derivatives being indicated by dots. Let q,Q be two continuous
functions and consider equations (b): −{X, t}+Q(X)X ′2 = q(t), (B): −{x, T}+ q(x)ẋ2 =
Q(T ), (b’): −{X, t} + q(X)X ′2 = q(t), (B’): −{x, T} + Q(x)ẋ2 = Q(T ). The following
results are typical: 1. If X is an integral of (b) its inverse function is an integral of (B); 2. If X ,
y, X , y are integrals of (b), (B), (b’), (B’), respectively, the composite functions XX , yX , yy,
Xy, yX , Xy are solutions of (b), (b), (B), (B), (b’), (B’), respectively; 3. Let X be an integral
of (b) and U an integral of (A): Y ′′ = Q(T )Y ; then (13): u = U(X)X ′−1/2 is an integral of
(a): ÿ = q(t)y; and conversely (with certain restrictions which we do not reproduce explicitly)
if u, U are integrals of (a), (A), there is an integral X of (b) such that (13) holds.

J. L. Massera (Zbl 72, 89)

Zbl 072.08902
Stejné jako v MR.

[4] Théorie analytique et constructive des transformations différentielles linéaires du second ordre. Bull.
Math. Soc. Sci. Math. Phys. R. P. Roumaine 1 (49) (1957), 125–130. (French)

MR 21 #3608
Es handelt sich um folgendes noch von Kummer herrührendes Problem: Wenn zwei Diffe-
rentialgleichungen von sog. Jacobischem Typus (1) y′′ = q(t)y; (2) Y ′′ = Q(T )Y und ein
Integral U(T ) der Gleichung (2) gegeben sind, wobei q und Q kontinuierliche Funktionen
sind, zwei Funktionen w(t) und X(t) derart zu finden, dass u(t) = w(t) · U [X(t)] ein In-
tegral der Gleichung (2) wird. Zu dem Zweck entwickelt der Verf. eine Theorie der linearen
Differentialtransformationen von zweiter Ordnung, die aus einem analytischen und einem sog.
konstruktiven Teil besteht. In der vorliegenden Arbeit wird der analytische Teil ganz kurz
gestreift, da er ausführlich vom Verf. früher veröffentlicht wurde [Ann. Mat. Pura Appl. (4) 41
(1956), 325–342; MR 20 #1814], während der konstruktive Teil etwas vollständiger behandelt
wird.

T. P. And elić (Belgrade)

Zbl 082.07501
Let (a): y′′ = q(t)y, (A): Y ′′ = Q(T )Y , (b): −{X, t} + Q(X)X ′2 = q(t), where q, Q are
continuous functions in open intervals j, J and {X, t} = X ′′′(2X ′)−1 − 3X ′′2(2X ′)−2 is the
Schwartzian derivative; assume that the integrals of (a), (A) are oscillatory (i.e., have infinitely
many roots) at both ends of both intervals j, J . Given t0 ∈ j, X0 ∈ J and two integrals
y, Y of (a), (A) which are both zero or both different from zero at t0, X0, respectively, a
direct (indirect) correspondence between the roots of y, Y is established by associated roots
with equal ordinal numbers counted from t0, X0 in the same (opposite) direction. Let σ, Σ
be the families of all solutions of (a), (A) and p : σ → Σ any isomorphism; if u, v ∈ σ are
linearly independent, the characteristic of p is the sign of the quotient of the two Wronskian
determinants of u, v and pu, pv; p is regular if y ∈ σ, y(t0) = 0 implies (py)(X0) = 0. Let
p be a regular isomorphism, t ∈ j, y ∈ σ, y(t) = 0; the direct (indirect) dispersions D(D)
are defined as functions of t by: D(t) (D(t)) is equal to the root of py associated to t in the
direct (indirect) correspondence. The following theorem is stated: the solutions of (b) exist in
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j and they are the direct dispersions corresponding to the different regular isomorphisms with
positive characteristic and the indirect dispersions of the regular isomorphisms with negative
characteristic; the former represent all the increasing, the latter all the decreasing solutions.
Indications of other related results are also given.

J. L. Massera

[5] Sur les transformations différentielles linéaires complètes du second ordre. Ann. Mat. Pura Appl.,
(4) 49 (1960), 229–251. (French)

MR 22 #5771 The results of a previous paper [same Ann. (4) 41 (1956), 325–342; MR 20 #1814]
are only of a local character, i.e., the solutions of (b) exist (and hence the transformation (13)
applies) only in intervals which are smaller than the intervals j, J of definition of (a), (A). A
solution of (b) is called complete if it is defined on j and its values cover J ; the corresponding
transformation is also called complete. The present work is devoted to the investigation of
the existence of complete solutions. The decisive condition is that (a), (A) have the same
type m (supposed to be finite and ≥ 2), the type being the maximum number of zeros of the
solutions in the interval of definition, and are both simultaneously special or non-special, an
equation (a) being special if inf {t ∈ j; t has a conjugate in j which is < t} is conjugate to
sup {t ∈ j; t has a conjugate in j which is > t}. A detailed description of the results would be
too lengthy to be reproduced here.

J. L. Massera (Montevideo)

Zbl 095.28603
Stejné jako v MR.

[6] Transformations des équations différentielles linéaires du deuxième ordre. – Décompositions dans
les ensembles et théories des groupoïdes. Algèbre et Théorie des Nombres. Sém. P. Dubreil, M.-L.
Dubreil-Jacotin et C. Pisot 14 (1960/61), Nr. 22, 18 et 17p. (1963).

Zbl 121.07103
Verf. gibt einen Überblick über die Hauptdefinitionen und Hauptergebnisse der Theorie der
Transformation der Lösungen der Differentialgleichung (a) y′′ = q(t)y, t ∈ j, in die Lö-
sungen der Gleichung (b) Y ′′ = Q(T )Y , T ∈ J . Diese Transformation ist durch die Formel
y(t) = (|X ′(t)|)−1/2Y (X(t)) gegeben. Dabei ist X(t) eine Lösung der nichtlinearen Dif-
ferentialgleichung (c) −{X, t} + Q(x)X ′2 = q(t), wo {X, t} die sogenannte Schwarzsche
Ableitung bedeutet. Es zeigte sich daß der Begriff des Typus einer Differentialgleichung in
dieser Transformation eine wichtige Rolle spielt. Die Gleichung (a) ist vom Typusm, wenn es
eine Lösung von (a) gibt, welche auf j mNullstellen hat, aber keine Lösung von (a) mehr alsm
Nullstellen besitzt. Hat irgendeine Lösung von (a) auf j unendlich viele Nullstellen, so ist (a)
vom unendlichen Typus. Hinreichende und notwendige Bedingungen wurden dafür abgeleitet,
daß (a) vom Typus m ist. Weitere Grundbegriffe, wie eine Basis von (a), d. h. ein geordnetes
Paar (u, v) von linear unabhängigen Lösungen von (a), die Phase α und die Amplitude %, die
durch die Formeln: tgα = u(t)/v(t), % =

√
u2(t) + v2(t) definiert sind, haben sich als sehr

fruchtbar in der Theorie der Transformation erwiesen. Mit Hilfe dieser wurde zum Beispiel
die Frage der Existenz und Eindeutigkeit der Lösung von (c) gelöst. Es wurden weiter die ent-
sprechenden Intervalle i ⊂ j, I ⊂ J abgeleitet, auf welchen sich die Transformation abspielt.
Die Transformation heißt komplett, wenn i = j, I = J ist. Notwendige und hinreichende
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Bedingungen für eine solche komplette Transformation werden angegeben. Verf. beschäftigt
sich weiter mit den speziellen Lösungen von (c), den sogenannten Zentraldispersionen. Es sei
t eine beliebige Zahl aus j und es sei u(v) die Lösung von (a), welche in t (deren Ableitung in
t) eine Nullstelle hat. Dann ist ϕn(t) (ψn(t), χn(t), ωn(t)) die n-te nach t liegende Nullstelle
von u (v′, u′, v). Die Funktion ϕn(t) (ψn(t), χn(t), ωn(t)) heißt die n-te Zentraldispersion
erster (zweiter, dritter, vierter) Gattung. Die Zentraldispersionen sind die Lösungen von (c).
Man kann eine ausführliche Analysis der Zentraldispersionen durchführen. Einige ihrer Ei-
genschaften sind hier angegeben. Zum Schluß führt Verf. einige Probleme an, die mittels der
Theorie der Transformation schon gelöst wurden.

M. Švec

[7] Sur la structure de l’ensemble des transformations différentielles linéaires complètes du second ordre.
Ann. Mat. Pura Appl., (4) 58 (1962), 317–333. (French)

MR 26 #3981
Further results on the subject studied in previous papers by the author [same Ann. (4) 41
(1956), 325–342; MR 20 #1814; ibid. 49 (1960), 229–251; MR 22 #5771]. It is shown, for
instance, that the complete solutions in the nonspecial case may be split into two families, each
of which admits an ordering which makes them order-isomorphic to the set of real numbers. In
the special case the situation is more involved since each one of the two families depends on
two parameters. Other properties of these families are too complicated to be summarized here.

J. L. Massera (Montevideo)

Zbl 111.28001
Dans un Mémoire antérieur (ce Zbl. 95, 286) l’A. a étudié l’existence et la généralité de ces
transformations. Dans celui-ci il introduit la théorie de façon plus directe et il étudie les pro-
priétés de ces transformations moyennant les solutions d’une certaine équation différentielle
non-linéaire de troisième ordre.

A. de Castro

[8] Über einige Ergebnisse aus der Theorie der linearen Differentialtransformationen 2. Ordnung. Heft
13 der Schriftenreihe der Institute für Mathematik. Bericht von der Dirichlet-Tagung. Akademie-
Verlag, Berlin, 1963, 51–57. (German)

MR 31 #429
An expository lecture presented in 1959.

Zbl 114.28803
Bericht über einige Ergebnisse aus der Transformationstheorie der gewöhnlichen linearen Dif-
ferentialgleichung 2. Ordnung [s. a. Verf., dies. Zbl. 72, 89; 82, 75; 95, 286; sowie M. Laitoch,
Czechosl. Math. J. 6 (81), 265–380 (1956); J. Chrastina, Časopis Mat. 87, 188–197 (1962)].

[9] Sur l’ensemble des équations différentielles linéaires ordinaires du deuxième ordre qui ont la même
dispersion fondamentale. Bul. Inst. Politehn. Iaşi, 9 (13) (1963), no. 3–4, 11–20. (French. Russian,
Romanian summary)
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MR 31 #3655
Consider an equation (1) y′′ = q(t)y which is oscillatory for t → ±∞, and for any real t, let
ϕ(t) be the first right conjugate point of t. The function ϕ is called the fundamental dispersion
of the equation (1). It is shown that the set of all equations with the same fundamental dispersion
has the power of the continuum.

W. A. Coppel (Canberra)

Zbl 138.32403
Let (q): y′′ = q(t)y be a given linear differential equation of second order where q ∈
C0(−∞,∞). Let each solution of (q) have infinitely many zeros both to the left and to
the right of an arbitrary number. The basic central dispersion ϕ(t) of (q) is defined as follows:
Let u(t) be a non-trivial solution of (q) which vanishes at t0; then ϕ(t0) is the first zero of u(t)
lying on the right of t0. The following result is proved: The power of the set of all equations
(q) with the same basic central dispersion ϕ(t) does not depend on ϕ(t) and it is equal to
the power of the continuum. To this aim the theory of so called phases of (q) was developed.
Let u, v be two independent solutions of (q). Then a phase of (q) is a continuous solution of
tgα(t) = u(t)/v(t), v(t) 6= 0, for t ∈ (−∞,∞). For example, there is proved: The set of all
phases of all (q) forms a group and the set of so-called elementary phases [i. e. phases α(t)
satisfying the relation α(t+π) = α(t)+π signα′] is its subgroup. The formula is also derived
establishing all (q) with the same given basic central dispersion:

q = qα + (f ′′α+ 2f ′α cotgα)α′2,

where f ∈ C2 is a periodic function with period π and such that f(0) = f ′(0) = 0,∫ π

0
e−2f(σ)

sin2 σ
dσ = 0, α is given phase and qα is the coefficient of (q) with the phase α.

M. Greguš

[10] Transformation of ordinary second-order linear differential equations. Differential Equations and
their Applications (Proc. Conf. Equadiff I, Prague 1962). Publ. House Czechoslovak Acad. Sci.,
Prague; Academic Press, New York, 1963, 27–38. (English)

MR 30 #295
This paper is concerned with conditions under which the equations y′′ + q(t)y = 0, Ÿ +
Q(T )Y = 0 can be transformed into one another by a change of variables y = w(t)Y ,
T = X(t). The problem was solved formally by Kummer in the last century. The author
outlines a rigorous treatment for the real domain and refers to previous papers for applications.

W. A. Coppel (Canberra)

Zbl 138.32402
Der Verf. behandelt das Kummersche Problem: Von zwei linearen Differentialgleichungen
II. Ordnung y′′ + q(t)y = 0, Ÿ + Q(T )Y = 0 ist die Lösung einer Gleichung bekannt.
Wie kann die Lösung der einen Differentialgleichung durch die der anderen ausgedrückt
werden? Dieses Problem führt auf die Schwarzsche Differentialgleichung, einer nichtlinearen
Differentialgleichung III. Ordnung. Die Existenz und Eindeutigkeit ihrer Lösungen wird mit
topologischen Methoden untersucht, die auch qualitative Aussagen über den Zusammenhang
zwischen Differentialgleichung und ihren Lösungen ermöglichen.

H.-J. Bangen
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[11] Über die algebraische Struktur der Phasenmenge der linearen oszillatorischen Differentialgleichun-
gen 2. Ordnung. Bericht von der Tagung über geordnete Mengen, Brno, November 1963. Publ. Fac.
Sci. Univ. J. E. P., Brno, n◦457, 1964, 461–462.

Tato práce nebyla recenzována ani v MR ani v Zbl. Jedná se o přednášku o algebraické struktuře
množiny fázı́ oscilatorických lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic 2. řádu, kterou O. Borůvka
proslovil na konferenci o uspořádaných množinách, jež se konala 4. – 7. prosince 1963 v Brně.

[12] Sur quelques applications des dispersions centrales dans la théorie des équations différentielles
linéaires du deuxième ordre. Arch. Math. (Brno), 1 (1965), 1–20. (French)

MR 33 #5984
The second-order equation y′′ = q(t)y is said to be oscillatory on the interval (a, b) if its
solutions have an infinite sequence of zeros as t→ a and as t→ b. If y(t) is a solution and x is
not a zero of y(t), then y(t) = y(t)

∫ t

x
[y2(σ)]

−1
dσ is also a solution on an interval about x not

containing any zeros of y(t). The author shows how to extend this solution to the whole interval
(a, b). He also studies the properties of equations with the same fundamental dispersion (i.e.,
whose solutions have the same zeros) as the given equation.

F. Brauer (Madison, Wis.)

Zbl 151.10804
The author considers the following differential equation y′′ = q(t)y, where q(t) is a contin-
uous function in the interval (a, b), which may be infinite. Two independent solutions of this
differential equation denoted by u and v are supposed to posses an infinite number of zeroes.
In this paper are considered the phases tgα(t) = u(t)/v(t). The author regards the solution
y(t)

∫ t

x
dσ

y2(σ) in the interval (−∞,∞) and gives some properties concerning the asymptotic
behaviour of the solutions and zeroes. The importance of the central dispersion in the theory
of the above mentioned differential equation is stressed and considered in details.

T. Tietz

[13] Über die allgemeinen Dispersionen der linearen Differentialgleichungen 2. Ordnung. Ann. Şti. Univ.
„Al. I. Cuza“ Iaşi, 11B (1965), 217–238. (German. Romanian, Russian summary)

MR 34 #1595
Another exposition of the transformation theory of second-order linear differential equations
and the author’s theory of dispersions [cf. the author, Differential equations and their applica-
tions (Proc. Conf., Prague, 1962), pp. 27–38, Publ. House Czechoslovak Acad. Sci., Prague,
1963; MR 30 #295].

W. A. Coppel (Canberra)

Zbl 173.34003
Consider oscillatoric differential equations (q): y′′ = q(t)y and (Q): Ÿ = Q(T )Y , where
q(t), Q(T ) are continuous functions on (−∞,∞). Let (u, v) and (U, V ) be two linearly
independent solutions of (q) and (Q), resp. A phase α(t) and A(T ) with respect to (u, v) and
(U, V ) is defined as a continuous function on (−∞,∞) satisfying tgα(t) = u(t)/v(t) and
tgA(t) = U(T )/V (T ), resp. Let p be a mapping of the set of all solutions of (q) into the set of
all solutions of (Q) defined in the following way: if y = λu+ µv then p(y) = λU + µV . The
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characteristic χp of p is number (uv′ − u′v)/(UV̇ − U̇V ). Let t0, T0 be arbitrary numbers,
(u, v) be a pair of independent solutions of (q). There exist λ, µ such that y(t) = λu +µv has
a zero at t0. Choose (U, V ) such that Y (T ) = λU +µV has a zero at T0. A mapping p defined
by means of these pairs (u, v) and (U, V ) is called normed mapping with respect to t0, T0. If,
moreover, phases α andA are chosen (which is always possible) such that α(t0) = A(T0) = 0,
then α,A are called canonical with respect to t0, T0 and p. Let · · · < t−1 < t0 < t1 < . . . and
· · · < T−1 < T0 < T1 < . . . be all zeros of a solution y of (q) and of a solution Y of (Q), resp.
Let p be a normed mapping with respect to t0, T0. Now, let t? ∈ (−∞,∞) be a number and y
be such a solution of (q) that y(t?) = 0. Let t? ∈< tν , tν+1) and T ? be the zero of Y = p(y)
lying in < Tν , Tν+1) if χp > 0 or in (T−ν−1, T−ν > if χp < 0. Then T ? = X(t?) is a general
dispersion of (q), (Q) (in this order) with respect to t0, T0 and p. – Some results: „Let X(t) be
a general dispersion with respect to t0, T0 and p. If α,A are canonical with respect to t0, T0 and
p, then α(t) = A(X(t)) on (−∞,∞)“. Further, all solutions of Kummer’s equation (Q, q):
−{X, t} + Q(X)X ′2 = q(t), where {X, t} is Schwarz’s derivative 1

2X
′′′/X ′ − 3

4X
′′2/X ′2,

are constructed: „All solutions of (Q, q) defined on (−∞,∞) are exactly all general dispersions
of (q), (Q).“ Algebraic structure of general dispersions is deeply studied as well.

F. Neuman

[14] Sur une application géométrique des dispersions centrales des équations différentielles linéaires du
deuxième ordre. Ann. Mat. Pura Appl., (4) 71 (1966), 165–187. (French)

MR 34 #6647
Given a collection of straight lines, the author studies the plane curves such that (i) each
straight line of the collection cuts the curve in at least two points, and (ii) the tangents to the
curves at each intersection are parallel. He characterizes such curves, using global properties
of second-order linear differential equations.

F. Brauer (Madison, Wis.)

Zbl 148.06001
„Sont étudiées les courbes planes caractérisées par la propriété d’être coupées par toute droite
d’un faisceau de droites en au moins deux points et de telle façon que les tangentes de la courbe,
dans les différents points d’intersection, sont mutuellement paralléles. L’étude est basée sur les
notions empruntées de la théorie des équations différentielles linéaires ordinaires du deuxième
ordre. Il s’agit des matières dans le domaine réel et de caractère global.“ (Authors’s summary.)

A. M. Krall

[15] Neuere Ergebnisse in der Transformationstheorie der gewöhnlichen linearen Differentialgleichungen
2. Ordnung. Vorträge der 3. Tagung über Probleme und Methoden der mathematischen Physik.
Technische Hochschule Karl-Marx-Stadt, 1966, Heft 1, 13–27.

Zbl 161.05804
This paper is a review one. The author states some results of his own and some of his disciples
for the equation (?) y′′ = q(t)y with a continuous function q(t) in an open interval. Firstly
results are given concerning oscillatory equations (?) with the same zeroes of solutions in
(−∞,∞). These results concern the power of the set of such equations (it is equal to C),
connection between functions q(t) of these equations and properties of their solutions. Then
the theory of transformation of (?) equations and its physical application is considered.

E. J. Grudo
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[16] Lineare Differentialtransformationen 2. Ordnung. Hochschulbücher für Mathematik, Band 67. VEB
Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin, 1967, xiv+218. (German)

MR 38 #4743
This book gives a connected account of work of the past twenty years by the author and other
Czechoslovak mathematicians on the transformation theory of second-order linear differential
equations.
Contents: (I) Grundlagen der Theorie: (A) Allgemeine Eigenschaften der gewöhnlichen li-
nearen homogenen Differentialgleichungen 2. Ordnung; (B) Phasentheorie der gewöhnlichen
linearen homogenen Differentialgleichungen 2. Ordnung; (II) Dispersionstheorie: (A) Theo-
rie der Zentraldispersionen; (B) Spezielle Probleme über Zentraldispersion; (C) Theorie der
allgemeinen dispersionen; (III) Allgemeine Transformationstheorie: (A) Allgemeine Transfor-
mationen; (B) Vollständige Transformationen.

Zbl 153.11201
Es handelt sich um eine Transformationstheorie für gewöhnliche lineare homogene Differenti-
algleichungen 2. Ordnung im Reellen, bei der man untersucht, wie sich Variablentransformati-
onen und damit zusammenhängende Vorgänge auf Lösungen auswirken, also um Fragen, die
zuerst von E. E. Kummer (1834) und dann später von Laguerre, Brioschi, Halphen, Forsyth, Lie
und anderen behandelt wurden. Die vorliegende Gestalt verdankt die Theorie neueren Arbeiten
von E. Barvı́nek, Verf., M. Greguš, Z. Hustý, M. Laitoch, F. Neuman, M. Ráb, V. Šeda und
anderen. Diese Theorie ist qualitativ und global und stützt sich wesentlich auf neue Begriffe.
Sie hat 2 Teile: 1. Die „Dispersionstheorie“ betrifft oszillatorische Differentialgleichungen. Sie
beruht auf dem Begriff der Zentraldispersion und umfaßt eine konstruktive Integrationsthe-
orie der Kummerschen Differentialgleichungen. 2. Die „allgemeine Transformationstheorie“
untersucht Eigenschaften von Lösungen der Kummerschen Differentialgleichung im Zusam-
menhang mit Transformationen bei linearen Differentialgleichungen 2. Ordnung. Demgemäß
gliedert sich das Buch, wie folgt: I. Grundlagen: A. Allgemeine Eigenschaften gewöhnlicher
homogener linearer Differentialgleichen 2. Ordnung (u. a. Eigenschaften von Integralen, kon-
jugierte Zahlen, zentroaffine Eigenschaften ebener Kurven). B. Phasentheorie der genannten
Gleichungen (Polarkoordinaten der Basen, Polarfunktionen, lokale und Randeigenschaften der
Phasen, algebraische Struktur der Phasenmenge oszillatorischer Differentialgleichungen usw.,
also die methodische Grundlage der zu entwickelnden Transformationstheorie). II. Dispersion-
stheorie: A. Zentraldispersionen (Z. D.) B. Spezielle Probleme (z. B. Differentialgleichungen
mit denselben Z. D. 1. Art, mit zusammenfallenden Z. D. k-ter und (k + 1)-ter Art, usw.).
C. Allgemeine Dispersionen (unter Zugrundelegung zweier oszillatorischer Differentialglei-
chungen (q) y′′ = q(t)y, a < t < b, und (Q) Ÿ = Q(T )Y , A < T < B. III. Allgemeine
Transformationstheorie: A. Allgemeine Transformationen (Transformationseigenschaften der
Lösungen der von Kummer angegebenen nichtlinearen Differentialgleichung (Qq) dritter Ord-
nung für die Transformierende der Differentialgleichungen (q), (Q)m, sowie Existenz- und
Eindeutigkeitsfragen bei (Qq), physikalische Anwendungen auf geradlinige und harmonische
Bewegungen). B. Vollständige Transformationen (Existenz und Allgemeinheit der vollständi-
gen Transformationen, Struktur der Menge vollständiger Lösungen von (Qq)). Die Darstellung
ist klar und leicht lesbar und erfordert keine besonderen Vorkenntnisse. Auf historische Zusa-
mmenhänge und geometrische Motivierungen wird Wert gelegt. Alles in allem hat man damit
eine abgerundete und wohlausgewogene Neuerscheinung, die sehr begrüßenswert ist.

E. Kreyszig
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[17] L’état actuel de la théorie des transformations des équations différentielles linéaires du deuxième
ordre. Colloque sur la théorie de l’approximation des fonctions. Cluj, 15. – 20. Septembre, 1967, 1–14.

Tato práce nebyla recenzována v MR ani v Zbl. Jedná se o stručný přehled nejdůležitějšı́ch
výsledků celé transformačnı́ teorie: Zavedenı́ prvnı́ a druhé fáze, Kummerův transformačnı́
problém, teorie centrálnı́ch dispersı́ (zavedenı́, základnı́ vlastnosti, derivace dispersı́, souvislost
transformačnı́ teorie a centrálnı́ch dispersı́), obecné disperse a algebraická struktura fázı́. Je zde
uvedeno, že jde o hlavnı́ výsledky zpracované v monografii [16], která byla v té době v tisku.

[18] Théorie des transformations des équations différentielles linéaires du deuxième ordre. Rend. Mat. e
Appl., (5) 26 (1967), 187–246. (French)

MR 37 #5453
This is an expository paper containing the text of four invited lectures delivered at the University
of Rome in April, 1967, concerning the author’s theory of transformations of differential
equations of the form y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0. This material has been reviewed previously
[the author, Bull. Math. Soc. Sci. Math. Phys. R. P. Roumaine 1 (49) (1957), 125–130; MR
21 #3608; Ann. Mat. Pura Appl. (4) 49 (1960), 229–251; MR 22 #5771; ibid. (4) 58 (1962),
317–333; MR 26 #3981; Differential equations and their applications (Proc. Conf., Prague,
1962), pp. 27–38, Publ. House Czechoslovak Akad. Sci., Prague, 1963; MR 30 #295; Bul.
Inst. Politehn. Iaşi (N. S.) 9 (13) (1963), no. 3–4, 11–20; MR 31 #3655; Arch. Math. (Brno) 1
(1965), 1–20; MR 33 #5984; An. Şti. Univ. „Al. I. Cuza“ Iaşi Secţ. I a Mat. (N. S.) 11B (1965),
217–238; MR 34 #1595; Ann. Mat. Pura Appl. (4) 71 (1966), 165–187; MR 34 #6647].

C. A. Swanson (Vancouver, B.C.)

Zbl 165.10002
Die vorliegende Arbeit enthält den Wortlaut von vier Vorträgen, die der Verf. über seine Trans-
formationstheorie der gewöhnlichen linearen Differentialgleichungen 2. Ordnung im Seminar
des Herrn Prof. G. Fichera an der Universität in Rom gehalten hatte (April 1967). Diese Theo-
rie ist inzwischen in ausführlicher monographischer Bearbeitung in Buchform erschienen [vgl.
Verf., Lineare Differentialtransformationen 2. Ordnung (1967; dies. Zbl. 153, 112)]. Die Arbeit
bringt eine Übersicht über die Struktur und den Inhalt der erwähnten Theorie, wobei namentlich
die neuartigen methodisch und sachlich wichtigsten Elemente dieser letzteren hervorgehoben
werden. Dies betrifft insbesondere den Begriff von verschiedenen Arten von Dispersionen,
die sogenannten vollständigen Transformationen, sowie die algebraischen auf gruppentheo-
retische Sätze gestützten Methoden, die bei Untersuchungen der Transformationsprozesse im
oszillatorischen Fall tiefliegende Resultate ergeben. Ferner findet man in der Arbeit in kurzge-
faßter Form die Lösung von einigen Problemen analytischer und geometrischer Natur, die die
Tragweite der erwähnten Transformationstheorie beleuchten.

Autorreferat.

[19] Éléments géométriques dans la théorie transformations des équations différentielles linéaires et
ordinaires du deuxièmes ordre. Atti Convegno internaz. Geom. diff. Ist. Geom. Univ. Bologna 1967,
97–108 (1970).

Zbl 243.34050
[This article was published in the book announced in this Zbl. 226.00013.] The author gives
a short geometric introduction to the theory developed in his book „Lineare Differentialtrans-
formationen 2. Ordnung“ (1967; this Zbl. 153, 112). The theory concerns conjugate and focal
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points (the latter both in the sense of the calculus of variations and in the sense adopted by most
ungeometric writers in the theory of ODE) of linear second order differential equations. Major
tools discussed are (a) the Kummer transform and (b) centro-affine differential geometry of
curves x(t) that satisfy the equation, in particular Radon curves. The analyst should be aware
of the following dictionary: Central dispersion of first kind = conjugate point, of second kind
= conjugate point of the derivative of a solution of the DE, of third kind = focal point in the
unhistoric sense of the word, of fourth kind = focal point in the sense of M. Morse.

H. Guggenheimer

[20] Über eine Charakterisierung der allgemeinen Dispersionen linearer Differentialgleichungen 2. Ord-
nung. Math. Nachr. 38 (1968), H 5/6, 261–266. (German)

MR 39 #5854
The equations under discussion are (q) y′′ − q(t)y = 0, (Q) Y ′′ − Q(t)Y = 0 and (Qq)
−{X, t}+Q(X)X ′2 = q(t), where {X, t} denotes the Schwarzian derivative. (q) and (Q) are
related by y(t) = |X ′(t)|−1/2

Y [X(t)]. With equation (q) one can associate a phase function
α(t), defined by tan α(t) = y1/y2, where y1 and y2 are linearly independent solutions of (q).
If (q) is of oscillatory type, then α(t) increases monotonically from−∞ to +∞. The set of all
phase functions forms a group under the operation of composition of functions. The identity
α(t) = t is associated with the equation (−1). One can define a linear mapping between the
solution spaces of (q) and (Q). To each such mapping p one can assign a functionX(t), namely,
the general dispersion. If y satisfies (q) and vanishes at t, then py satisfies (Q) and vanishes
at X(t), and X(t) satisfies (Qq). (For more details on these concepts, see the author’s book
[Lineare Differentialtransformationen 2. Ordnung, VEB Deutsch. Verlag Wissensch., Berlin,
1967; MR 38 #4743].) The set of all general dispersions associated with (Qq) is denoted by
I(Qq). The author proves, using substantially grouptheoretic arguments, that a phase-function
ξ is a general dispersion of (Qq) if and only if ξ−1I(QQ)ξ = I(qq).

H. Hochstadt (Brooklyn, N. Y.)

Zbl 193.04301
In the theory of transformations of linear differential equations of the 2nd order (Q) Y ′′ =
Q(T )Y , (q) y′′ = q(t)y, the central place is assumed by Kummer’s differential equation (Qq)
−{X, t}+Q(X)X ′2 = q(t), {X, t} = (1/2)(X ′′′/X ′)− (3/4)(X ′′2/X ′2),whose solutions
X transform every integral Y of the equation (Q) into a certain integral y of the equation (q)
in the sense of the formula: Y [X(t)]/

√
|X ′(t)| = y(t). In case of the definition interval of the

equations (Q), (q) being (−∞,∞) and these equations being oscillatory, the set I(Q, q) of all
solutions of the equation (Qq) is just formed of the so-called general dispersion of this equation,
which may be constructively described. In addition to it, I(Q, q) is known to be a subset in the
group of phases G of linear differential equations of the 2nd order and is given by the formula
I(Q, q) = A−1Cα, where A, α denote arbitrarily chosen (first) phases of the equations (Q),
(q) respectively and C denotes the fundamental subgroup in G, i. e. C= I(−1, q). For details,
see author: Lineare Differentialtransformationen 2. Ordnung (1967; this Zbl. 153, 112). In the
paper an algebraic characterization of the set I(Q, q) is studied. The article consists of three
parts: In the first part a certain theorem on conjugated subgroups of an abstract group is proved:
Let G be an (abstract) group, E (⊂ G) its subgroup and N the normalizator of this subgroup
in G. Further let A, a ∈ G be arbitrary elements and ga = a−1Ea, gA = A−1EA conjugated
subgroups with E with respect to a, A. Finally let G/l ga and G/r gA denote the left and the
right decompositions of the group G with respect to the subgroup ga and gA, respectively.
Then N coincides with E if and only if the set A−1Ea is the only common element of both

159



the decompositions G/l ga, G/r gA. In the second part is proved that the supposition of this
theorem is fulfilled in the case of the group of phases G and its fundamental subgroup C:N=C,
where N is the normalizator of C in G. In the third part the above mentioned theorem is realized
by the general dispersions of the equation (Qq). The result is the following characterization of
the general dispersions of the equation (Qq): ξ ∈ I(Q, q) ⇔ ξ−1I(Q,Q)ξ = I(q, q).

F. Neuman

[21] Sur les solutions simultanées de deux équations différentielles de Kummer. IVème Congrès des mathé-
maticiens d’expression latine et Commémoration de Elie Cartan, Bucuresti-Brasov, 1969. Résumés,
3–4.

Tato práce nebyla recenzována v MR ani v Zbl. Jedná se o resumé přednášky proslovené na
4. kongresu matematiků, jenž se konal ve dnech 17. – 24. zářı́ 1969.
Přednáška byla věnována otázce, za jakých podmı́nek majı́ dvě různé Kummerovy rovnice
oscilatorického typu stejné řešenı́. K řešenı́ této problematiky je využit algebraický přı́stup
k teorii transformacı́.

[22] Algebraic elements in the transformation theory of 2nd order linear oscillatory differential equations.
Acta F. R. N. Univ. Comenianae, Mathematica 17 (1967) (Proc. Conf. Equadiff II, Bratislava 1966),
27–36 (1969).

Zbl 218.34005
A survey article dealing with the algebraic aspects of the theory developed in the author’s book
[Lineare Differentialtransformationen 2. Ordnung (1967; this Zbl. 153, 112)].

H. Guggenheimer

[23] Geometric elements in the theory of transformations of ordinary second-order linear differential
equations. Symposium on Differential Equations and Dynamical Systems. Mathematics Institute,
University of Warwick, 1968–69, 19–22.

Tato práce nebyla recenzována v MR ani v Zbl. Jedná se o sbornı́k přı́spěvků proslovených
v seminářı́ch, které se konaly v Matematickém Institutu University Warwick v obdobı́ od
1. zářı́ 1968 do 30. června 1969. O. Borůvka zde proslovil přednášku s výše uvedeným
názvem. Zavedl pojmy fáze, centrálnı́ disperse, transformace a naznačil geometrický význam
centrálnı́ch dispersı́. Odkazuje se přitom na monografii [16] a na práci H. Guggenheimer, Some
geometric remarks about dispersions (Arch. Math. (Brno), 4 (1968), 193–199).

[24] Sur quelques propriétés de structure du groupe des phases des équations différentielles linéaires du
deuxième ordre. Rev. Roumaine Math. Pures Appl., 15 (1970), 1345–1356. (French)

MR 43 #6502
In this paper the author investigates some properties of certain groups that arise in the qualitive
study of oscillatory differential equations of the form (q) y′′ + qy = 0, q ∈ C(−∞,∞).
The first part of the paper is devoted to the proof of theorems and statement of terminology
necessary for the second part. In particular there are results pertaining to the transformation
of one subgroup Za of a group G into another subgroup Zb of G. In the second part the
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following terminology is introduced. By a (first) phase of equation (q) one understands all
functions α(t) ∈ C(−∞,∞), satisfying (with the exception of the zeros of the function v)
the relation tanα(t) = u(t)/v(t), where u, v are a linearly independent set of solutions
of (q). The basic group of concern to the author is the group of phases G, defined as the
group of all function phases that are equivalent to (first) phases and defined as all functions
α(t) ∈ C(−∞,∞) with α′(t) 6= 0, limt→±∞ α(t) = ±∞(sgn α′) with group multiplication
given by composition of functions. The identity of the group is t. Then there are ten results
given, involving this group, its subgroups, and associated group theoretic concepts. A typical
result is following: if c(t) = (t + π)cν (ν = 0,±1, . . . ) is the composition of c with itself ν
times, Z = (. . . , c−2, c−1, t, c1, c2, . . . ) and

Zm = (. . . , c−2m, c−m, t, cm, c2m, . . . )

then all function phases that transform the subgroup Zm to Zn are precisely the phases of
equation (q) with q defined by

q(t) = −1
2

G′′′n (t)
(ε+G′n(t))

+
3
4

G′′2n (t)
(ε+G′n(t))2

− m2

n2
(ε+G′n(t))2,

ε being ±1, and Gn(t) a function ∈ C3(−∞,∞) that is periodic of period nπ and such that
sgn(ε + G′n(t)) = ε. The author’s book Lineare Differential-Transformationen 2. Ordnung,
VEB Deutsch. Verlag der Wissensch., Berlin, 1967 [MR 38 #4743], will be of help as a
reference during a first reading of the paper.

H. C. Howard (Lexington, Ky.)

Zbl 216.10901
„Dans le groupe des phases des équations différentielles linéaires du deuxième ordre, G, le
centre du sous-groupe formé par les phases-éléments du sous-groupe fondamental qui sont
croissantes est un groupe monogène. On étudie les propriétés de structure du groupe G en
relation avec le centre en question.“ (Résumé de l’A.)

A. de Castro

[25] Linear differential transformations of the second order. Translated from the German by F. M. Arscott.
The English Universities Press, Ltd., London, 1971, xvi+254. (English)

MR 57 #3484
The original has been reviewed [Deutsch. Verlag Wissensch., Berlin, 1967; MR 38 #4743].
The author has written two additional chapters for this translation, dealing with (i) an abstract
algebraic model for the transformation theory of Jacobian oscillatory differential equations,
and (ii) a survey of recent results in transformation theory.
The translator has appended a glossary of English equivalents for certain German technical
terms.

Zbl 222.34002
Vgl. die Besprechung des deutschen Originals in diesem Zbl. 153, 112.
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[26] Sur la périodicité de la distance des zéros des intégrales de l’équation différentielle Y ′′ = Q(T )Y .
Commemoration volumes for Prof. Dr. Akitsugu Kawaguchi’s seventieth birthday, Vol. III. Tensor
(N.S.) 26 (1972), 121–128. (French)

MR 49 #5438
The author considers the ordinary differential equation (q) y′′ = q(t)y, q ∈ C0(j), j =
(−∞,∞), and assumes that it is oscillatory. Under these conditions it is possible to define in
the interval j a countable system of functions: . . . , ϕ−2, ϕ−1, ϕ0, ϕ1, ϕ2, . . . , such that, for
any integral y of the equation (q) vanishing at t = t, the values ϕn(t), ϕ−n(t) represent the
nth zero of this integral y, to the right and to the left of t, respectively. The author then defines
the distance function d(t) for the equation (q) by d(t) = ϕ1(t) − t, and studies the equations
(q) that admit such a distance function that is periodic with π, i.e., d(t + π) = d(t) + π. He
proves several propositions, which are too complicated to be reported here.
{For more complete bibliographic information about the collection in which this article appears,
including the table of contents, see MR 48 #15.}

A. Averna (Perugia)

Zbl. 237.34051 (předběžný autoreferát)20

Es sei (q) y′′ = q(t)y, q ∈ C0
j=(−∞,∞), eine oszillatorische Differentialgleichung und ϕ

die Fundamentaldispersion erster Art von (q) (ϕ(t) ist also die erste rechts von t liegende
und mit t konjugierte Zahl erster Art). Die Abstandsfunktion d von (q) wird so definiert:
d(t) = ϕ(t) − t. In der vorliegenden Arbeit werden Differentialgleichungen (q) mit π-
periodischen Abstandsfunktionen untersucht: d(t + π) = d(t). Dabei kommt insbesondere
ein neuer Begriff, u.zw. der von inversen Differentialgleichungen, wesentlich zur Geltung.
Die Differentialgleichungen (q), (q) heißen (zueinander) invers, wenn sie inverse Phasen α,
α zulassen: α(t) = α−1(t), t ∈ j. Einige Resultate: 1. Die Abstandsfunktion von (q) ist
dann und nur dann π-periodisch, wenn die Fundamentaldispersion von (q) elementar ist:
ϕ(t + π) = ϕ(t) + π. 2. Die Abstandsfunktion von (q) ist dann und nur dann π-periodisch,
wenn die Differentialgleichungen mit den Trägern q(t), q(t+ π) dieselbe Fundamentaldisper-
sion haben. 3. Ist die Abstandsfunktion von (q) π-periodisch, so ist auch die von jeder inversen
Differentialgleichung (q) π-periodisch. 4. Die Differentialgleichungen (q) mit π-periodischen
Trägern haben π-periodische Abstandsfunktionen. 5. Der Träger von (q) ist dann und nur dann
π-periodisch, wenn die Fundamentaldispersion jeder zu (q) inversen Differentialgleichung eine
Phase von y′′ = −y ist.

Autorreferat.

Zbl 254.34037
Vgl. das Autorreferat (Voranzeige) in diesem Zbl. 237.34051.

20Předběžný autoreferát psal autor v okamžiku, když byl článek přijat k publikaci (viz Zbl 237.34051). Ve chvı́li
skutečného vydánı́ článku jsou v Zbl (viz Zbl 254.34037) uvedeny pouze přesné bibliografické údaje a odkaz na předešlý
autoreferát.
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[27] On central dispersions of the differential equation y′′ = q(t)y with periodic coefficients. Ordinary
and partial differential equations (Proc. Conf., Univ. Dundee, Dundee, 1974), Lecture Notes in Math.,
Vol. 415. Springer – Verlag, Berlin, 1974, 47–61. (English)

MR 56 #8984
The paper continues the author’s long history of work on the central dispersion theory for the
equation y′′ = q(t)y. A comprehensive review of this subject may be found in O. Borůvka’s
article [Differencial′nye Uravnenija 12 (1976), no. 8, 1347–1383; MR 55 #13003.]
{For the entire collection see MR 50 #10391.}

T. L. Sherman (Tempe, Ariz.)

Zbl 313.34008
[This article was published in the book announced in this Zbl. 284.00008.] In this lecture the
author shows how his theory of dispersions of linear differential equations of the second order
(q): y′′ = q(t)y, enriches the classical Floquet theory in deep consequences. Let (q) be a both
side oscillatory equation defined on R = (−∞,∞). A phase of (q) is any function α : R→ R
continuous on R and satisfying tanα(t) = u(t)/v(t) on R − {t ∈ R; v(t) = 0}, where u,
v are linearly independent solutions of (q). α is called a dispersion phase if α′(t) > 0 and
either α(t) > t or α(t) < t on R. α is elementary if α(t + π) = α(t) + π · sgnα′ on R. All
phases of the equation y′′ = y on R with the composition rule form the so called fundamental
group C. For each integer n, the central dispersion ϕn of (q) is defined as follows: ϕn(t) is the
|n|-th conjugate number with the number t, greater or smaller than t according as n > 0 or
n < 0; ϕ0(t) = t. An equation (q) is called inverse of (q) if (q) has a phase α which is inverse
function of some phase α of (q), α = α−1. For more details see author [Linear differential
transformations of the second order (London 1971, German original 1967; Zbl 153, 112)]. The
set of all equations (q) with q(t+ π) = q(t) on R is denoted as Ap. The set A is formed by all
(q), whose ϕ1 satisfy ϕ1(t+ π) = ϕ1(t) + π on R. Some of results introduced in the lecture:
„(q) ∈ Ap iff each phase α of (q) satisfies α(t + π) = εα(t), where ε ∈ C is a dispersion
phase“, or „(q) ∈ Ap iff all the central dispersions of each inverse equation of (q) lie in the
fundamental group C“, or „ (q) ∈ A iff each phase α of (q) satisfies α(t + π) = hα(t) on R
for an elementary dispersion phase h“, or

”(
m

M
)
√

M
2 ≤ |s1,2| ≤ (

M

m
)
√

M
2 ,

where s1,2 are real periodicity factors of (q) ∈ Ap according to the Floquet theory, q(t) > 0 on
R and m := min q(t) and M = max q(t) for t ∈ R”. It is very important that the whole theory
of differential equations (q) with periodic coefficients can be expressed in a purely algebraic
way and that these equations can be studied in the range of the abstract algebraic theory of
oscillatory equations (q) given axiomatically.

F. Neuman
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[28] Sur la structure algébrique de la théorie des transformations différentielles linéaires du deuxième
ordre. Acta F. R. N. Univ. Comenianae, Mathematica 31 (1975), 59–71. (French. Czech, Russian
summary)21

MR 52 #11169
This paper is closely connected with the author’s book [Lineare Differentialtransformationen 2.
Ordnung, VEB Deutscher Verlag Wissensch., Berlin, 1967; MR 38 #4743; English translation,
English Universities Press, London, 1971] and uses the terminology and notation introduced
there. The author considers oscillatory Sturm-Liouville equations (q) y′′ = q(t)y in the interval
j = (−∞,∞) (q ∈ C0

j ). A phaseα(t) is defined by tgα(t) = u(t)/v(t), {u, v} being a funda-
mental system of solutions. A bijective transformation (X): T = X(t), y = c/

√
|X ′(t)|Y of

the (T, Y )-plane on the (t, y)-plane induces a transformation of bases and phase functions. The
phase functions form a group with respect to superposition. The author gives a more detailed
study of these groups and an abstract characterization of these groups and of the transformation
theory of oscillatory Sturm-Liouville equations in general.

G. Eisenreich (Leipzig)

Zbl 332.34009
The first part of this lecture (given at the „Czechoslovak Conference on Differential Equations
and their Applications“ in Brno, 1972) contains a survey of the theory of transformations
of oscillatory Jacobian differential equations (1) y′′ = −q(t)y [cf. author, Lineare Differen-
tialtransformationen 2. Ordnung (1967; Zbl 153, 112), English translation by F. M. Arscott
(London 1971)]. In the main second part the algebraic structure of this theory is described by
a model essentially composed of the following ingredients. Given a group G (set of phase-
functions), a subgroup G0 (set of increasing phase-functions) of index 2 and a subgroup
E (phases of y′′ = −y), which have the properties: The normalizer of E equals E. The
center Z of E0 := E ∩ G0 is an infinite cyclic group corresponding to the set of phases
{t + kπ|k ∈ Z}. Furthermore, there is given a homomorphism H of E onto the group
U := {A ∈ GL(2,R)|detA = ±1} such that H(E0) = {A ∈ U |detA = 1} and the kernel of
H is the subgroup ofZ of index 2. The decomposition ofG into right cosets ofE corresponds to
the phases of the different equations (1). By associating to each coset a := Ea a 2-dimensional
real vector space La (the space of solutions of the corresponding equation (1)) and by defining
a quasinorm for bases of La, it is finally possible to describe the Kummer transformations in
terms of the given algebraic objects. A list of open questions concludes the paper.

J. Hainzl

21Jedná se o plenárnı́ přednášku, kterou O. Borůvka proslovil na konferenci Equadiff III v Brně dne 28. 8. 1972. Tato
přednáška nebyla otisknuta v Proceedings - Equadiff 3, Brno, 1972 (Vydala UJEP Brno, 1973). Důvodem nezahrnutı́
této přednášky do Proceedings byla politicky podmı́něná skutečnost, že možnosti O. Borůvky při publikovánı́ přı́spěvků
byly v té době poněkud omezené zejména v publikacı́ch brněnské univerzity. Laskavostı́ bratislavských matematiků
proto bylo zahrnutı́ této přednášky do časopisu Acta F. R. N. Univ. Comenianae.

Citujme z dopisu O. Borůvky redakci Acta F. R. N. Univ. Comenianae z 26. 3. 1973:
... po dohodě s prof. M. Gregušem, který byl předsedou mezinárodnı́ konference EQUADIFF III, která se konala

v Brně ve dnech 28. 8. – 1. 9. 1972, žádám Vás o laskavé uveřejněnı́ přiloženého rukopisu, který nemohl vyjı́t ve Sbornı́ku
konference. Byl bych Vám vděčen, kdybyste můj rukopis mohli zařadit k uveřejněnı́ co nejdřı́ve, aby nenastalo přı́liš
velké zpožděnı́ za Sbornı́kem, který vyjde v nejbližšı́ době...
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[29] Sur quelques compléments à la théorie de Floquet pour les équations différentielles du deuxième
ordre. Ann. Mat. Pura Appl., (4) 102 (1975), 71–77. (French)

MR 51 #10732
The author considers the ordinary differential equation (q) y′′ = q(t)y, q ∈ C0(J), on the
interval J = (−∞,∞), where q(t) < 0 and q(t + π) = q(t) for t ∈ J . He shows that
the characteristic roots of the given equation and the function q are closely related. We state
Theorem 2: If the characteristic roots s1 and s2 of the equation (q) are real then

(
m

M
)
√

M
2 ≤ |si| ≤ (

M

m
)
√

M
2 (i = 1, 2),

where m = mint∈j |q(t)| and M = maxt∈j |q(t)|.
A. Averna (Perugia)

Zbl 311.34012
In this article the author demonstrates connections between Floquet theory and his „Theory
of dispersions“ of linear oscillatory differential equations (1): y′′ = q(t)y, t ∈ R, and derives
results that enriche both the theories in deep and interesting consequences. A function ϕ is
(basic central) dispersion (of the 1st kind) of (1), if ϕ(t0) is the 1st zero on the right of t0
of any nontrivial solution y of (1) that vanishes at t0: y(t0) = 0. Then ϕn denotes the n-th
iterate of ϕ, and dn(t) := ϕn(t) − t is called the distance function of the index n. For more
complete details and results see author [Linear diffeential transformations of the second order
(London 1971, German original 1967; Zbl. 153, 112)]. For q(t) < 0, q(t + π) = q(t), let
m := min {|q(t)|; t ∈ R}, M := max {|q(t)|; t ∈ R}, and s1, s2 denote the roots of the
characteristic equation corresponding to (1) according to Floquet theory. Then s1 and s2 are
real and positive (negative) iff there exist x ∈ R and positive even (odd) integer n such
that

√
m ≤ n ≤ √

M and dn(x) = π. In such a situation, s1 = (−1)n · (ϕ′n(x))−1/2 and
s2 = (−1)n · (ϕ′n(x))1/2. Moreover, s1 6= s2 iff d′n(x) 6= 0. If si, i = 1, 2, are real, then

(
m

M
)
√

M
2 ≤ |si| ≤ (

M

m
)
√

M
2 .

Especially for Mathieu equation y′′ + (λ− 2h2 cos 2t)y = 0, h ∈ R, λ > 2h2, we get

(
1− 2h2/λ

1 + 2h2/λ

) 1
2

√
λ+2h2

≤ |si| ≤
(

1 + 2h2/λ

1− 2h2/λ

) 1
2

√
λ+2h2

, i = 1, 2.

F. Neuman

[30] Sur les blocs des équations différentielles Y ′′ = Q(T )Y aux coefficients périodiques. Rend. Mat.,
(6) 8 (1975), 519–532. (French. Italian summary)

MR 52 #849
The author continues the algebraic study of differential equations begun in his book [Lineare
Differentialtransformationen 2. Ordnung, VEB Deutsch. Verlag Wissensch., Berlin, 1967; MR
38 #4743; English translation, English Universities Press, London, 1971]. The book not only
explores an area of linear differential equations little noted in the U. S. A. (though the basic
formulas are due to W. Leighton [Trans. Amer. Math. Soc. 68 (1949), 253–274; MR 11, 603])
and aspects of affine and projective differential geometry going back to E. Kummer and H. A.
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Schwarz and rediscovered by more recent authors [cf. H. Flanders, J. Differential Geometry 4
(1970), 515–519; MR 43 #2619] but also has an interesting approach to groups of monotone
functions defined on an interval and hence should be of interest to students of simple groups.
The setting of the present paper is the following. Let G be the group of strictly monotone
C2 functions on [0,∞) and F0 the isomorphic image in G of the double covering of SL(2,
R) in G given by t 7→ tan−1(a tan t + b)/(c tan t + d), ad − bc = ±1, tan−1 0 = 0. Let
F be the group generated by ∪Fn, where Fn is defined as F0 but with tan−1 0 = nπ. The
groups that play a role in the theory of differential equations are the groups H that contain
F: F ⊂ H ⊂ G. A coset Fg for g ∈G is a differential equation y′′ + q(t)y = 0, i.e., all
elements of Fg are phase functions α, tanα = y2/y1 for some basis of the solution space of
the equation for q(t) = 1

2{tanα, t} and all phase functions belonging to one equation are in
the coset. The cosets gF contain one phase function each of a „block“ of differential equations.
Theorem: Let H be the group of phases of Hill equations (q(t+ π) = q(t)). Then the Floquet
multipliers [and the Ljapunov discriminant] are constant on the blocks of H/F [are functions of
the homogeneous space H/F]. {The author would help the general acceptance of his approach
by changing the name of his „central dispersions“ to the accepted „conjugate points“.}
{For the entire collection see MR 51 #9998.}

H. W. Guggenheimer (Brooklyn, N. Y.)

Zbl 326.34007
Let (1): y′′ = q(t)y be oscillatory both for t → −∞ and for t → ∞. In his transformation
theory of those equations the author introduced a (1st) phase of (1) as a continuous function α
satisfying tanα(t) = u(t)/v(t) for an independent pair u, v of solutions of (1). All phases for
all equations (1) form a group G (with the superposition law) and all phases of the equation
y′′ = −y on (−∞,∞) form the subgroup F . Elements of the right decomposition G with
respect to F are in 1 – 1 correspondence with the equations (1). Elements of the least common
covering of the right and left decompositionsGwith respect toF are called „blocks“. The author
shows how this algebraic approach enriches the classical Floquet theory of periodic equations
(1) – „The law of inertia of characteristic multipliers“: All equations (1) with π-periodic
coefficients q corresponding to the same block have the same characteristic multipliers.

F. Neuman

[31] Ueber die Differentialgleichungen y′′ = q(t)y mit periodischen Abständen der Nullstellen ihrer Inte-
grale. 5. Tagung über Probleme und Methoden der Mathematischen Physik, Technische Hochschule
Karl-Marx-Stadt, 1975. Wiss. Schr. Techn. Hochsch. Karl-Marx-Stadt, Heft 2, 1975, 239–255. (En-
glish)

MR 55 #3416
The author investigates a class of differential equations y′′ = q(t)y by the aid of transforma-
tion theory and his own theory of dispersions. Although the important ideas are explained,
the author’s earlier book [Lineare Differentialtransformationen 2. Ordnung, Deutsch. Verlag
Wissensch., Berlin, 1967; MR 38 #4743] will be of help during the reading of this lecture.
{For the entire collection see MR 54 #12428.}

L. Pintér (Szeged)

Zbl 398.34031
[This article was published in the book announced in this Zbl. 373.00008.] The aim of this
paper is to investigate oscillatory properties of solutions of second order differential equation

166



(q) y′′ = q(t)y, with q : R→ R continuous, and satisfying further conditions. For each integer
n, let ρn(t) be defined as follows: ρ0(t) = t, t ∈ R; for |n| ≥ 1, ρn(t) is the |n|-th conjugate
point to the point t, t ∈ R, situated at right with respect to twhen n > 0, and at left with respect
to when n < 0. The function ρn(t) is called the central dispersion with index n. The main
attention is paid to the case when the functions dn(t) = ρn(t)− t are periodic of period π. The
equations (q) for which this property holds true are said to belong to the class A. Connections
with groups theory are emphasized. The paper is very much in the vein of the author’s book
„Linear differential transformations of the second order“ (1971; Zbl. 222.34002).

C. Corduneanu

[32] Contribution à la théorie algébrique des équations Y ′′ = Q(T )Y . Boll. Un. Mat. Ital., B (5) 13
(1976), 896–915. (French. Italian summary)

MR 58 #22789
Linear second-order differential equations of the stated type are assumed to have periodic
solutions on the real line for each function Q. The set of all such equations is divided into
(disjoint) equivalence classes via the phases or phase functions of the equation y′′ = −y; two
phases are equivalent if there is an invertible bilinear transformation linking them. Thus the
phases form a group under (function) composition and the properties of the phases are translated
into algebraic terms: periodicity, evenness, monotonicity are made equivalent to the properties
of various subgroups. Explicit formulae are given for all transformations and properties, and
an example is worked out for the Mathieu equation. The author does not make clear why one
is studying the phases of differential equations, nor to what use these may be put; the article
relies somewhat on the author’s book referred to therein [Lineare Differentialtransformationen
2. Ordnung, Deutsch. Verlag Wissensch., Berlin, 1967; MR 38 #4743].

J. J. Cross (Zbl 364 #34002)

Zbl 364.34002 (stejné jako v MR)
Linear second-order differential equations of the stated type are assumed to have periodic
solutions on the real line for each function Q. The set of all such equations is divided into
(disjoint) equivalence classes via the phases or phase functions of the equation y′′ = −y; two
phases are equivalent if there is an invertible bilinear transformation linking them. Thus the
phases form a group under (function) composition and the properties of the phases are translated
into algebraic terms: periodicity, evenness, monotonicity are made equivalent to the properties
of various subgroups. Explicit formulae are given for all transformations and properties, and
an example is worked out for the Mathieu equation. The author does not make clear why one
is studying the phases of differential equations, nor to what use these may be put; the article
relies somewhat on the author’s book referred to therein [Lineare Differentialtransformationen
2. Ordnung (1967; 153, 122)].

J. J. Cross

[33] Diferenciálnı́ rovniceY ′′ = Q(T )Y s periodickými koeficienty v souvislosti s teoriı́ dispersı́. Knižnice
odborných a vědeckých spisů VUT v Brně, B-67, 1976, 31–42.

Zbl 416.34034
In the article, the relations are described between the characteristic roots of the Hill differential
equation and some elements of the dispersion theory, especially phases and central dispersions.
Special attention is devoted to the so-called blocks of oscillatoric equations y′′ = q(t)y
(q(t) ∈ C0

j , j = (−∞,∞)). These are characterized by that all equations of the same block

167



originate from one of them by transformations of the independent variable by phases ε(t) of the
equation y′′ = −y : t→ ε(t). Simultaneously, all the equations of the same block have or have
not periodic carriers, e. g. with π. For the blocks the so called theorem of inertia of characteristic
roots holds: Equations of the same block with π-periodic carriers have identical characteristic
roots and, at the same time, they all have or have not all their integrals π-semiperiodic or
π-periodic.

Summary.

[34] Teori� global�nyh svo$istv obyknovennyh line$inyh differencial�nyh uravneni$i vto-
rogo por�dka. Differencial~nye uravneni�, Minsk, 12 (1976), no. 8, 1347–1383, 1523.
(Russian)
Theory of the global properties of ordinary second order linear differential equations. Differential
Equations 12 (1976), no. 8, 949–975 (1977).

MR 55 #13003
The author gives a self-contained survey of the global theory of Sturm-Liouville equations
developed in his book [Lineare Differentialtransformationen 2. Ordnung, Deutsch. Verlag Wis-
sensch., Berlin, 1967; MR 38 #4743; English translation, Linear differential transformations
of the second order, English Univ. Press, London, 1971] and in some other papers (especially
theory of phases, dispersion theory, Kummer transformations, algebraic theory of oscillatory
equations).
{English translation: Differential Equations 12 (1976), no. 8, 949–975 (1977).}

G. Eisenreich (Leipzig)

Zbl 348.34007
The article is a very nice survey of the global structure of linear homogeneous differential equa-
tions of the second order in the real case and give s brief but comprehensive view on the results
developed and published by O. Borůvka [Lineare Differentialtransformationen 2. Ordnung
(1967; Zbl. 153, 112) (English translation with supplement: Linear differential transformations
of the second order, The English Universities Press, London 1971)] and in several papers of
the author and his pupils in the last 25 years. On the contrary to the investigations of Kummer,
Laguerre, Brioschi, Forsyth, and others, started in the middle of the last century and having
been of local character, here the original investigations are global, and besides many new
results concerning mainly the algebraic structure of both side oscillatory differential equations
of the form y′′ = q(t)y on R, they cover also classical subjects, like differential equations with
periodic coefficients and Floquet Theory, studying them in this modern and original setting.
In the last chapter there is a short account of the latest results concerning the global theory of
linear differential equations of the n-th order, n ≥ 2. The article should not be left without
attention of those who are interested in the global theory of linear differential equations since
it presents an original and modern approach to the area in brief however exact form and gives
a perfect orientation in the field without requirements on supplementary sources.

F. Neuman

Zbl 375.34012 (anglický překlad)
Translation from Differencial’nye Uravnenija 12, 1347–1383 (1976; Zbl 348.34007)
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[35] Algebraic methods in the theory of global properties of the oscillatory equations Y ′′ = Q(t)Y .
Lecture Notes in Mathematics 703 (Proc. Conf. Equadiff IV, Prague 1977). Springer – Verlag, Berlin,
1979, 35–45. (English)

MR 80 #34037
The basic statements of the algebraic method, developed by the author and his scientific school,
for studying global properties of oscillatory equations y′′ = Q(t)y are presented.
{For the entire collection see MR 80c:34002.}

I. Kiguradze (Tbilisi)

Zbl 405.34009
[Dieser Artikel erschien in dem in diesem Zbl. 393.00004 angezeigten Sammelwerk.] Die
Theorie der linearen Differentialgleichungen (Diffgen) 2. Ordnung im reellen Gebiet, (Q):
y′′ = Q(t)y, Q ∈ C(0)

j , j = (−∞,∞), in ihrem vollen Umfang, weist zahlreiche Bindungen
an algebraischen und differentialgeometrischen Fragestellungen auf [vgl. O. Borůvka, Linear
Differential Transformations of the Second Order (1967; Zbl. 153, 112)]. Dies gilt insbesondere
für oszillatorische Diffgen (Q). In diesem Fall werden jeder Diffg (Q) die sogen. adjungier-
ten Gruppen zugeordnet: UQ ⊃ BQ ⊃ B+

Q ⊃ LQ; BQ ist die Dispersionsgruppe von (Q),
B+

Q die von den wachsenden Dispersionen von (Q) gebildete Untergruppe von BQ, LQ ist
das Zentrum von B+

Q, UQ ist der Normalisator von LQ in der Phasengruppe. Zwischen den
adjungierten Gruppen von zwei Diffgen (Q), (P ) bestehen gewisse Beziehungen, die in den
sogen. Inklusionssätzen beschrieben werden, wobei diese zum Teil von dualem Charakter sind.
Wird (Q) mittels des Transformators X in (P ) (global) transformiert, so gehen die mit X
transformierten adjungierten Gruppen von (Q) in die entsprechenden adjungierten Gruppen
von (P ) über: X−1UQX = UP , usw. Im Fall Q = −1 sind die adjungierten Gruppen explizit
darstellbar. Jede Diffg (Q) kann vermöge ihrer Phasen in die Diffg (−1) transformiert werden.
Es gereicht zum Vorteil, diese letztere wegen ihrer Einfachheit in den Mittelpunkt von Betrach-
tungen zu stellen, in dem Sinn, daß die Diffgen (Q) als Transformierte von (−1) angesehen
werden. Die entsprechende Theorie wird als die spezialisierte algebraische Theorie der Diffgen
(Q) bezeichnet. Weitere den Diffgen (Q) zugeordneten Objekten algebraischen Ursprungs sind
die inversen Diffgen und Blöcke von Diffgen. Die Menge aller Diffgen (Q) zerfällt in Blöcke,
die paarweise zueinander invers sind. Je zwei in zueinander inversen Blöcken liegende Diffgen
sind zueinander invers. Untersuchungen über diese Begriffe, im Rahmen der gesamten Theorie
ergeben zahlreiche neue Resultate. Im Fall von Diffgen (Q) mit periodischen Koeffizienten
erhält man eine weitgehende Erweiterung und Vertiefung der Floquetschen Theorie der linearen
Diffgen 2. Ordnung.

Autorreferat.

[36] Sur une classe des groupes continus à un paramètre formés des fonctions réelles d’une variable.
Ann. Polon. Math. 42 (1983), 25–35. (French)

MR 85 #58014
The author studies the groups of continuous one-to-one mappings from R to R satisfying: for
all (t, x) ∈ R2 there is exactly one g ∈ G such that g(t) = x. The mappings g ∈ G are strictly
increasing; and the relation g ¹ h, defined as ”g(t) ≤ h(t) for some t ⊂ R”, is a linear and
Archimedean order on G. So there are isomorphisms h : R → G. If S : R2 → R is defined
by S(t, x) = h(x)(t), there is a continuous and increasing function G : R → R such that
G(S(t, x)) = G(t) + G(x). The author shows that the function G, which is uniquely defined
except for a constant multiplier, characterizes the group G.

François Aribaud (Paris)
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Zbl 533.26003
The theory of continuous iteration groups on R is developed under supposition of ’planarity’
(’completeness’): through every point ofR2 goes the graph of exactly one function of the group.
Further results are due to G. Blanton [Arch. Math., Brno 18, 121–128 (1982; Zbl. 518.26002),
joint wth J. Baker; C. R. Math. Acad. Sci., Soc. R. Can. 5, 169–172 (1983; Zbl. 518.26003);
Aequationes Math. (to appear)] on ]0,1[ rather than R.

J. Aczél

[37] Sur les transformations simultanées de deux équations différentielles linéaires du deuxième ordre
dans elles-mêmes, Applicable Analysis 15 (1983), no. 1–4, 187–200. (French)

MR 85 #34034
Consider the second-order linear, oscillatory differential equation (Q): y′′ = Q(t)y (t ∈ R =
(−∞,∞), Q ∈ C0). We know that there exist functions X : R → R, called the dispersions
of (Q), which transform the differential equation (Q) into itself. The dispersions of (Q) are
precisely the solutions of the differential equation −{X, t} + Q(X)X ′(t) = Q(t), and they
form a group BQ depending on three parameters. The increasing dispersions of (Q) form an
invariant subgroup B+

Q of BQ.

Let (Q1), (Q2) be arbitrary equations of the kind considered. The intersection P+
Q1Q2

=
B+

Q1
∩ B+

Q2
is, of course, a group whose elements simultaneously transform the equations

(Q1), (Q2) into themselves. The main result of the present paper implies that the group P+
Q1Q2

is o-isomorphic to a subgroup of the additive group of real numbers. Further properties of
P+

Q1Q2
depend primarily on whether the set B = Ex = {x ∈ R, Q1(x) − Q2(x) = 0} is

empty or not and also, in both cases, on other relations between the functions Q1, Q2. These
relations cannot be given in detail here. In particular, if B 6= 0, then the group P+

Q1Q2
is trivial

(= {identity}) or is an infinite cyclic group.
O. Borůvka (Brno)

Zbl 494.34021 (předběžný autoreferát)
Eine lineare oszillatorische Differentialgleichung zweiter Ordnung (Q): y′′ = Q(t)y (t ∈
R, Q ∈ C0) kann durch geeignete Funktionen, die Dispersionen von (Q), in sich transfor-
miert werden. Die Dispersionen von (Q) sind genau die Integrale der Differentialgleichung
−{X, t} + Q(X)X ′2(t) = Q(t) und bilden eine dreiparametrige Gruppe LQ. Die wachsen-
den Dispersionen von (Q) bilden einen Normalteiler L+

Q von LQ. In der vorliegenden Arbeit
werden gemeinsame wachsende Dispersionen von zwei Differentialgleichungen (Q1), (Q2)
(Q1 6= Q2) untersucht. Dieselben bilden die Gruppe P+

Q1Q2
= L+

Q1
∩ L+

Q2
. Das Hauptergeb-

nis der Untersuchung ist der Satz, daß die Gruppe P+
Q1Q2

zu einer Untergruppe der additiven
Gruppe der reellen Zahlen o-isomorph ist. Die Eigenschaften der Gruppe P+

Q1Q2
hängen

zunächst davon ab, ob die Menge B = E (x ∈ R, Q1(x) − Q2(x) = 0) leer ist oder nicht,
und in beiden Fällen auch noch von anderen Beziehungen der Funktionen Q1, Q2 zueinander.
Im Falle B 6= ∅ ist die Gruppe P+

Q1Q2
entweder die triviale Gruppe {id} (z. B. dann, wenn

die Menge B beschränkt ist) oder aber eine unendliche zyklische Gruppe. Im Falle B = ∅
kommen für Gruppe P+

Q1Q2
neben den zwei soeben angeführten Typen auch andere Typen in

Betracht. Unter gewissen Umständen ist die Gruppe P+
Q1Q2

planar, d. h. so beschaffen, daß
durch jeden Punkt der Ebene R× R genau ein Element von P+

Q1Q2
hindurchgeht.

Autorreferat.
Zbl 506.34031

See the preview (Autorreferat) in Zbl. 494.34021.
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[38] Sur les sous-groupes planaires des groupes des dispersions des équations différentielles lineáires du
deuxième ordre. Proc. Roy. Soc. Edinburgh Sect. A 97 (1984), 35–41. (French. English summary)

MR 86 #34058
The paper is a continuation of previous works of the author [cf. Linear differential transfor-
mations of the second order, English translation, English Universities Press, London, 1971;
MR 57 #3484; Ann. Polon. Math. 42 (1983), 25–35; MR 85b:58014]. Let Q be a continuous
real-valued function which is defined on R, and (E) the second-order differential equation
y′′ = Q(t)y. A C3-diffeomorphism of R is called a dispersion of Q if, for each solution y of
E, the function z(t) = y(f(t))/

√
f ′(t) is also a solution of (E). With the usual composition

of mappings, the set of the dispersions of Q is a group V+
Q. Dispersions are characterized as

solutions of the highly nonlinear differential equation − 1
2S(f) + Q(f)f ′

2
= Q, where S(f)

denotes the Schwarzian derivative of f .
The paper is devoted to some results concerning the algebraic structure of the group V+

Q. A
subgroup of V+

Q is said to be planar if through each point of the plane R2 there passes just one
element of the subgroup. The author shows: (i) the planar subgroups of a given V+

Q form a
system depending on two constants, the intersection of which is exactly the center of V+

Q; (ii)
the intersection of those groups V+

Q which contain a given planar group S is exactly S.
François Aribaud (Paris)

Zbl 554.34026
A group S consisting of real continuous functions of one real variable on the interval j =
(−∞,∞) is called planar if through each point of the plane j× j there passes just one element
s ∈ S. Every differential oscillatory equation (Q): y′′ = Q(t)y (t ∈ j = (−∞,∞),Q ∈ C(0))
admits functions, called the dispersions of (Q), that transform (Q) into itself. These dispersions
are integrals of Kummer’s equation (QQ): −{X, t}+Q(X)X ′2(t) = Q(t) and form a three-
parameter group BQ, known as the dispersion group of (Q). The increasing dispersions of (Q)
form a three-parameter group B+

Q(⊂ BQ) invariant in BQ. The centre of the group B+
Q is an

infinite cyclic group CQ, whose elements, the central dispersions of (Q), describe the position
of conjugate points of (Q).
The present paper contains new results concerning the algebraic structure of the group B+

Q. It
provides information on the following: (1) the existence and properties of planar subgroups of
a given group B+

Q and (2) the existence and properties of the groups B+
Q containing a given

planar group S. The results obtained are: the planar subgroups of a given group B+
Q form a

system depending on two constants, SQ, such that ∩S = CQ for all S ∈ SQ. The equations
(Q) whose groups B+

Q contain the given planar group S form a system dependent on one
constant, QS, such that ∩B+

Q = S = ∪CQ for all (Q)∈ QS.
Autorreferat.
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[39] Sur les blocs des équations différentielles linéaires du deuxième ordre et leurs transformations. Čas.
pěst. mat. fys. 1, 111 (1986), 78–88, 90. (French)

MR 88 #34046
The author considers a class (E) of second-order linear equations (P ) y′′ = P (t)y, where
P : (−∞,∞) → (−∞,∞) is continuous. It is assumed that each equation in the class (E) is
oscillatory and that the solutions oscillate as t→∞ and as t → −∞. Let Bp be the group of
transformations of (P ) into itself. This paper is concerned with the decompositions of Bp.

John R. Graef (1-MSS)

Zbl 596.34022
Es sei M die Menge der linearen oszillatorischen DifferentialgleichungenP : y′′ = P (t)y (P ∈
C0

R, R = (−∞,∞)). Ferner sei G die Phasengruppe und α der folgende Homomorphismus
von G in die Gruppe S(M) der bijektiven Abbildungen der Menge M auf sich: Das Bild von
P ∈ M in der dem Element ω ∈ G zugeordneten Bijektion α(ω) = ϕω ∈ S(M) ist die
Differentialgleichung (ϕω(P ) =) Q ∈M mit dem Träger Q(t) = −{ω, t}+ P [ω(t)] · ω′2(t)
(t ∈ R). Man spricht von der ω-Transformation von P in Q. In dieser Situation stellt (M,G;α)
einen (algebraischen) homogenen Raum mit dem Operatorenbereich G dar.
Es seiP ∈M . Ausgehend von P werden gewisse Untermengen von M, die Blöcke mit der Basis
P, konstruktiv definiert und ihre Eigenschaften untersucht. Insbesondere ist die Menge dieser
Blöcke eine Zerlegung von M und der die Differentialgleichung X ∈ M enthaltende Block
stellt die von der Dispersionsgruppe von P erzeugte Trajektorie von X dar. Die betrachteten
Zerlegungen von M sind im bezug auf ω- Transformationen ihrer Basen mit den letzteren
kovariant.

Autorreferat.
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Přı́lohy
Přı́loha 1. Přehled vzdělánı́ a zaměstnánı́ O. Borůvky

Následujı́cı́ údaje jsou čerpány z osobnı́ch dokumentů O. Borůvky, které jsou uloženy v Brně
v archivu O. Borůvky a v Praze v archivu AV ČR.

Vzdělánı́ :
Obecná a měšt’anská škola v Uherském Ostrohu (1905 – 1911)
Gymnázium v Uherském Hradišti (1911 – 1916)
Vojenská vyššı́ reálka v Hranicı́ch na Moravě (1916 – 1917)
Vojenská technická akademie v Mödlingu u Vı́dně (1917 – 1918)
Česká vysoká škola technická v Brně (1918 – 1920)
Masarykova univerzita v Brně (1920 – 1922)

Studijnı́ stáže :
Univerzita Pařı́ž (1926 – 1927, 1929 – 1930)
Univerzita Hamburg (zimnı́ semestr 1930 – 1931)

Dosažený stupeň vzdělánı́ :
Česká vysoká škola technická v Brně – I. státnı́ zkouška z oboru stavebnı́ho inženýrstvı́

(26. 6. 1920)
Přı́rodovědecká fakulta MU v Brně – II. státnı́ zkouška z matematiky a fyziky pro učitelstvı́

na střednı́ch školách (4. 12. 1922)
Přı́rodovědecká fakulta MU v Brně – doktorát přı́rodnı́ch věd (RNDr.) (23. 6. 1923)
Přı́rodovědecká fakulta MU v Brně – habilitace z matematiky (1928)
ČSAV – doktorát fyzikálně – matematických věd (DrSc.) (29. 2. 1956)

Zaměstnánı́ :
Česká vysoká škola technická v Brně – asistent při fyzikálnı́m ústavu

(1. 12. 1920 – 30. 9. 1921)
Přı́rodovědecká fakulta MU v Brně – asistent při matematickém ústavu

(1. 10. 1921 – 30. 9. 1934)
Přı́rodovědecká fakulta MU v Brně – mimořádný profesor (1. 10. 1934 – 30. 4. 1940)
Přı́rodovědecká fakulta MU v Brně – řádný profesor (1. 5. 1940 – 28. 2. 1970)
Matematický ústav ČSAV, pobočka Brno – vedoucı́ vědecký pracovnı́k, DrSc.

(1. 10. 1969 – 31. 12. 1980)
Matematický ústav ČSAV, pobočka Brno – vědecký pracovnı́k – konzultant

(1. 1. 1981 – 22. 7. 1995)
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Přı́loha 2. Profesoři a docenti matematiky na MU v letech 1920 – 1967

Masarykova univerzita v Brně byla založena roku 1919 a matematický ústav byl na jejı́ přı́rodo-
vědecké fakultě zřı́zen roku 1920. Vlastnı́ výuka matematiky začala v zimnı́m semestru 1920/21.
Jediným řádným profesorem matematiky v tomto školnı́m roce byl Matyáš Lerch, který přešel na
matematický ústav z brněnské techniky. Od školnı́ho roku 1921/22 zde začal působit druhý řádný
profesor Ladislav Seifert. V srpnu 1922 umı́rá M. Lerch a na jeho mı́sto nastupuje od školnı́ho
roku 1923/24 jako mimořádný profesor Eduard Čech, který byl roku 1928 jmenován řádným pro-
fesorem. Kromě toho některé přednášky z matematiky vedl i profesor teoretické fyziky Bohuslav
Hostinský. Od letnı́ho semestru 1927/28 zde začı́ná působit docent Josef Kaucký, který byl roku
1937 jmenován mimořádným profesorem. Od zimnı́ho semestru 1928/29 začı́ná přednášet docent
Otakar Borůvka, který se stává mimořádným profesorem roku 1934. Tento profesorský sbor zů-
stává stejný až do poslednı́ho semestru před válkou – do zimnı́ho semestru 1939/40. O situaci
v dalšı́ch letech se vı́ce dozvı́me z následujı́cı́ tabulky.

Jméno Docent (profesor) na MU
(do roku 1967)

Matyáš Lerch 1920 – 1922
Ladislav Seifert 1921 – 1956
Eduard Čech 1923 – 1945
Josef Kaucký 1928 – 1939
Otakar Borůvka od 1928
Josef Novák 1939 – 1948
Vladimı́r Knichal 1945 – 1950
Karel Koutský 1952 – 1964
Miroslav Novotný od 1953
Miloš Zlámal 1956 – 1961
František Šik od 1958
Karel Svoboda od 1959
Miloš Ráb od 1961
Ladislav Kosmák od 1962
Milan Sekanina od 1963
Erich Barvı́nek od 1966
Jiřı́ Hořejš od 1966
František Neuman od 1966
Václav Polák od 1966
Vı́tězslav Novák od 1967

Tabulka uvádı́ přehled profesorů a docentů matematiky působı́cı́ch na Přı́rodovědecké fakultě
MU od jejı́ho založenı́ do roku 1967. Kromě jmen je zde uveden časový interval jejich docentského,
přı́p. profesorského působenı́ na MU. V přı́padě, že toto působenı́ nenı́ ohraničeno shora, znamená
to překročenı́ roku 1967, nikoliv působenı́ dodnes. Ještě poznamenejme, že seznam nezahrnuje
externı́ učitele a byl vytvořen na základě seznamů uvedených v publikaci [C1].
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Přı́loha 3. Disertačnı́ práce z diferenciálnı́ch rovnic na MU do roku 1967

Tato přı́loha přinášı́ soupis disertačnı́ch pracı́ z diferenciálnı́ch rovnic, které byly uznány jako vy-
hovujı́cı́ podklad k rigorosnı́mu řı́zenı́ a soupis obhájených disertačnı́ch pracı́ kandidátů a doktorů
věd na MU a UJEP od jejı́ho založenı́ do roku 1967. Informace jsou čerpány z Ročenky brněnské
university 1964 – 1968 [C4].

Disertačnı́ práce byly předkládány jako součást rigorosnı́ch zkoušek k dosaženı́ doktorátu.
Práce posuzovali dva profesoři z oborů, z nichž byla skládána rigorosnı́ zkouška. Ustanovenı́ vy-
cházely z nařı́zenı́ č. 57/1872 a 56/1899 řı́šského zákonı́ku a později z vládnı́ho nařı́zenı́ č. 214/1921
Sbı́rky zákonů a nařı́zenı́ pro nově vzniklé přı́rodovědecké fakulty. Požadavek disertačnı́ práce však
zůstal zachován. Změny nastaly až v roce 1953, kdy vládnı́ nařı́zenı́ č. 60/1953 Sb. o vědeckých
hodnostech a označovánı́ absolventů vysokých škol rušı́ udı́lenı́ doktorátů na vysokých školách a
zavádı́ označenı́ absolventů titulem promovaný s označenı́m absolvovaného oboru. Nový vysoko-
školský zákon z roku 1966 obnovuje udı́lenı́ titulu Dr. absolventům vysokých škol univerzitnı́ho
směru. Pro dosaženı́ titulu RNDr. je předpokladem opět předloženı́ pı́semné disertačnı́ práce, kterou
však posuzoval již jen jeden odbornı́k.

Do seznamu disertacı́ do roku 1953 jsou zahrnuty všechny práce, které požadavkům rigorosnı́ho
řádu vyhovovaly a byly přijaty. Mohou mezi nimi být také některé práce, které sice byly uznány
jako vyhovujı́cı́, ale k dokončenı́ rigorosnı́ho řı́zenı́ již z nějakého důvodu nedošlo. Seznamy
disertacı́ od roku 1966 zahrnujı́ jen ty práce, které skutečně byly podkladem rigorosnı́ho řı́zenı́ a
nejsou zde uváděni ti, kdo dosáhli titulu na základě dřı́ve zı́skané hodnosti kandidáta věd.

Za zmı́nku stojı́, že úplně prvnı́ doktorskou disertacı́ z matematiky schválenou na MU byla
práce O. Borůvky s názvem O pomyslných kořenech rovnice Γ(z) = a, která byla předložena
7. 5. 1923 a schválena 24. 5. 1923. Práci posoudili L. Seifert a B. Hostinský. Seznam doktorských
disertačnı́ch pracı́, jež se týkaly diferenciálnı́ch rovnic do roku 1967, je uveden v Tabulce 1.

Udı́lenı́ vědeckých hodnostı́ kandidáta věd (CSc.) a doktora věd (DrSc.) přineslo již výše zmı́-
něné vládnı́ nařı́zenı́ č. 60/1953 Sb. o vědeckých hodnostech a označovánı́ absolventů vysokých
škol. Tyto hodnosti mohly udı́let nejenom vysoké školy, ale i ČSAV pod řı́zenı́m Státnı́ komise,
později Státnı́ho výboru pro vědecké hodnosti. Titulu kandidáta věd bylo možno dosáhnout po
přı́pravě formou aspirantury. Později bylo umožněno dosaženı́ hodnosti bez předchozı́ aspiran-
tury. Práce kandidátů věd byly posuzovány zpravidla dvěma oponenty a práce doktorů věd třemi
oponenty.

Prvnı́ disertačnı́ kandidátské práce byly na Přı́rodovědecké fakultě MU schváleny roku 1955.
Do roku 1967 bylo schváleno celkem 33 pracı́ z matematiky, z toho se 15 týkalo diferenciálnı́ch
rovnic. Jejich přehled je uveden v Tabulce 2.

Prvnı́ disertačnı́ práce doktorů věd byly na Přı́rodovědecké fakultě UJEP schváleny roku 1960.
Několik vědeckých hodnostı́ DrSc. bylo sice uděleno i před rokem 1960, avšak bez předloženı́
disertačnı́ práce, pouze na základě celoživotnı́ vědeckovýzkumné činnosti. Také O. Borůvka zı́skal
hodnost DrSc. roku 1956 bez předloženı́ disertačnı́ práce. Pro zajı́mavost uved’me, že do roku 1967
bylo na Přı́rodovědecké fakultě UJEP obhájeno celkem pět disertačnı́ch pracı́ doktorů věd, z čehož
jsou čtyři z diferenciálnı́ch rovnic a jedna z biologie. Jejich přehled je uveden v Tabulce 3.
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Tabulka 1. Doktorské disertačnı́ práce týkajı́cı́ se diferenciálnı́ch rovnic

Jméno Datum
schválenı́

Titul disertace Jména
examinátorů

V. Richter 4. 4. 1949 O nekonečných systémech obyčejných diferenci-
álnı́ch rovnic.

O. Borůvka,
V. Knichal

M. Král 27. 4. 1949 Závislost řešenı́ systému diferenciálnı́ch rovnic
1. řádu na počátečnı́ch podmı́nkách a parametrech
pravých stran.

O. Borůvka,
L. Seifert

M. Zlámal 29. 11. 1949 O postačujı́cı́ch podmı́nkách pro jednoznačnost ře-
šenı́ systému y′ = f(x, y1, .., yn) a posloupnos-
tech souvisejı́cı́ch s tı́mto systémem.

O. Borůvka,
L. Seifert

V. Polášek 20. 2. 1950 O průběhu řešenı́ systému homogennı́ch diferen-
ciálnı́ch rovnic 1. řádu v okolı́ singulárnı́ch bodů.

O. Borůvka,
L. Seifert

S. Krohová 10. 10. 1951 O vlastnostech integrálů systému dvou diferenci-
álnı́ch lineárnı́ch rovnic prvnı́ho řádu.

O. Borůvka,
L. Seifert

J. Čermák 10. 1. 1952 O použitı́ Weyrovy theorie matic k řešenı́ homo-
gennı́ch systémů lineárnı́ch diferenciálnı́ch a dife-
renčnı́ch rovnic.

O. Borůvka,
L. Seifert

O. Litzman 2. 2. 1952 O závislosti řešenı́ diferenciálnı́ rovnice 1. řádu na
počátečnı́ch podmı́nkách a na parametru.

O. Borůvka,
L. Seifert

J. Široký 2. 6. 1952 O závislosti průběhu řešenı́ na parametru v okolı́
singulárnı́ho bodu diferenciálnı́ rovnice.

O. Borůvka,
L. Seifert

M. Ráb 10. 7. 1953 Přı́spěvky k theorii diferenciálnı́ch lineárnı́ch rov-
nic 2. řádu.

O. Borůvka,
L. Seifert

M. Vlasáková 15. 7. 1953 Aplikace theorie dispersı́ na Besselovy funkce. O. Borůvka,
L. Seifert

J. Březina 20. 7. 1953 Souvislost typů obecného integrálu a charakteris-
tických čı́sel matice koeficientů Jacobiovy rov-
nice.

O. Borůvka,
L. Seifert

J. Dula 3. 3. 1967 Asymptotické vzorce pro řešenı́ diferenciálnı́ line-
árnı́ homogennı́ rovnice 4. řádu.

M. Ráb

I. Res 8. 3. 1967 Asymptotické vzorce pro řešenı́ diferenciálnı́ rov-
nice y′′ + ay′ + w(x)y = 0.

M. Ráb

J. Kolářová –
Sedlářová

8. 3. 1967 Asymptotické vzorce pro řešenı́ lineárnı́ diferen-
ciálnı́ rovnice 3. řádu v přı́padě neoscilatorickém.

M. Ráb

D. Radochová –
Řehůřková

10. 3. 1967 Asymptotické vzorce pro řešenı́ lineárnı́ homo-
gennı́ diferenciálnı́ rovnice 3. řádu.

M. Ráb

J. Vosmanský 7. 4. 1967 The monotonisity of Extremants of Integrals of the
diferential Equation y′′ + q(t)y = 0.

M. Ráb

J. Žadek 19. 5. 1967 O existenci ohraničených riešenı́ diferenciálnej
rovnice y′ = f(x, y).

M. Ráb

J. Suchomel 19. 5. 1967 Asymptotické vzorce pro řešenı́ homogennı́ line-
árnı́ diferenciálnı́ rovnice 4. řádu v přı́padě neos-
cilatorickém.

M. Ráb
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Tabulka 2. Disertace kandidátů věd týkajı́cı́ se diferenciálnı́ch rovnic

Jméno Datum
schválenı́

Titul disertace Jména
examinátorů

M. Zlámal 27. 4. 1955 Studium oscilačnı́ch a asymptotických vlastnostı́
řešenı́ lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic.

J. Hronec,
V. Knichal

M. Laitoch 6. 6. 1956 Aplikace teorie dispersı́ v oboru homogennı́ch li-
neárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic 2. řádu.

J. Hronec,
J. Kurzweil

M. Greguš 14. 6. 1957 O některých vlastnostech řešenı́ lineárnı́ diferen-
ciálnı́ rovnice 3. řádu.

J. Hronec,
M. Zlámal

M. Švec 27. 11. 1957 O niektorých vlastnostiach integrálov diferenciál-
nych rovnı́c typu y(n) +Q(xy) = Q′′.

J. Hronec,
M. Zlámal

M. Ráb 27. 11. 1957 Oscilačnı́ a asymptotické vlastnosti integrálů line-
árnı́ diferenciálnı́ rovnice 3. řádu.

J. Hronec,
M. Zlámal

V. Šeda 18. 12. 1957 Transformácia integrálov obyčajných lineárnych
diferenciálnych rovnı́c 2. rádu v komplexnom
obore.

O. Borůvka,
M. Švec

J. Brejcha 12. 2. 1958 O některých možnostech geometrické interpretace
diferenciálnı́ rovnice typu d2v

du2 = A + B dv
du +

C( dv
du )2 +D( dv

du )3.

J. Klapka,
J. Srb

Z. Hustý 18. 2. 1959 Homogennı́ lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice vyššı́ch
řádů.

J. Hronec,
O. Borůvka

E. Barvı́nek 18. 2. 1959 Aplikace teorie transformacı́ diferenciálnı́ch rov-
nic 2. řádu.

J. Hronec,
M. Zlámal

S. Šantavá –
Krohová

24. 10. 1960 Transformace integrálů systémů dvou lineárnı́ch
diferenciálnı́ch rovnic 1. řádu.

O. Borůvka,
M. Greguš

J. Chrastina 24. 10. 1960 Speciálnı́ vlastnosti integrálnı́ch křivek některých
diferenciálnı́ch rovnic.

J. Kaucký,
M. Zlámal

F. Neuman 22. 2. 1965 Teorie dispersı́. M. Novotný,
M. Greguš

J. Voráček 3. 10. 1966 Vlastnosti řešenı́ jistých nelineárnı́ch diferenciál-
nı́ch rovnic třetı́ho řádu.

M. Švec,
I. Vrkoč

S. Trávnı́ček 8. 11. 1966 Transformace řešenı́ soustav lineárnı́ch diferenci-
álnı́ch rovnic prvého řádu.

Z. Hustý,
V. Šeda

J. Miklı́ček 16. 5. 1967 Použitı́ Greenovy funkce pro odhad chyby při ře-
šenı́ parciálnı́ch diferenciálnı́ch rovnic 4. řádu me-
todou sı́tı́.

K. Rektorys,
M. Práger
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Tabulka 3. Disertace doktorů věd týkajı́cı́ se diferenciálnı́ch rovnic

Jméno Datum
schválenı́

Titul disertace Jména
examinátorů

Z. Hustý 15. 6. 1965 O iteraci, transformaci a ekvivalenci homogennı́ch
lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic a některých vlast-
nostech jejich integrálů.

O. Borůvka,
J. Kurzweil,
V. Šeda

M. Švec 15. 6. 1965 Oscilatorické a asymptotické vlastnosti riešenia li-
neárnych diferenciálnych rovnı́c 3. a 4. rádu.

O. Borůvka,
M. Novotný,
J. Kurzweil,
J. Nečas

M. Greguš 15. 6. 1965 Lineárna diferenciálna rovnica tretieho rádu. O. Borůvka,
M. Novotný,
J. Kurzweil,
J. Nečas

M. Ráb 16. 5. 1967 Asymptotické vzorce pro řešenı́ obyčejných dife-
renciálnı́ch rovnic.

O. Borůvka,
J. Kurzweil,
M. Laitoch
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věd, dožil se šedesáti let. Matematika ve škole 9, 1959, 5, 324–328.
[A9] L. Kosmák, Vyznamenánı́ prof. Koutského a prof. Borůvky. Universitas 11/1963, 6.
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[C16] Mathematical Reviews z let 1953 – 1986.
[C17] Zentralblatt für Mathematik z let 1953 – 1986.
[C18] F. Neuman, Global Properties of Linear Ordinary Differential Equations. Kluwer Acad. Publ. &

Academia, Dordrecht–Boston–London & Praha 1991, 320 str.
[C19] L. M. Berkovich, N. H. Rozov, Transformations of linear differential equations of second order and

adjoined nonlinear equations. Arch. math. 33, 1997, no. 1–2, 75–98.
[C20] F. Neuman, Transformation theory of linear ordinary differential equations – from local to global

investigations. Arch. math. 33, 1997, no. 1–2, 65–74.
[C21] J. H. Barrett, Disconjugacy of second-order linear differential equations with non-negative coeffici-

ents. Proc. Amer. Math. Soc. 10 (1959), 552–561.
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Otakar Borůvka a diferenciálnı́ rovnice

Petra Šarmanová

Abstrakt

Významný český matematik Otakar Borůvka za svého života výrazně zasáhl do několika mate-
matických disciplı́n – do matematické analýzy, teorie grafů, diferenciálnı́ geometrie, algebry a
diferenciálnı́ch rovnic.

Tato práce je věnována činnosti O. Borůvky v teorii obyčejných diferenciálnı́ch rovnic, jı́ž
věnoval nejdelšı́ část svého života a nejvı́ce vědeckých publikacı́. Přı́nos O. Borůvky v této oblasti
lze shrnout do třı́ hlavnı́ch bodů:

1. Vytvořenı́ ucelené teorie globálnı́ch transformacı́ obyčejných lineárnı́ch diferenciálnı́ch rov-
nic druhého řádu.

2. Založenı́ semináře pro studium diferenciálnı́ch rovnic, který je v jisté formě činný dodnes.
3. Vliv na vědeckou činnost řady brněnských i mimobrněnských matematiků, z nichž mnozı́

jsou dnes světovými odbornı́ky v oblasti obyčejných diferenciálnı́ch rovnic.

Cı́lem této práce je zmapovat obdobı́, které začı́ná rozhodnutı́m O. Borůvky věnovat se di-
ferenciálnı́m rovnicı́m (1943 – 1944) a končı́ vydánı́m německé monografie Lineare Differenti-
altransformationen 2. Ordnung roku 1967, ukázat jeho pedagogickou a vědeckou činnost v této
době a podat matematický výklad jeho teorie fázı́, dispersı́ a transformacı́.

Práce je rozdělena na pět hlavnı́ch částı́. Prvnı́ část stručně zachycuje život a dı́lo O. Borůvky
a ukazuje souvislosti, které vedly k rozhodnutı́ O. Borůvky věnovat se diferenciálnı́m rovnicı́m.

Druhá část podává přehled o pedagogické činnosti O. Borůvky do roku 1950. Největšı́ pozor-
nost je přitom věnována přednáškové činnosti O. Borůvky na Přı́rodovědecké fakultě Masarykovy
univerzity v obdobı́ poválečném, obzvláště seminářům o diferenciálnı́ch rovnicı́ch.

Třetı́ část má odlišný charakter než ostatnı́ části práce. Jedná se o matematický výklad hlavnı́ch
výsledků Borůvkovy teorie fázı́, dispersı́ a transformacı́, jenž je shrnuta v monografii Lineare
Differentialtransformationen 2. Ordnung (VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin,
1967). Na rozdı́l od zmı́něné monografie je však výklad veden v „dnes použı́vaném matematickém
stylu“, tj. základnı́ pojmy jsou uvedeny v definicı́ch, základnı́ výsledky ve větách. Nejdůležitějšı́
věty jsou dokázány, přičemž jejich důkaz je mnohdy odlišný od Borůvkova důkazu.

Čtvrtá část je věnována vědecké činnosti O. Borůvky v letech 1940 – 1966. Hlavnı́ pozornost
je zaměřena na vznik a činnost semináře pro studium diferenciálnı́ch rovnic. Jsou zde podrobně
zaznamenána témata probı́raná v tomto semináři, čı́mž je možno sledovat postupný vznik a vývoj
Borůvkovy teorie globálnı́ch transformacı́ a také vliv na ostatnı́ matematiky a jejich vědeckou a
publikačnı́ činnost. Tato část také zahrnuje podrobný přehled zahraničnı́ch cest a mezinárodnı́ch
konferencı́ do roku 1966, na nichž O. Borůvka proslovil přednášku týkajı́cı́ se diferenciálnı́ch
rovnic.

V páté části je uveden seznam a charakteristika pracı́ O. Borůvky, jež se týkajı́ teorie fázı́,
dispersı́ a transformacı́. Tato charakteristika vycházı́ z recenzı́ uvedených v Mathematical Reviews
nebo v Zentralblatt für Mathematik. Dále tato část obsahuje historicky zajı́mavé poznámky ke



vzniku a osudu některých Borůvkových pracı́. Osvětlı́me zde také důvody nevydánı́ učebnice
o diferenciálnı́ch rovnicı́ch, na nı́ž O. Borůvka pracoval mnoho let.

Součástı́ práce jsou také přı́lohy, které přinášı́ přehled vzdělánı́ a zaměstnánı́ O. Borůvky,
seznam profesorů a docentů matematiky na Masarykově univerzitě v letech 1920 – 1967 a soupisy
disertačnı́ch pracı́ z diferenciálnı́ch rovnic, jež vedly k udělenı́ hodnosti doktora přı́rodnı́ch věd,
hodnosti kandidáta věd a hodnosti doktora věd na brněnské univerzitě a rozmezı́ let 1920 – 1967.

Hlavnı́m pramenem při zpracovánı́ práce byl archiv O. Borůvky, jenž je uložen v bývalé
pracovně O. Borůvky v Brně na Janáčkově náměstı́ 2a. Dı́ky pečlivosti O. Borůvky, s nı́ž uchovával
svou korespondenci a zápisy ze seminářů, zahraničnı́ch cest a jiných svých aktivit, je možno
s velkou přesnostı́ zmapovat jeho činnost v daném obdobı́. Dalšı́ materiály byly zı́skány v archivu
AV ČR v Praze, v publikacı́ch brněnské univerzity a v článcı́ch o O. Borůvkovi, jejichž ucelený
přehled je také součástı́ práce.

Seznam publikacı́
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Otakar Borůvka and differential equations

Petra Šarmanová

Abstract

Noted Czech mathematician Otakar Borůvka influenced significantly several branches of mathe-
matics during his life, namely mathematical analysis, graph theory, differential geometry, algebra
and differential equations.

This thesis deals with O. Borůvka’s work in the field of ordinary differential equations, to
which he devoted the longest part of his life and the most of his scientific papers. His contribution
to this subject may be summarized in the three main points:

1. Creation of the theory of global transformations of ordinary linear differential equations of
second order.

2. Foundation of a seminar for study of differential equations, which is in certain form still
working up to the present day.

3. Influence on scientific activities of series of Czech mathematicians, many of them are world-
known specialists in the area of ordinary differential equations today.

The aim of this thesis is to map the period of O. Borůvka’s life beginning with his decision
to work in the field of differential equations (1943 – 1944) and ending with the publication of a
monograph (in German) Lineare Differentialtransformationen 2. Ordnung in 1967 as well as to
show his pedagogical and scientific activities during this period and to give mathematical comment
on his theory of phases, dispersions and transformations.

The thesis is divided into five main parts. The first part describes in brief the life and the work
of O. Borůvka and points out the circumstances leading to his decision to work in the field of
differential equations.

The second part presents a survey of pedagogical activities of O. Borůvka until 1950. The
attention is paid mainly to his lectures delivered at Faculty of Science of Masaryk University after
the war, particularly to his seminars on differential equations.

The third part of this work has a different character than the others. It consists of mathematical
interpretation of the main results of Borůvka’s theory of phases, dispersions and transformations
described in the monograph Lineare Differentialtransformationen 2. Ordnung (VEB Deutscher
Verlag der Wissenschaften, Berlin, 1967). In contrast to the above mentioned monograph the inter-
pretation is performed in „present-day mathematical style“, i. e. the basic concepts are presented
in definitions, basic results in the theorems. The most important theorems are proven and the proof
often varies from Borůvka’s original proof.

The fourth part is dedicated to scientific work of O. Borůvka between 1940 – 1966. The
attention is paid in particular to the foundation and the activities of the seminar for study of
differential equations. The topics discussed at the seminar are described in detail, which enables
to trace gradual creation and development of Borůvka’s theory of global transformations as well
as his influence on other mathematicians and their scientific and publication activities. This part



also includes detailed survey of Borůvka’s travels abroad and the international conferences where
he read his lectures on differential equations.

The fifth part consists of the list of O. Borůvka’s publications concerning theory of phases,
dispersions and transformations and their characterization. This characterization is based on the
reviews published in Mathematical Rewiews or Zentralblatt für Mathematik. This part also includes
a few remarks upon the events concerning some Borůvka’s publications, which are interesting
from historical point of view. We shall also show here the reasons why the textbook on differential
equations prepared by O. Borůvka for many years has never been published.

The thesis includes also appendices with well-arranged data concerning O. Borůvka’s education
and employments, list of professors and associate professors of mathematics at Masaryk University
between 1920 – 1967 and list of thesis dealing with differential equations leading to RNDr., CSc.
and DrSc. degrees at Masaryk University between 1920 – 1967.

As the main source of this thesis served O. Borůvka’s archives, located at his former study
in Brno, Janáčkovo náměstı́ 2a. Thanks to the carefulness with which O. Borůvka stored his
correspondence and his notes from the seminars, travels abroad and his other activities, we can
with great accuracy map his work during this period. Some other materials were obtained from
the archives of the Academy of Sciences of Czech Republic in Prague, publications of Masaryk
University and the articles about O. Borůvka. The list of these articles is also a part of this thesis.
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Mgr. Petra Šarmanová
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